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Die großen Fortfchritte, welche die Mathematik ſeit der. 
Begründung dieſes ihr gewidmeten Wörterbuch gemacht hat, 
beftehen theild in der Erweiterung und Vervollkommnung 
der Methoden, in ber firengern Begründung mehrerer ihrer 
wichtigſten Theile, und der dadurch möglich gewordenen ge: 
gen früher unendlich verbeſſerten Darftellung derfelben; theils 
in der Vermehrung des Materiald durch neue Methoden und 
Saͤtze. Blickt man nur auf die legten zehn bis zwanzig 
Sahre zuruͤck, ſo muß man erflaunen über das, was in 
dieſer verhältnigmäßig nur Eurzen Zeit in jeder der beiden fo 
eben angedeuteten Beziehungen geleiftet worden ift, Durch 
dieſe beiden Richtungen, nad) denen hin die Fortfchritte der 
Wiſſenſchaft zu ſuchen find, war. mir zugleich, wie. ich glaube, 
mit ziemlicher Beftimmtheit der Weg vorgezeichnet ‚ den ic 
bei der Bearbeitung. diefer Supplemente zu einem nun ſchon 
vor dreißig Jahren begonnenen Werke zu betreten hatte. 
Nicht wenige der. wichtigften in ganz veralteter Darftellung 
daftehende Artikel bedurften einer völlig neuen Ausarbeitung, 
amd mehrere ganz neue Artikel mußten hinzugefügt werben, 
In beiden Beziehungen Liefert ſchon dieſe erſte Abtheilung 
Beiſpiele in hinreichender Anzahl. Indem ich hoffe, daß 
man z. DB. in den Artikeln Bernoulliſche Zahlen, Binomiſcher 


X WVorrede. | 


Lehrfab, Eyklometrie, Differenzen⸗ und Diffetentialbechnung ie “ 


geld Arbeit aud) nicht im entfernteften wieder erkennen wird, 


bin ich auf der andern Seite überzeugt, daß nachſichtige | 
Beurtheiler mir das Zeugniß nicht verfagen werden, in ben | 


Artifeln Beſtimmtes Integral, Bürmannifche Reihe, Con— 


vergenz der Reihen, Goordinaten — ein Artikel, der in \ 
Klügeld Bearbeitung wohl Faum diefen Namen verdient — 


Eylinder und Dreieck gezeigt zu haben, wie unendlich in neue⸗ 


ver Zeit das Material in einzelnen’ Theilen der Wiffenfchaft 
angewachfen if. Daß ich weit mehr noch zu geben im 
. Stande gewefen wäre, wird man mir auf mein Wort glau: 


‚benz daß aber ein Werk diefer Art auch nicht ins Unend- 


liche ausgedehnt werden darf, ift eben fo Mar, Maaß zu 
halten, ift bier fehr ſchwer. In manchen Artikeln, wie z.B, 


| bei dem wichtigen Artikel Barycentriſcher Calcul, mußte ic) 
mich leider mit kurzen Notizen begnügen, aus Denen aber 


niemals auf meine Anficht über die Wichtigkeit des betreffen 


den Gegenftandes gefchloffen. werden darf. Ich habe in fol- 
hen Fällen mic) an den einzelnen Stellen felbft kurz zu 


vechtfertigen gefucht, und kann dies alfo hier um fo mehr 
unterlaffen. Eben fo würde eine Rechtfertigung der von mit 


in den einzelnen Artikeln gewählten Darftellung die Graͤnzen 
einer Vorrede weit überfchreiten, und was ich vorzugsweiſe 
als mein Eigenthum in Anſpruch nehmen darf, werden 
Kenner von ſelbſt finden. Weil jedoch in einem Werke Die: 


fer. Art das Eigne unter der unendlichen Maffe des Frem⸗ 


den nur zu leicht gaͤnzlich verſchwindet, mag es mir erlaubt 


ſeyn, auf Mehreres in dem Artikel Bernoulliſche gZahlen, in 


dem Artikel Beſtimmtes Intregral (22.), Mehreres im Ar⸗ 
tikel Binomiſcher Lehrſatz, auf die im Artikel Cauſtiſche Flaͤ⸗ 





Vorrede. J— 


chen und Linien (32.) bis (39.) mitgetheilten analytiſchen 
Beweiſe, auf die ganze Anlage und Ausfuͤhrung des Ar— 
tikels Coordinaten, den ganzen Artikel Cylinder, faſt den 
ganzen Artikel Cyklometrie und Mehreres in den Artikeln des 
Buchftaben D, als mir. vielleicht vorzugsweife angehörend, 
beſonders hinzuweifen. 

Für die zweite und legte Abtheilung biſer —— 
ſind nun noch mehrere ſehr wichtige und umfangreiche Ar— 
tikel zuruͤck, namentlich der Artikel Elliptiſche Functionen und 
der Artikel Gleichung, in welchem natuͤrlich auf die neuen 
wichtigen Unterſuchungen von Fourier vorzuͤglich Ruͤckſicht 
genommen werden wird, ſo wie in dem ebenfalls einer neuen 
Bearbeitung beduͤrfenden Artikel Goniometrie die bekannten 
Schwierigkeiten bei der Entwickelung der Potenzen der Sinus 
und Coſinus, auf welche Poiſſon zuerſt aufmerkſam machte, 
beſondre Beruͤckſichtigung finden und von mir, wie ich glaube, 
auf eigenthuͤmliche Weiſe gehoben werden ſollen. Die Zu— 
ſaͤtze werden natuͤrlich in eben dem Maaße abnehmen, wie 
die Baͤnde unſers Werkes naͤher an die jetzige Zeit heran— 
reichen. Mehreres, was auch in die zweite Abtheilung ver⸗ 
wieſen werden konnte, iſt, als ſich hier beſſer und leichter 
anſchließend, in dieſe erſte aufgenommen, und dadurch in jener 
Raum fuͤr andre Unterſuchungen gewonnen worden. Da— 
bin gehört z. B. Beffels treffliche Auflöfung des Kepp— 
lerſchen Problems und Fouriers berühmte Entwicelung 
der Functionen nad) den Sinus und Coſinus der Vielfachen 
ihrer veraͤnderlichen Größen mittelft der beftimmten Integrale 
in dem Artikel Beſtimmtes Integral, die Entwidelung der 
ſchiefen Kegelfläche im Artikel Cylinder und vielleicht noch 
einiges Andre, Auf diefe Gegenflände wird aber natürlich 
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in der zweiten Abtheilung an gehörigen Site beein : 


. werden. % 


' Da die zweite Abtheilung diefer ——— der erſten 
ohne Zweifel auf dem Fuße folgen wird, ſo ſcheide ich hier⸗ 
mit, um ſo mehr, da beide Abtheilungen doch eigentlich nur 
einen Band bilden ſollen, mit dem innigſten Danke gegen 
die Vorſehung, daß ſie mich dieſes ſchwierige Werk gluͤcklich 
zu Ende fuͤhren ließ, und mit dem freudigſten Ruͤckblick auf 
die durch die Arbeit ſelbſt mir gewordene vielfache und reiche 
Belehrung, fuͤr jetzt von demſelben, ohne die Hoffnung 
aufzugeben, auch die angewandte Mathematik in aͤhnlicher 
lexicographiſcher Bearbeitung zu liefern, wenn der meinen 
bisherigen Leiſtungen geſchenkte Beifall der Kenner mich dazu 
ermuntert und berechtigt, und der Himmel mir auch ferner⸗ 
hin die zu einem ſo ſchwierigen Werke noͤthige * und 
Ausdauer verleihet. 


Brandenburg a. d. 9, im Februar 1833. 


J. A. Grunert. 
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Abſteigende Reihen, ſind Reihen von der Form 
Axn 4 Bxn-1 4 Cxn-2 4 Dan-3 4Exn-- ....- 


Aehnlichkeitsaxe, ſ. Anwendung der Analyſis auf die 
Geometrie i. d. 3. (16.). u 


Aehnlichkeitspunkt, ſ. Anwendung der Analyſis auf die 
Geometrie i. d. 3. (14.). | 


Aeußere Glieder einer Proportion . Berhältnig (12.). 


Algebra, Die neuern Mathematiker beſchaͤftigt vorzüglich 
die Lehre von den hoͤhern Gleichungen oder von den Gleichungen 
aller Grade im Allgemeinen, in theoretiſcher und praktiſcher Ruͤck— 
ſicht. Gauß, Cauchy, Abel und Andere haben in dieſer 
Beziehung ſchon viel Treffliches geliefert, wie die Commentarien 
der Göttinger Societaͤt, die Exercices de Mathématiques von 
Cauchy, Erelles Journal und die übrigen mathematifchen 
- Zeitfehriften bezeugen. Den Saß von der Zerlegbarfeit jeder 
ganzen reellen rationalen Function in lauter veelle Factoren des 
erften oder ziveiten Grades, welcher wigentlid) das Örundprincip 
der ganzen Theorie der Gleichungen ausmacht, hat vorzüglic) 
Gauf durch mehrere Höchft feharffinnige Beweiſe bewahrheitet; 


der Beweis diefes Sakes von Cauchy if fchon im Artikel Un= 


möglidye Größe mitgetheilt worden; Burgs Verfuch, einen ele— 
mentaren Beweis diefes wichtigen Theorems zu geben (Crelles 
Journal. B. V. 8. 182.), ift leider als völlig verfehlt zu betrachten, 
Ueber die Unmöglichkeit der allgemeinen Auflösbarfeit der Gleichun- 
gen über den vierten "Grad hinaus, die fhon Ruffini in den 


Memorie di matematica e di fisica della societä italiana = 


‚delle scienze, P. 1. 1803. zu bemweifen verfucht hatte, hat der 


den mathematifcen Wiffenfchaften zu früh entriſſene Abel eine 
fchöne Arbeit in Crelles Journal. B. I. S. 63. geliefert 


Zu erwähnen ift noch: Sammlung von Aufgaben aus der Theorie 
der algebraifchen Gleichungen von Meier Hirfch. Berlin, 1809, 
Der verdienftvolle Verfaffer glaubte die allgemeine Auflöfung der 
Gleichungen gefunden zu haben, hat aber feinen. Irrthum nach— 
her felbft eingeftanden. Der Artikel Gleichung in diefen Zufägen 
Supplem. zu Klügels Wörterb, J. A 


2 Analyfis, als wiffenfchaftliches Syſtem. 


wird von allen diefen Unterfuchungen ausführliche Nachricht e⸗ 
ben. Derſelbe Artikel im zweiten Theile dieſes 
als voͤllig veraltet zu betrachten. 


Alternirende Functionen ‚ eigentlid) fonctions alter- 
 nees nad) franzöfifchen Schriftftellern,, find Functionen mehrerer 
veränderlicher Größen, welche, wenn man zivei beliebige verän- 
derliche Größen gegen einander vertaufcht, ihr Zeichen ändern, 
‚ ohne ihren abfoluten Werth zu ändern. Functionen diefer Ark find: 


x—y, x: — xy, 10g(7), sinx — siny, (x—y) (x<—z) 2). 


Eauchy hat in feinem trefflichen Cours d’Analyse algebrique. 
Paris. 1821. Chap. III. $. 2. und Note IV. mehrere Saͤtze 
über folche Sunctionen, die zugleich ganze rationale Functionen 
find, beiwiefen, und aus denfelben einen Beweis für die von 
Bezout und Cramer gegebenen Regeln zur Elimination der 
unbefannten Größen aus Gleichungen des erften Grades (f. d. 
Art. Elimination i. d. 3.) hergeleitet. Einen ganz ähnlichen 
Beweis hat auh I. E. Drinfwater in dem Philosophical 
Mag. No. 55. p. 24. gegeben, ohne des von Cauchy gegebe- 
nen Beweifes zu erwähnen, 


Amplitudo arcus. Der analytiſche Ausdruck fuͤr die 


Amplitudo arcus iſt * wenn s den Bogen, r den Kruͤm⸗ 
mungshalbmefler für den Endpunft des Bogens bezeichnet.- 


Anagramm, f. Berfeßungen (10.). 


Analogie, Ueber Nepers Analogieen f. Trigono- 
metrie (61.). 


Analyfis, als wiſſenſchaftliches Syſtem. Zu den 
im diefem Artikel aufgeführten einzelnen Theilen der fogenannten 
Analyfis endlicher Größen fann man u. A. noch hinzufügen: 
die analytifche Theorie der Kettenbrüche, nämlich vorzüglid) die 
Berwandlung der Reihen in Kettenbrüche und umgekehrt, Unter— 
fuchungen über. die Convergenz der Kettenbrüche u. f. w.5 Die 
Lehre von der Convergenz und Divergenz der Neihen, mit wel— 
cher vorzüglich in neuerer Zeit die Mathematiker fich fehr viel 
befchäftigt: haben; die Theorie der fommetrifchen Functionen; 
Stetigkeit oder Continuität und Discontinnität der Functionen; 
u.f. w. Einzelne wichtige Theile der hoͤhern Analyſis, die vor— 
züglich. in neuerer Zeit fehr eultivirt worden find, find die Theorie 
der beftimmten Integrale in ihrer ganzen Ausdehnung, die Theorie 
der elliptifhen Tranfcendenten oder der elliptifchen Funckionen, 
die Integrallogarithmen, und worzüglic) die Variationsrechnung, 
welche früher gewöhnlich als ein Theil der. Integralrechnung bes 
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trachtet wurde, nad) den nenern Bearbeitungen aber durchaus 
als eine felbfiftändige MWiffenfchaft dafteht. \ 

Ein neueres deutſches Werk, welches für den gegenwärtigen 
Zuftand der Analyfis etwa daffelbe zu leiften fucht, wie Eulers 
Introductio in Analysin infinitorum für den damaligen, find 
Eytelweins Grundlehren der. höhern Analyfis. Berlin. 1824, 
2 Bände. 4 Die fpecielle Literatur f. m. bei den einzelnen Ar- 
tifeln. Lagrange’s mathematifche Werke find trefflich überfegt 
von Erelle (Berlin. 18233 — 24). Zu wünfcen ift, daß der 
Ueberfeßer feinen längft vorbereiteten umfaffenden Lehrbegriff der 

efammten Analyfis (f. Journal der r. u. a. Mathematik. 
». 1. S. 95.) bald herausgebe, weil dies ein Werk ift, welches 
der europäifchen mathematifchen Literatur noch gänzlich) mangelt. 
Das Material wächh von Tage zu Tage in's Ungeheure. Die 
Sichtung und Drdnung deffelben ift daher fehr zu münfchen, 
wenn die Ueberficht, wie es bald nicht anders wird ſeyn koͤnnen, 
nicht ganz verloren gehen fol. Ein ſolcher vollftändiger Lehrbe- 
griff, wie Erelle ihn vorbereitet, ift daher ein hoͤchſt dringen- 
des Beduͤrfniß. 


Analyſis ald Methode, Drobisch Theoriae Ana- 
Iyseos geometricae prolusio. Lips. 1824. Ueber die geome- 
trifche Analyfis von Deinhart. Wittenb. 1830. O. Schul; 
über die geometrifche Analyfis in E. G. Fifchers Lehrbuche der 
Mathematik für Schulen. Eine Schrift von Luca Maresca 
über die geometrifche Analyfis, zugleich mit vielen Aufgaben, 
namentlicy über die Berührungen (Neapel, 1825, 4.), wird fehr 
gerühmt im Bulletin universel. Avril. 1831. 


Anfang der Goordinaten, f. Eoordinate. 


Anwendung der Analyfis auf die Geometrie. Die 
Anwendung der Analyfis auf die Geometrie hat durch die Be— 
mühungen der neuern Mathematifer, vorzuͤglich der franzöfifchen, 
außerordentlih an Eleganz getvonnen. Allen diefen Anwendun— 
gen liegen die im Artifel Linie und Ebene (Thl. II. ©. 447 
—477,) entwicelten Gleichungen als Principien zum Grunde, 
Diefe Gleichungen find für die analytifche Geometrie ganz daffelbe, 
was die Elemente des Euchides für die Geometrie der Alten 
waren. Weil der fo eben angeführte Artikel ung keinesweges 
den Anforderungen zu entfprechen fehien, welche die heutige Ma- 
thematif zu machen berechtigt ift; fo haben wir diefe Gleichun- 
gen, ihrer großen Wichtigkeit wegen, in. diefen Zufäßen in einem 
eigenen, eben fo überfchriebenen Artifel von Neuem jufammenge= 
ftelle, und beziehen uns hier auf diefen Artikel ein für alle Mal, 
ohne die einzelnen Nummern deffelben jederzeit beſonders zır citi- 
ren, weil die genannten Gleichungen mit den Elementar - Säten 
—* euclidiſchen Geometrie durchaus in eine Kategorie zu ſetzen 
ind, 
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1. Es ſey ein Winkel BAC (Fig. 1.) amd in feiner: Ehen 
ein Punkt D gegeben. Man foll durch diefen Punkt eine gerade 
Linie BC von folcher Lage ziehen, daß das Product der auf den 
Schenfeln des gegebenen Winfels abgeſchnittenen Sue AB’ 
und AC' einem gegebenen Quadrate q2 gleidy ſey 


Man nehme AB und AC als die pofitiven Tpeife der Yren 
eines ſchiefwinkligen Coordinatenfpftems an, deffen Anfangspunft 
A if, Die Coordinaten des gegebenen Punktes D in Bezug auf 
diefes Syſtem bezeichne man durch a, 6. Die Sn iR 
geſuchten Linie BC fey ar, 

y-zaıb,'’ 7 
Die Coordinaten des Punktes B' feyen-x’, O, fo. wie 0, a 4 
Coordinaten des Annie C, Weil die gefuchte gerade Linie 
durch die Punkte B', D, CE geht, fo hat man IB BAHR drei 
Gleichungen : 

Dan, ee f 

Diefe, drei Gleichungen enthalten vier unbefannte Größen (a e » 
x,y), welche fid) alfo mittelft derfelben nicht beftimmen laſſen. 
Aus den Bedingungen, der Aufgabe ergiebt ſich AS auf der 
Stelle die vierte Gleichung: 


Eye g? & 
Eliminirt man juerft b, fo hat man: 
oex+y, P=z&_&ty,Xxy=q.: 


Durd) Elimination von a ergiebt ſich: 
Pr =(Xk—e)y,sy=gq%; 
und, wenn man nun y eliminitt: 
| px? = (K—e)g8. x: 
Solglich, durch Auflöfung dieſer quadratifchen Steicung: 


51565 - “)). 


und, weil y —= P ift, nach Teichter Rechnung: 











N) 1 q?/q? 
en 
Iſt q Ä q? q* da q? N ' 

le: er — 


ſo ft, wie augenblicklich. exrhellet , wenn man auf beiden, Seiten 
mit ga welches immer pofitio ift,. multiplicirt: — 
g? — 4uß <o, gq? < Asp. 


„Die Aufgabe wird alſo unmöglich, wenn q? * 4aß negas e; 


tiv, oder q? < Aap if, Haben a, ß entgegengefeßste Zeichen, 







— — — 
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ſo iſt die Aufgabe jederzeit möglich, ‚weil dann Laß negatib, 


alfo q? — 4606 pofitiv if. | BT 
Will man den Werth von x" confteuiren, fo fuche man zu 


ß, 9 die dritte Proportionallinie, Dadurch erhält man %, 
folglich aud) leicht durch bloße Subtraction E — 4a. Sucht 


—— 
man nun ferner zwiſchen * und T — 4a die mittlere Propor= 
tionallinie, fo ergiebt ſich | 


— 
P\P 

folglich durch bloße Addition und Subtraction auch x", welches 
im Allgemeinen zwei Werthe hat. Daß man bei der Conftruction 
auch auf die Vorzeichen der einzelnen Größen gehörig Nückficht 
nehmen muß, verfteht ſich von felbft. 

2. Nimmt man einen beliebigen Durchmeffer eines Kreiſes 
als Are, feinem Mittelpunkt als Anfang der Abfeiffen anz fo if, 
wenn » den Halbmeffer des Kreifes bezeichnet, und die Coordina— 
ten rechtwinklig angenommen werden, offenbar 


"+y?=r? 





| die Gleichung des Kreifes. Nimmt man nun $ivet andere belie- 


bige, den primitiven jedoch parallele, Coordinatenaren an, und 
bezeichnet in Bezug auf diefelben die Coordinaten des Mittel 
punftes durch a, b; fo muß man in obiger Gleichung offenbar 
x—a, y—b für x, y feßen, wodurch dieſelbe in 

x—a)? *-(y-b)’=r? 
übergeht, Dies ift die allgemeinfte Gleichung des Kreifes zivi= 
fchen rechtwinkligen Coordinaten. 

3. Sey nun dur einen gegebenen Punkt im Kreife eine 
Berührende zu ziehen, d. h. eine gerade Linie, weldye, außer 
dem gegebenen Punfte, mit dem Kreife feinen andern Punkt ge— 
mein hat. Der Einfachheit wegen nehme man den gegebenen 
Punkt felbft als Anfang der Coordinaten an; fo ift die Gleichung 
der DBerührenden, da diefelbe durch den Anfang der Coording= 
ten geht, 

j NyhAxı 

Diefe Gleichung fey aber jet überhaupt die Gleichung einer durch 

den Anfang der Coordinaten gehenden geraden Linie, Hat diefe 

gerade Linie, außer dem Anfange der Coordinaten, noch andere 

Punkte mit dem Kreife gemein; fo muͤſſen die Eoordinaten dieſer 

Punkte jederzeit den folgenden zwei Gleichungen genuͤgen: 
y=%A4x, (x-a)”? ( 6) =r. 

Führt man den Werth von y-aus der erfien Gleichung in die 

zweite ein, fo ergiebt ſich nach leichter Rechnung: 
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(HA) — Lats) hedber, 
Aber, wie fogleich erhellet, | 


a+b=r, 
Alfo 
— -2atsb)=0,2= nn. wu 


Die in Rede ftehende gerade Linie bat folglich im Allgemeinen, 
außer dem Anfange der Coordinaten, noc einen "zweiten Punkt 
mit dem Sreife gemein. Soll diefe gerade Linie nun eine Be— 
rührende feyn, fo muß ihr zweiter Durchfchnittspunft mit dem 
—*— hai dem Anfange der Coordinaten zufammenfallen, d. 5. 

es mu 





"in =o, a+ib=0,A=— 
feyn. Die gefuchte Gleichung der Berührenden ift folglich: | 
y-2— 5 x. A ; 


Zieht man von dem Anfange der Coordinaten, d. i. dem Be— 
rührungspunfte, nach dem Mittelpunfte des Kreifes einen Ra— 
dius; fo ift deffen Gleichung, weil er durch den Anfang der 
Coordinaten geht, 

Yım A%. | | 
Weil derfelbe aber auch durch den Mittelpunft des Kreifes, deffen 
Eoordinaten a, b find, geht; fo ıft N: 


= Aa, A 
a 


Folglich die Gleichung des in Nede ftehenden Radius: 


b 
Vz 
Merl num 
b a ab / 
1+2(-75)=1-5=1-1=0 | 


iſt; fo iſt die Verührende jederzeit auf dem durch den Berührung 
punft gezogenen Radius fenfrecht, — 
Sey nun uͤberhaupt 
(a)? + (y-b’=rt 
die Gleichung des Kreifes in Bezug auf ein beliebiges rechtwink⸗ 
liges Eoordinatenfyftem, und &, ß feyen die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes im Kreife, durch welchen eine Beruͤhrende an 
denſelben gezogen werden fol, Die Gleichung diefer Berühren- 
den fey 
y=Ax-+B. 
Da diefelbe dur den Punft (a, 8) geht; fo ift 
£ß=A« HB. 


Anwendung der Anahyfis. 7 


Folglich, mittelſt Subtraction, 
y—-B=A(x—a) 
die Gleichung der Berührenden. Die Gleichung des durch den 
Berührungspunft gezogenen Radius fey 
| y=Ax-+B; 
fo ift, weil diefer Radius durch die Punfte (a, A) und (a, b) 


eht 
geht, b=Aa+-B,ß2=A«+B. 


Mittelſt Subtraction ergiebt ſich leicht: 


—b A (x-a), b—p=Akla-—e). 
Folglich iſt 

b—ß 
a—a 
die Gleichung des in Nede ftehenden Radius. Da nun die Be- 
rührende auf diefem Radius fenfrecht iſt; fo ift 





— (x—a) 











14 = ı=0,a= 5. 
Folglich ift 
een, 
oder 


(a—a)(x—e) + (b—-PA)(y—-f)=o 
die gefuchte Gleichung der Berührenden. ft der Mittelpunkt 
des Kreifes der Anfang der Coordinaten; fit a=b= 0, alfo 
e(x—e) HF Ply-P)=o, 
oder, weil @® + BP? = 1? if, 
ex + fy=r? 
die Gleichung der Berührenden, 


4 Sey jeßt durch einen ganz beliebigen Punft (@, 8), 
welcher nicht nothwendig in der Peripherie des Kreiſes Liegt, 
eine Berührende an den Kreis zu ziehen, Der Mittelpunkt des 
Kreifes fey der Anfang der Coordinaten, alfo 

+ y?=r? 
die Gfeihung des Kreifes. Die Gleichung der gefuchten Berüh- 
venden fey, weil dieſelbe durch den Punkt (a, 8) gehen foll, 

. J— B=alx—e). 
Er —* x, Y die Coordinaten des Beruͤhrungspunktes; fo 
ift au 


und nad) (3.) ift 


Y-P= alx—a), 


xx 4 J 
die Gleichung der Beruͤhrenden, ſo daß alſo auch 
ax +py=r 


8... Anwendung. der Anahyfis, 


iſt. Nimmt man hierzu die Gleichung Det. 7 M 
j x hy2='r2; RT 
fo hat man jet. zur Beſtimmung von a, x, pr die ar 


ri 
\ 


Gleichungen: 

Her Er yBalkme), | 
Aus den beiden erſten Gleichungen muß man x, y — 
aus der dritten on ſich dann fogleich 


EN are 
it 


Aus den beiden erften mark findet man — 
r(er 





xXx — 











ei Pr € 
re +R—r), 
y Mi AR \ 


Da es zwei Werthe von x, y giebt, fo giebt es andy” im 
Allgemeinen. ftets zwei Berührende, welche der Aufgabe genügen, _ 
wie fehon aus den Elementen der Geometrie befannt iſt. * 
der gegebene Punkt in der Peripherie des Kreiſes, ſo iſt — 
a? + BR =r; 
alfo 
r ar? !Br? 
— — —— apa 

wie eg feyn muß. Im diefem Falle giebt es, mie auch die 
. Nechnung zeigt, nur eine Beruͤhrende. Ueberhaupt iſt aber 


offenbar Ya? + 8? die Entfernung. des gegebenen Punktes vom 
Mittelpunfte des Kreifes, und der gegebene Punkt „liege außer- 
oder innerhalb des Kreifes , jenaddem Ya FR? >r, ger 


Ya? +p? <r if, Im letztern Falle ift a? +? < —* 
folglich 
Y?+#®— 


eine imagindre Größe, fo daß alfo in dieſem Falle die — 
unmöglich iſt. Iſt aber Ya’ + 8? > x, d. i. liegt der gege⸗ 
bene Punft außerhalb des Kreifes, fo ift «® + 8? — r? pofitiv, 
die Aufgabe folglich, möglich, und es giebt zwei Berührende, 
welche ihr- genügen, 

Nimmt man die Linie, welche den Mittelpunft des Kreifeg 
mie dem gegebenen Punkte, durch welchen die Beruͤhrenden gezo⸗ 
gen werden ſollen, verbindet, als Abſciſſenaxe an, ſo iſt 5 0. 


Folgl ich 





Alſo 


— 
* 
I 
f 
1>3 
— 
4 
4 
[97 
Il 
a 
— 
del⸗ 

8 
— 
4 

- 
Er 
8 
» 
| 
* 
Der, 
- 





als auch 
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Hieraus ergiebt fich augenblicklich), daß die beiden Beruͤhrungs⸗ 


punkte in der Peripherie eines Kreiſes liegen, welcher, aus dem 


Mittelpunkte der das Centrum des gegebenen Kreiſes mit dem 


‚gegebenen Punkte verbindenden. geraden Linie Über diefer geraden 


Linie als Durchmeſſer befchrieben it, fo daß alfo die Beruͤh— 
rungspunfte die Durchfchnittspunfte diefes leicht zu conſtruiren— 
den Kreifes mit dem gegebenen Kreiſe ſind. 


5. Eine gerade Linie zu ziehen, welche zwei gegebene Kreiſe 


- zugleich berührt.‘ 


Die Mittelpunfte, der. beiden gegebenen Kreife feyen A, A/, 
fo wie r, oe ihre Halbmeffer. Man nehme AA als Are, A ale 
Anfang der Abfeiffen an, und bezeichne die Abfeiffe von A’ durch 
a. Die DBerührungspunfte der gefuchten geraden Linie mit den 
beiden gegebenen Kreifen feyen (X, y) und (X ,y); fo ift 


nad) (3.) ſowohl 7 4 


xx hyy=r, 


(a—x”)(x—x”) ca y"(y—y’) = 0 ; ; 


die Gleichung der gefuchten Beruͤhrenden. Letztere Gleichung 


bringe man, weil Er we 
Ka? +”, x" +”? sta —ar re 
ift, leicht auf die Form: 
een I rn ı 
Da nun J 
* _.ala—x’) — 22 
—7* a — 
Gleichungen einer geraden Linie ſind; ſo iſt 
Bin A — 
NER 1 A SE BER eyes fl 3 
Diefe beiden Gleichungen reichen, nebſt den Gleichungen 
x + yP’=er,a-)’+yY’=e), ; 
zur Beſtimmung der vier unbefannten Größen X, yı X,y 
hin. Bezeichnen wir aber die Abſciſſe des Punktes, in welchem 
die Beruͤhrende die Abſciſſenaxe ſchneidet, dur) z; fo folgt aus 
der Gleihung . 





Ah rt: 
ı- >, = —, x- 
ah x"? a 





* xx yy=r 
wenn man in derſelben x — 2, y=0 ſetzt, auf der Stelle: 





* 
—— 155: 
Alſo 
u ee 





ax” —a—z 
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Ferner ift N | | 
in er ee SE el Ce 
2 * = (a Poren x")? ’ 0x2 — — c 3 EN 
d. i., weil 
r—x" r 8 z? Ar?” % 
x? == 7 — 1 = 7? — 1 BE" Ya 
iſt: 
2?—r?  (a—z)? — oe 
r: “T i o? 
Folglich | 
e’2? = r?(a—z). 
Hieraus ergiebt fich fogleich 
re 
Mare 


Man ſieht alfo, daß z zwei Werthe hat, Auch 
wur. #(r%o) 
xa — — Era 
hat zwei Werthe, Da aber 
„er —x’= r’ja? — 





iſtz ſo iſt 





— 080%, 


wo die obern und untern Zeichen ſich nicht auf einander zu be= 
ziehen brauchen. Daher hat y offenbar vier Werthe. Es giebt 
folglich jederzeit vier gerade Finien, welche der Aufgabe genügen, 
vorausgefeßt, daß a? — (r+ g)? nicht negativ ift, in welchem - 
Falle die Aufgabe unmöglicy werden würde. Die Werthe von 


x und y' wirden ſich mittelft der obigen Gleichungen ebenfalls 
leicht entwickeln laffen. 


Zwei der vier. die beiden gegebenen Kreiſe berührenden gera- 
> den Linien liegen außerhalb derfelben, die beiden andern zwiſchen 
ihnen, Den beiden erſten entfpricht offenbar das untere, den 
beiden leßten das obere Zeichen in dem Ausdruce von z, 


6. Seyen nun C, C', EC" die Mittelpunfte dreier Kreife, 
und 8 e,.o' die Halbmeſſer derſelben. Die den Spitzen C, 
C,C des Dreiecks CCC gegenüberfiehenden Seiten deflelben 
feyen a, a, a’, die an C und C! liegenden Winkel ꝙ und ꝙ 
ſo iſt immer ei 

a sinp' = a’ sing,a 0osp + a’ cospy=a”. 
Man ziehe nun am je zwei der drei gegebenen Kreife die beiden 
äußern Beruͤhrenden (5.), und bezeichne deren Durchſchnitts— 
punfte durch A, A’, A”, fo daß dieſelben nach der Reihe den 
Kreifen C, C; C, C'; C, EC" entfprechen, Die Linie CC 
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nehme man ald Are, C als Anfang der Abfeiffen eines vecht- 
winfligen Coordinatenfpftems an, und bezeichne in Bezug auf 
daſſelbe die Coordinaten von A, A, AT reſpective dur) x, y5 
X, y5 x, ſo iſt, wie leicht erhellen wird, nach (5.): 





MIN ı 

= 73 y=o; 

x = za cos I. * sing ; 
— —— —53 





ra * — 
—— a, „cosp, "= Ang x 


—r 
Die Gleichung der Linie AA’ fey 
Y=AX+B; 
fo iſt —* 
o= A +B, 





woraus duch Subtraction: 
Y=Alx — ie 
r—r 


Aber, weil diefe Linie auch durch A’ geht: 


u er 4 | ra’ ra” 
— *⸗⸗ ee Zi» 


A= 





a’(r—r')sinp 
a(r—r)cosp — a”(r—r”) 





Folglich ift 
Ne, a’(r—r')sing ra” 
base a(r—r)cosp — — * 5 a % 
Die Gleichung der Linie AA” ift eben fo 
ra” 


=a)x- 25 


r—r|’ 


aber, weil diefe Linie auch durch A” geht: 


14 














ra . . ra ra” 
— sing = Ala’” — — copy — ur 
r—r r’—r — 


a ( x — x ) sin 








—— a(r—r')cosp' + a’(r!—r”) 3 
folglich 
—— a(r—r’)sing’ ra” 
1 a(r—r)cosp +a’(r—r’) Lg | 


die Gleichung der Linie AA”, Nach dem Obigen ift aber der 
Bruch vor der Klammer auf der rechten Seite diefer Gleichung 
— (r—r)(a’—acosp) + a”(r?—r”) 
* a(r—r)sinp 
—al(r—r)cspg— a4r—r”)’ 
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fo daß alfo bie Gleichungen der, Linien AA’, AA” identi 
diefe beiden Linien ſelbſt folglich in eine gerade Linie zufa h 
fallen, d. is. die drei Durchſchnittspunkte A, A’, AT der Aufßern 


Beruͤhrenden dreier Kreiſe jederzeit in einer: geraden Linie fiegen, 


ein fehr merfiwirdiger, von Monge gefundener Sag, welcher. 
fhon hl. IV. ©. 876." HL: V. ©. 153, u V. ©. 181. auf 
verfchiedene Arten bewiefen worden iſt. 


— eine gerade Linie und ein Kreis gegeben; n man fl 

an den Kreis eine Beruͤhrende ziehen, welche der gegebenen Linie 

‚parallel ift, 
Man nehme den Mittelpunft des gegebenen Kreifes als 

Anfang, einen feiner Durchmeffer als Are der Abfeiffen eines 

rechtwinkligen Coordinatenſyſtems an. ish Gleihung der gege⸗ 

benen Linie fey 

y-ax 4 63 


a. Eoordinaten dee Berihrungspunfed der * Berüuͤhren⸗ 


den ſeyen x,y; ber Halbmeſſer des Kreiſes, welcher gegeben 


ft, y=r Die Glelchung der geſuchten — iſt 
nach (8. * 


2. —— 


a x 
xXthyy=r, 3 


Weil dieſe Beruͤhrende der gegebenen geraden FR parallel ik; ; 
fo iſt 


— — — a7 — — 4 Walz : 
Da ferner der. Punkt (x,y) in det Peripherie 26 gen, 
Kreiſes liegt; ſo iſt 


—— 


Aus den Gleichungen 


ay=—x,x? ee a 
möffen x, beſtimmt werden. Man * tige: Ar 
| Ku en »y + 3 > 
f Yi+a? — = 


fo daß es alfo jederzeit zwei Auflöfungen unferer Aufgabe — 
Will man die Abſciſſe des Durchſchnittspunktes der Beruͤhrenden 
mit der Abfeiffenare haben; fo muß man, wenn wir m. Ab⸗ 
ſciſſe durch z bezeichnen ‚ in der Gleichung” E 
xx 

x—=2, y=0 feßen. Dies giebt i 
RUE: F r? je 
Alfo, wenn wir für x feinen vorher gefundenen Ausdruck feßen: 

2% — 

* a 


* 


— 


ei Due 


— ee — 
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8. Ound C feyen die Mittelpunfte zweier beliebigen Kreife 
in einer. Ebene, deren Halbmeſſer wir durch r und. r bezeichnen 
wollen, Man foll den geometrifchen Ort aller der Punktéè finden, 


von denen ſich zwei gleiche beruͤhrende Linien an die beiden ger A 


gebenen Kreife ziehen laffen, fo daß nämlich die zwiſchen deu 
Berährungspunften und dem Durchſchnittspunkte ziveier einan- 
der entfprechenden Berührenden Tiegenden Stuͤcke derſelben jeder⸗ 


‚zeit. einander gleich ſind. 


Nan nehme CC als Are, C als Anfang der Abfeiffen eines 


A rechtwintligen Coordinatenſyſtems an, und bezeichne die Coor— 
dinaten des Durchſchnittspunktes A ziveier beliebigen "einander 


gleichen Berührenden, deren jede wir — t feßen wollen, in Be— 


‚zug auf diefes Syftem durch X, y, die Abfeiffe von C aber 
durch a. Die Entfernungen des Punktes A von den Mittelpunf- 
ten C und © der beiden gegebenen Kreife feyen p und pP; fo 


erhellet augenblicklich, die Nichtigkeit folgender Gleichung: 


p- ?=-p?’—- r?=t. 


Ferner ift auch 


pP — ?=p?— (a-ı)’=y’. 


Folglich 8 a t 
\ PP - Par r?,P por (a2); 
u, r? Tr? =x? — (ax)? 
o 
+ r? — r? 





Es iſt alfo x eine conftante Größe, d, 5b. der gefuchte geometri⸗ 


ſche Drt iſt eine auf der Linie CC! fenfrechte gerade Linie, deren 


- Entfernung von C durdy den obigen Werth von. x beſtimmt 
wird, Die, Entfernüng diefes Perpendifels von C if. — 


a? 4 r'2 bi r? 
. 2a 





a— x 


Das fo eben feiner Lage nach beſtimmte Perpendifel nennen 


franzöfifche Schriftftelfer die Radical-Are der beiden Kreiſe, 


indem wir es bier vorziehen, den franzöfifchen Ausdiud axe - 


radical beizubehalten, ohne eine Ueberſetzung deſſelben, wie 
z. d duch Wurzelare, Uraren. dgl., zu verfuchen, > 
Berühren die beiden Kreife einander, ſo Ka—=ırHtr, 
woraus man leicht x = r findet, d, h. die Radical = Are ziveier 
ſich berührenden Kreife ift ihre gemeinfchaftliche Beruͤhrende. 
Wenn zwei Kreife ſich fchneiden, fo_ift ihre gemeinfchaftliche 
Sehne ihre Radical? Are, Iſt naͤmlich BE die gemeinfchaftliche 


Sehne der beiden Kreife, und D der Ducchfchnittspunft derfelben 


mit der Gentrallinie CC’; fo. ift offenbar 
CD? = CE? DE = r? - D=r — (r? CD?) 
ver —- r?+CD’=r —r2?+(a—CD),, 


x 


I 
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woraus leicht | | 
a?+-r?—r’2 ;* BER 
2a —* 
folgt wie erfordert wird, wenn EE' die Radical⸗Axe der bei⸗ 
den Kreiſe ſeyn ſoll. 
9. Die Gleichung der Radicalaxe zweier — deren 
Gleichungen uͤberhaupt 
(x-a)”’ 6b*52 
(x—- a)? +(y-P)’ ** 
fi * „laͤßt ſich auf folgende Art finden. Iſt 
y=Ax+B 
die Gleichung der Gentrallinie der beiden Kreife; fo ift 
b=A+B,b=Aa+B; 


.cD= 





y—-bz=iA(x—a) a » 
olgli 
ci (b—b’)(x—a) — (a—a)(y—-b)=o 
die Gleichung der Eentrallinie. Die Radicalare ift auf der Cm 
trallinie ſenkrecht; folglich), wenn 
y=Ax+B 
die Gleichung der erſtern iſt: 





Alſo 

(.—a)x + 6 b’)y =(b— BB" 
die Gleichung der Radicalaxe, wo nun aber noch B beſtimmt 
werden muß. 

Um die Coordinaten des Durchſchnittspunktes der Radical—⸗ 
are und Eentrallinie zu finden, muß man x, y aus den — 
Gleichungen: 

(b—-b’)(x—a) — (a—a)(y—-b)=o, 
TE +(b-b)y=(b—b)B, 

(b—-b’)(x—a) — (a—a)(y-b)=o, 
(a—a’)(x—a) + (b—b’)(y—b) = (b—b’)B —ala—a)— ae Fe br) 
beftimmen. Dadurch erhält man: 

_ (a—a’)f(b—b’)B’ — ala—a’) — B(b— b’)l 

(a-a” + bb 
np — (bb) -b)B — ala —a) — b(b-bR 
P (a—a” + (hm) 


Folglich ift das Quadrat der Entfernung des Durchfinittöpunt 
te8 der Centrallinie und Nadicalare von dem ER des 
N der. beiden gegebenen Kreife 


oder 





x—- 3a 





DENT Dar N a 
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— ala—a)—bib-b)P 
J (a—a')? + (b—b')? 


* 





Nach (8.) if aber diefes Quadrat 


_ Kaza H(b-b)P + — 
. 4(a—a)’+(b—b)?} 
Dies giebt die Gleichung 
4l(b—b’)B’ — a (aa) — b (bb)? =Ma—a’)? Hb—b?+r?—r?}?, 
— wenn man die Quadratwurzel auf beiden Seiten aus⸗ 
eht: 

— b(b—-b))} ⸗*(a⸗a) — ———— 2}, 
Es ift nun bloß noch zu beftimmen, welches Zeichen man zu 
nehmen hat. Zu diefer Beſtimmung gelangt man auf folgende 
Art. Will. man die Abfeiffe des Durchſchnittspunktes der Nadis 
calare mit der Abfeiffenare finden ; fo muß man in der Gleichung 

(a—a)x + (b—b’)y = (b—b’)B’ 
der —— * 0 ſetzen, und x beſtimmen. Dies giebt: 
———— 


a—a 





— — 


Nimmt man die Centrallinie als Axe, den Mittelpunkt des erſten 
Kreiſes als Anfang der Abſciſſen, d. i. a — b 0, b03 
ſo muß nach (8.) dieſer Ausdruck in 
a’? En r? —— * ’2 
" 2a’ 
übergehen. Dies ift aber der Fall, wenn man 
2{(b—b’)B’ — a(a—a’) — b(b—b’)| = — [(a—a’)? +(b—b’)?-r?— r’?}, 








(b-b)B u 1 — ——— 
a—a v..a—a 2(a—a) 


feßt, wie fogleich erhellet. Man erhält alfo 
Fo a? +-b? — r?2 — (a? + b”? — r’2) ; 
2(b—b) 

Folglich ift die Gleichung der Radicalare 

(a—a)x + (b—b)y = za? + br? — (a? +b? —r?)}. 
Diefe Gleichung gilt für jedes Coordinatenfyftem. 

10, Die Radical» Aren dreier Kreife, zu je zweien verbun- 
den, ſchneiden fich jederzeit in einem Punkte, 

Seyen C, EC, CE" die Mittelpunfte der drei Kreife, er 





Duccfehnitepunft "der Kadical - Aren der * C, Cum C 


© fy A, und von A feyen an die nee ‚€ die gleichen 

Berihrenden AB, AB, an die Kreife C, "die gleichen Be⸗ 
rührenden AB, , AB" gezogen, fo daß er 
AB = AB’, AB, = AB” 

ift. Da aber AB’, AB, zwei von A an den Kreis C' gezoaeite 

Beruͤhrende ſind; fo ift nach befannten Elementarfäßen AB —=AB,, 


N 
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r) 


franzöfifchen Schriftftelleen das Nadical- Centrum (centre 


jederzeit ſechs unter einander gleiche Beruͤhre 
Kreift ziehen laſſen. a * 
fo ſchneiden ihre drei gemeinſchaftlichen Sehnen ſich 
einem Punkte (8.). 
Sind die Gleichungen der drei Kreifer 9 
ö N (x—a)? + (y—b 2—-r, „Is 
(x— a)? +(y-b)= rt, 
„az (ob) =.r"t 5. 
Wu ar be, ar ur PR 
die Duadrate der Entfernungen ihrer Mittelpunfte von dem An— 


ederzeit in 


Schneiden ſich alſo drei Kreiſe in einer Een nen 


ſo ſind 


fange der Coordinaten, Nimmt man nun das Nadical = Cen- 


radical) der drei Kreife C, C, €", —— N 
an diefe drei 


folglich) audy AB = AB”, fo daß alſo AB und AB" weil 
gleicye an die Kreife C und: C" gezogene DBerührende find, A| 
alfo ein Punkt der Nadical-Are der Kreiſe und CH if, woraus | 
fic) der zu beweifende Sag unmittelbar ergiebt, A beißt bei | 


— — 








trum der drei Kreiſe, von welchem ſich ſechs unter einander 
BR Berührende an bdiefelben ziehen laffen, als ‚Anfang Ders 


oordinaten anz fo ift offenbar 
„athb— ra?’ +? r?=at +b” —r", 


gelgtie find nach (9.), wenn man das Nadical- Centrum dreier 


reife als Anfang der Coordinaten annimmt, die Gleichungen ° 


der Nadicalaren des erſten und ziveiten, zweiten umd dritfen, 
erfien und dritten Kreiſes: | 5 ———— 
— (a—-a)x -(b<-b)y=o, 
("—a)x + (b-b)y=o, ee); 
(a”—a)x+(b"—b)yy=o. . x 


um C und C befchriebene Kugeln, und nehme an, daß A ein 
Punkt fey, von welchem zivei einander gleiche Berührende an die 


beiden Kugeln gezogen werden koͤnnen; fo laffen. fich offenbar um 


die beiden Kugeln zwei Kegelflächen. befchreiben, deren Spitzen 
in A Tiegen, und bei denen alle Seiten einander gleich find, 


Legt man nun durch A, C, C eine Ebene; fo find die Durch⸗ 


ſchnitte derfelben mit den beiden Kugeln zwei Kreife, in deren. 


Nadical-Are A liegt. Seen wir CU — a, und bezeichnen die 


Halbmeſſer der beiden Kugeln dur) x, vr’; fo find. die Entfer- 


nungen diefer Nadical- Are von C und C’ nad) (8.) zefpeekive 


a? "r? je 3 & r? . a? r’2 Ri r? 
z und — 








2a ‚2a 
Man schlicht hieraus Leicht, daß alle: Punkte, von welchen ſich 


zwei gleiche Beruͤhrende an zwei beliebige. Kugeln ziehen laſſen, 


44. Man denfe ſich jest zwei mie beliebigen Halbmeffern 


| 











* J 
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in einer auf deren Centrallinie fenfrechten Ebene liegen, deren 
Entfernung von den Mittelpunften der beiden Kugeln auf die 
obige Weife beſtimmt wird. Man nennt diefe Ebene die Radi- 
cal - Ebene der beiden Kugeln. 

Ehen fo leicht wie in (10.) Überzeuge man fi, daß die 
Kavical- Ebenen dreier Kugeln, deren Mittelpunfte O, CO, C 
find, fich jederzeit in einer geraden Linie ſchneiden, welche auf 
d  Gentralebene CC” fenfreht if, und die Nadical- Are 
£ drei Kugeln genannt wird, Die NRadical-Aren von vier zu 
dreien verbundenen Kugeln ſchneiden fich jederzeit in einem 










Punkte, welcher das Radical» Centrum. der vier Kugeln 


® 


eißt. 

Bon den. Eigenfchaften der Nadical- Aren laffen ſich manche 
intereffante Anwendungen machen. M.f. 3. B. eine Abhandlung 
von Sarrus über die Verzeihnung der Sonnenuhren in den 
Annales de Mathematiques. T. XVIL p. 257. 


12. Die vorhergehenden Säte führen auch zu größtentheilg 
ſehr eleganten Auflöfungen der Probleme über die Berührungen 
der Kreife unter einander und mit geraden Linien, worüber wir 
jest Einiges mittheilen wollen ,. indem wir weiterer Ausführung 
wegen auf einen frefflichen Auffaß von Plücker in den Anna- 
les de Mathematiques. T-XVUL p. 29. verweifen, 

Sey z. B. ein Kreis zu befchreiben , mweldyer durch zivei 
gegebene Punkte geht, und einen gegebenen Kreis berührt. 

Es iſt klar, daß die Aufgabe zwei Auflöfungen zuläßt, Wir 


haben alfo drei Kreife, von denen zwei, die zugleich beide den 
gegebenen Kreis berühren, durch die beiden gegebenen Punfte 


gehen. Die Radical » Aren diefer drei Kreife find alfo nad) (8.) 
die gerade Linie, welche durch die beiden gegebenen Punkte 
beſtimmt wird, und die beiden gemeinfchaftlicen Beruͤhrenden 
der fich berührenden Kreife. Diefe drei Radical - Aren fchnei= 
den ſich in ein em Punkte (10,), dem Radical »Ceutrum der 
drei Kreiſe. Denkt man ſich nun ftatt des einen der beiden durd) 
die zwei gegebenen Punkte gehenden und den gegebenen Kreis be> 
rührenden Kreiſe einen beliebigen Kreis gefeßt, welcher durch die 
beiden ‚gegebenen Punkte geht, und den gegebenen Kreis fchneidet ; 
fo ift das Radical - Centrum diefer drei Kreife der gemeinfchaft- 
liche Durdyfchnittspunft der durch die beiden gegebenen Punkte 
gehenden geraden Finie, der gemeinfchaftlichen Berührenden der 
beiden ſich berührenden Kreife, und der durch die beiden Durch- 
ſchnittspunkte der zwei ſich ſchneidenden Kreife beftimmten geraden 
Linie. Die Radical - Eentra beider Syfteme dreier Kreife fallen 
alfo offenbar in einen Punft zufammen, indem diefelben beide 
Mal durch den Durchſchnittspunkt der durdy die beiden gegebenen 
Punfte gehenden geraden Finie und der gemeinfchaftlichen Berüh- 
renden der zivei fich beruͤhrenden Kreife beflimmt werden. Man 
findet  folglicd) das Radicalı- Centrum. des erſten Syſtems ſehr 
Suppiem, zu Klügels Wörterb, I. D 
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feicht, wenn man einen durch die beiden gegebenen Punkte ge- 
henden Kreis befchreibt, welcher den gegebenen Kreis. fchmeidet, 
und die beiden auf diefe Weife erhaltenen Durchfchnittspumkte, fo 
wie die, beiden gegebenen Punkte, durch) gerade Linien: verbinder, 
indem dann der. Durchfchnittspunft diefer beiden ‚geraden Linien 
das gefuchte Radical » Centrum feyn wird.» Zieht man nun von 
demfelben an den gegebenen Kreis zwei Berührende, fo find Die 
Berührungspunfte derfelben mit dem gegebenen Kreiſe die Punkte, 
in welchen. leßterer von den gefuchten zwei Kreifen berührt wird. 
Man braucht. nun alfo bloß noch durch diefe beiden Punkte zwei 
Halbmefler des gegebenen Kreifes. zu ziehen, und auf die Linie, 
welche die beiden gegebenen Punkte mit einander verbindet, durch 
deren Mitte eine Senfrechte zu errichten; fo find die Durch- 
fchnittSpunfte derfelben mit den beiden vorher gezogenen Nadien des 
gegebenen Kreifes die Mittelpunfte der beiden gefuchten Kreife, 


13, Sey ferner ein Kreis zu befchreiben, welcher durch zwei 
gegebene Punkte geht, und eine gegebene gerade Linie berührt, 


Man denke ſich den gefuchten Kreis und durch die beiden 
gegebenen Punkte einen beliebigen Kreis befchrieben. Die gerade 
Linie, welche dur) die beiden gegebenen Punkte geht, iſt die Ra— 
dicale Are diefer beiden Kreife, welche befanntlidy die Eigenfchaft 
hat, daß die beiden Berührenden, welche ſich von jedem ihrer 
Punfte an die beiden Kreife ziehen laffen, einander ‚gleich find. 
Dies führt fogleich zu. folgender Auflöfung unferer Aufgabe. Durd) 
die beiden gegebenen Punkte beſchreibe man einen beliebigen Kreis, 
ziehe von dem Durchſchnittspunkte der die beiden gegebenen Punkte 
verbindenden geraden Linie mit der gegebenen Linie eine Beruͤhrende 
an denfelben, und fchneide deren Länge von dem in Rede fichen- 
den Durchſchnittspunkte aus auf beiden Seiten. deffelben auf der 
gegebenen geraden Linie ab; fo find die beiden auf diefe Weiſe 
‚erhaltenen Punkte die Berührungspunfte der gegebenen geraden 
Linie mit zwei Kreifen, die zugleich Durdy die beiden. ‚gegebenen 
Punkte gehen, woraus auch erhellet, daß die Aufgabe im Allge— 
meinen: zweier Auflöfungen fähig ift. © Sie ift nun auf die be= 
kannte Elementar = Aufgabe: durch drei gegebene Punkte einen 
Kreis zu befchreiben, zurückgeführt, und demnach als aufgelöft 
zu betrachten. | | 


14. Man denke ſich jeßt zwei beliebige. Kreife in einer 
Ebene, deren Halbmeffer x, x, die Mittelpunfte C, © ſeyn 
follen.. Von. den Mittelpunften aus kaun man ſich zwei ‚beliebige 
einander parallele Halbmeffer CA, CA gezogen denken, entwe— 
der. auf der einen Seite der Eentrallinie, oder, auf entgegenge- 
feßten Seiten derſelben. Man ziehe nun, die Linie AA , und be- 
jeichne deren, Durchſchnittspunkt, mit der Centrallinie durch) O. 


Man nehme jetzt die Centrällinie als Axe, den Mittelpunkt 
C des erſten der beiden gegebenen Kreiſe als Anfang der Abſciſſen 





trallinie liegen: 
Folglich 


’ 
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an, und bezeichne die Abſciſſen von CE und O reſpective durch a 


and x, Es iſt nun offenbar 


CA:CA=CO:CO. 
Folglich, wenn CA und CA’ auf einer Seite der Centrallinie 
liegen: 
9 CA:CA—- CX=C0:C0—- CO, 
vd er 


4 


ee ie 
d, wenn CA und CA’ auf entgegengefeßten Seiten der Een- 


CA:CA+ CA =CO:CO CO, 
vr kri=x:a. 


ar 
——— 
wo das obere Zeichen dem erſten, das untere dem zweiten Falle 
entſpricht. In beiden Fällen iſt x eine conſtante Größe, woraus 
man ſieht, daß ſowohl alle Linien, welche die Endpunkte zweier 
von den Mittelpunkten der beiden Kreiſe aus nach) einerlet Rich— 
tung hin liegender paralleler Halbmeſſer mit einander verbinden, 





’ 


‚fi in einem Punkte O, als auch alle Linien, welche die End— 


punffe ziveier von den Mittelpunften aus nad) entgegengefeßten 
Nichtungen hin liegender paralleler Halbmeffer mit, einander ver- 
binden, fi) in einem Bunfte O’ ver GEentrallinie der beiden 
Kreiſe fchneiden, Zugleich erhellet aus (5.), daß O und O’ die 
Durchſchnittspunkte der beiden aͤußern und der. beiden innern Be— 
rührenden der beiden gegebenen Kreife find, wenn fich überhaupt 
an die. beiden Kreife gemeinfchaftliche Berührende ziehen laſſen. 

Mit den meiften neuern Schriftftelleen follen die Punkte O 
und O die Aehnlichfeitspunfte.(Centres de similitude) 
der beiden gegebenen Kreife, und zwar O der äußere oder 
directe Aehnlichkeitspunkt (Centre de similitude di- 
recte), © der innere oder inverfe Aehnlichfeitspunft 
(Centre de similitude inverse) genannt werden, Diefe Punfte 
haben verfchiedene merkwuͤrdige Eigenfchaften, von denen jeßt 
einige beiviefen werden follen, 


15. Zuerft wollen wir die. Coordinaten der Aehnlichkeits— 
punkte in Bezug auf ein belichiges Coordinatenfyftem zu finden 
ſuchen. Zu dem Ende feyen 

(—-a? + (y-b’=r, 
(x— a)? + (y-b) = r” 
die Öleihungen zweier Kreife, und X, Y die Coordinaten ihrer 


Aecehnlichkeitspunkte. Die Gleichung der. Lentrallinie fey 


f y=Ax+tB;, 

fo iſt J * 

* b Aa 4B, bMa4 68 
82 
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| y-b=Alx-a), b-b=Ala-a);. | 


y—-h_ x-—a: ur 
b—-b T a—a’ ; ya 





oder 
Bin (a—a)(y—b)=(b-b’)(x—a) 
die Gleichung der Eentrallinie. Folglich au 
. (a—a)(Y—b)=(b—b)(X—a). 

Das Duadrat der Entfernung der Aehnlichkeitspunkte von dem 
Mittelpunkte des erſten Kreiſes iſt 

(X—a)? + (Y—b), 
(aa)? + (bb) 
das Duadrat der Entfernung der Mittelpunfte der ‚beiden Kreife 


von einander, d. i. 
‚= (a—a’)? + (b—b’): 


Ferner ift nad) (14.) 
’ (ta)? +. (7- a | 
(RICK ER re ) nn 


Dar 
\ folglich nad) * Obigen: 
er ron] nee)" 


fo wie 


N * 





—— —— ER a 
r.r r.r 
Es fragt ſich nun, ob man bier / indem man die Quadratwurzel 
auszieht, das Zeichen 4 oder — nehmen muß. Setzte man 
x—4 eg — Kl 
ER, 
fo erhielte man für a 0, d. i,, wenn man-den Mittelpunft 
des erſten Kreifes als Anfang der Abfeiffen rei 


ra’ 








x | mt Er ? 
da bach us (14,) für diefen Fall 
————— u 
rer Pi 


it. Man muß alfo die Quadratwurjel negativ nehmen. - Da⸗ | 
durch erhält man: 








a—a b—b’ el 
X-ıa=—ır ;,Y-b=-r Den. I 
r%r r+r i 

ra’ ra b’r'b If 

Kim e — ‚Y=! — n IE 

KR ist. 


Die obern Zeichen entfprechen dem directen, die undern dem in⸗ | 
verfen Aehnlichfeitspunfte, U 
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46, Für drei Kreife, wenn man. diefelben zu zweien mit 
einander verbindet, giebt es ſechs Aehnlichkeitspunkte, drei aͤußere 
oder directe, und drei innere oder inverſe. Sind 

ee (x—a)?+(y-b’=r, 
(x a)? + (y-bV’ =”, | 
(x— a”)? + (y—b’)? = r”? 
die Gleichungen der drei Kreiſe; fo find 


irefra va rb’ LT rb. 


BR 7 li 
r’a” E ra’ r'’b” J r’b’ 
= — —, VE — —; 
— rar 
—— — —— —— 
et TIER — 


die Coordinaten ihrer ſechs Aehnlichkeitspunkte, indem immer die 
obern Zeichen den directen, die untern den inverſen Aehnlichkeits— 
punkten entſprechen. Bezeichnet man die drei directen Aehnlich— 
keitsbunkte durch) A, A’, A”, die drei inverfen duch) A,, Ay, 
A,"; fo erhält man leicht für die durch A und A’ gehende ge— 
rade Linie die Gleichung; . 


va rb’—rb _ r(b’—b*")+r’ (b”—b)-+r” al = — 








r—r "r@a’— a’)+ria”—a)hr”(a—a ee 


tr 

Mill man die Gleichung der durdy A und A” gehenden geraden 
Linie finden, fo muß man.in vorftehender Gleichung in dem con 
ſtanten Coefftcienten auf der rechten Seite des Gleichheitszeicheng, 
wie leicht erbellen wird, r und r', b und b’, a und a gegen 
einander umtauſchen. Dadurch erleidet aber die vorhergehende 
Gleihung feine Veränderung, fo daß alfo die directen Aehnlich- - 
feitspunfte A, A’, A” jederzeit in einer geraden Linie liegen, 
womit man auch (6.) vergleichen Ffann. Ganz eben fo überzeugt 
man ſich, daß auch die drei Punfte A, A,', A,", fo wie A, 
A,, A,’ und A”, A,, A, ‚in einer geraden Linie Liegen. 
Die Gleichungen der drei geraden Linien AA, A,“, AA,A,", 
A’A,A, find: 














_b—rb _r(b—bN)+r(b”—b)—r’(b—b)f rara 
J r—r ° r(a—a’)+r(a”—a)—r’(a—a) r—r}’ 
7 r'b” — r”’b’ — r(b’—b”) + r’(b” —b) + r”(b EIN b’) r’a”—r”a’ 
r’ > 7 or (a’—a’) + r’ (a’—a) +r” (a — a’) — r’ Br r” ’ 
— r"arb” 
Sr —E r(@ —a’)— r(a’”—a)+r”(a—a)| er 


Die vier geraden Linien AA'A”, AA,'A,”", AA,A,", A"A,A,' 
heißen die Aehnlichkeitslinien oder Aehnlichkeitsaxen 
der drei gegebenen Kreiſe, und zwar die erfie die directe Aehn— 
lichkeits axe (Axe de similitude directe), die drei-leßten die 
inverfenAchnlichfeitsaren (Axes de similitude inverse). 
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17. Aendern ſich die Halbmeſſer der drei in (16, Retrach⸗ 
teten Kreiſe, indem die Lage der Mittelpunkte ungeaͤndert bleibt, 
um die beliebige. pofitive oder negative Größe E5 fo werden die 
Öleichungen diefer Kreiſe: 

(x—a)? + (gb)? =(r+e), 

(x—a)? + (y-b)’=(r+e) , 

(x—-a’)” + GP’? = ere) - 
Die Gleichungen der, Radicalaren des erſten und zweiten, zweiten 
und dritten, erſten und dritten Kreiſes find nach (9.): 
(a— a )x +(b—b)y=4ta? +b? — (r+9)?— (ab? — (r'4992)}, 
(—a”)x-+(b’ —b")y=4la'?+b"? — (r +0)? —(a?+b"? 492}, 


"x 


(a—a)x+(b" by=Hlahr lab ehod. 


Nimmt man aber das Radical - ⸗ Centrum der drei primitiven 
Kreiſe, deren Halbmeffer r, r', x find, als — der —— 
ſciſſen an; fo iſt nach (10.) 1 

er! a®-+b?—r? = a’? Abt) ara br * 
Unter dieſer Vorausſetzung werden die vorhergehenden Steigen; 4 


(a-a)x + (b-b)y+(r-r)e=o, 
@—a xt Ny+e—Ne=o, 
@—a)x + b’—b)yt@'—r)e=o. 


Pultiplicie man dieſe Gleichungen nach der Reihe mit x", v, r', 
und addirt fie zu. —2 ſo verfeytwindet E, und man. erhält 
die Gleichung: 
Irla'-a”) +r(a"-a) +r(a-a))x+ \e(h’ -b")-£r’(b”- -b)Hr”(b-b’)}y=o. 
Dies iſt eine lineare Gleichung zwiſchen zwei veraͤnderlichen Größen, 
alſo die Gleichung einer geraden Linie. Man ſchließt daher aus 
dem Vorhergehenden, daß die Radical=Eentra. aller 
Syfteme dreier. Kreife, welche mam erhält, wenn 
man die Halbmeffer dreier gegebenen Kreife, ohne 
die Lage der Mittelpunfte zu ändern, fid) um belie— 
bige, aber gleihe, Größen verändern läßt, jeden | 
zeit in einer der Lage nad) völlig beſtimmten geras _ 
den Linie liegen, , 
— man die Gleichung 
——— ei) 
IT) 
der in Rede ſtehenden geraden Linie mit der in (16,) gefundenen 
Gleichung der directen Aehnlichkeitsaxe der drei gegebenen Kreife ; 
. fo. erbellet augenblicklich , daß diefe beiden: Linien auf einander 
fenfrecht find, die erftere folglich Teiche gefunden ‚werden Tann, 
wenn man von dem Nadical- Centrum der Drei ge ebenen Kreiſe 
auf ihre directe Uehnlichkeitsare ein Perpendikel fällt 


Ließe man die Halbmeffer fich ebenfalls um gleiche Größen 
verändern, aber. theils wachfen, theils abnehmen, fo würde alles 











———— 
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Vorhergehende,‘ wie leicht erhellet, noch feine ——— behal⸗ 
fen; nur wuͤrde die in Rede ſtehende gerade Linie hicht mehr auf 
der direeten Achnlicykeitsare der ‚drei: gegebenen Kreife, fondern 
auf einer ihrer inverfen Aehnlichkeitsaren fenkrecht. feyn. Die 
Ausführung des Beweiſes hat nach dem Dbigen feine Schwie⸗ 
rigfeit. E 
e Noch ift zu bemerken, daß man, wie aus dem Obigen eben⸗ 


falls leicht — —— wird, für I, —— ‚fowohl 7—@, 


ro, gr als aud) E—T, E—r, e—r" fegen kann. 
18. Die Gleichungen zweier Kreife,. deren Centrallinie wir 


als Are der x annehmen wollen, feyen 


(x-a) - y2 =r,, 
(x-a)”’+y?=r?. 
Nimmt man die Nadical-Are der beiden Kreife ald Are der y 


anz fo ift, wie leicht erhellet, 


a — r?=a2 — r? 

Die Steigung eines dritten Kreifes fey 

(x—-A” +y-B)’=R. 
Die Duadrate der Entfernungen des Mittelpunktes diefes Kreifes 
von den Mittelpunften der beiden erſten Kreife find 

(A—a)?: + B? und (A—a’)2 + B?, 

Beruͤhrt nun der dritte Kreis die beiden erften auf diefelbe Art; 
fo if, wie fogleich erhellet: 

(A—a)? +B?=(Rt+tr), 

(A— a)? $B?=(Rt+r); | 
folglich, wenn man die erfte Gleichung von der zweiten fubtrahirt: 

 2a—a)A-—a? ta? = 4 2(r-r)B-r? +r?, 


4* d. 9 weil a?—r? — a?—r2 ift: 


(a—a)A=J,(r—r)R. 
Beruͤhrt der dritte Kreis die beiden erften auf entgegengeſetzte 


Weiſe; ſo it 
A—-a)”? +B:=(R+r), 


(A—a)? 4 Ba = (Rir) ; 

folglich durch Subtraction: 

Mare )A-a2?- ad? =% 2(r-hr)R—r +r?, 
(a—a)A=5(r+r)R. 

Denken wir und num einen vierten Kreis, deffen Gleichung 
(x—-A) + (y-B)”=R? 

if. Werden die beiden erften Kreife von den beiden legten auf 

gleiche Art berührt; fo hat man: 

(a—-a)A=F(r—r)R oder (a—a’ —3* =#(r+r)R, 


und reſpective 


(a —- a ) A F (-x) R oder (a—a ja =&(r+r)R. 
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Werden aber die beiden erften Kreife von den‘ beiden letzten auf 
entgegengefeßte Arten berührt; fo hat manı Ki 
(a—-a)A=F(r—r)R vor (a-—a)A= F.(+r)R, 
und -refpective \ 9 
(a-a)A=+(r—r)R ober (a—a)A=+(r+r)R 
Im erften Falle ift alfo 


‚A A ? ’ RA’—RA 4 A 
Kön, RAR, Dame j 


nF 


dagegen im zweiten 





A u... 
R — — BR’ RA +RA=o, R+R — [} 5 


— ergiebt ſich nun mittelſt (15.) augenblicklich folgender 
atz: 


Wenn zwei Kreiſe von zwei andern auf gleiche 
oder entgegengeſetzte Arten berührt werden; fo 
liegt im erſten Falle der directe, im zweiten der in- 
verfe Uehnlihfeitspunft der zwei legten Kreife in 
der Nadicals Are ver beiden erften. 


Daf umgefeprt auc) immer einer der beiden 
Uchnlichfeitspunfte der zwei erſten Kreife in der 
Radical-Are der beiden leßten liegen wird, verſteht 
fih von ſelbſt. ; 

Hieraus ergiebt fih) nun - unmittelbar auch das Folgende 
merfiwürdige Theorem: 

Wenn zwei Kreife drei andere auf gleiche oder 
entgegengefeßte Arten berühren, fo fällt immer im 
erften Falle der directe, im zweiten der inverfe 
Aehnlichfeitspunft der beiden erften Kreife mit dem 
Radical- Centrum der drei legten Kreife zuſammen 


19. Seyen jeßt (C), (C), (C") vrei beliebige Kreiſe. 


Diefe drei Kreife Finnen üßerhaupt von acht andern Kreifen be— 
rührt werden, welche wir durch | 
aaa, aai, ala, aii; 

iii,iia,iai,iaa 
bezeichnen wollen, fo daß nämlich z. B. aia einen Kreis bezeich- 
net, welcher den Kreis (CO) außerhalb, den Kreis (U) inner- 
halb, den Kreis (0) außerhalb berührt, Eben fo bezeichnet 
iii einen Kreis, welcher alle drei gegebene Kreife innerhalb be- 
rührt.  Bezeichnen wir nun wieder die directen und inverſen 
Aehnlichkeitspunfte der. drei gegebenen Kreife (CO), (CE), (EC) 
duch A, A’, A" und A,, A,', A,"; fo läßt fi) Solgendes 
Schließen. Je zwei der Kreife (CO), (CE), (EC) berühren die 
beiden Kreife aaa und iii auf einerlet Art; alfo liegen nad) (18,) 
die drei directen Wehnlichfeitspunfte. der drei erften Kreife in der 
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Radical Are der beiden letzten Kreife, d. i. die Aehnlichkeitsaxe 
AA'A" it die Radical-Axe der Kreife aaa und iii. Die Kreife 
(©), (CE) berühren die Kreife aai und iia auf einerlei Weife, 
die Kreife (CO), (C’) dagegen, fo wie auch die Kreife (0), 
(CE) berühren die Kreife aai, iia auf, entgegengefeßte Arten. 
Folglich ift die Achnlichkeitsare AA, A, die Radical-Axe der 
Kreife aai und jia, Die Kreife (C), (0) berühren die Kreife 
aia umd iai auf einerfei Art, die Kreife (CO), (O) und (C), 
(EC) dagegen diefelben Kreife, auf verſchiedene Arten, Es iſt 
alfo nach (18.) die Aehnlichkeitsare AA,A, die Nadical- Are 
der Kreife aia und iai. Die Kreife (0), (O”) berühren die 
Kreiſe aii, iaa auf einerlei Art, die Kreife (C), (GC) um (C), 
(EC) dagegen auf entgegengefeßte Art. Folglich ift die Achn- 
lichkeitsaxre A"A,A,' die Radical-Are von aii und iaa, Hier— 
aus ergiebt ſich der folgende überaus merkwürdige von Monge 
gefundene Satz: 

Wenn drei Kreife (C), (C), (CO), deren Aehn— 
lihfeitsaren AA'A”’, AA, A", AA,A,”, A’A,A, find, 
vonden acht Kreifen ! | 

aaa, aai, ala, ail; 

— iii, iia, iai, laa 
beruͤhrt werden; ſo ſind die Aehnlichkeitsaxen 

—— 

reſpective die Radical-Axen der Kreiſe 

aga, Dis. 

aai, ia; 

ala, iai; 

N aii, iaa. . 
Nach (18,) ift ferner das Radical» Centrum der drei gegebenen 
Kreife (C), (EC), (CE) jederzeit ein Aehnlicykeitspunft der 
Kreife 7 
aaa, ii; 

aai, iia; 
aia, iai; 
ail, iaa. - 
Die Achnlichfeitspunfte Tiegen jederzeit in der Eentrallinie der 
beiden Kreife, welchen fie entfprechen, und die Radical - Are ift 
auf der Centrallinie ſenkrecht. Man erhält folglich die 
Centrallinien der vier Paare 
t aaa, li; 

aai, iia; 

aia, iaiz 

aii, jaa 
der acht die drei Kreife (CO), (EC), (EC) berührenvden 
Kreife, wenn man das Radical» Centrum und die 
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Aehnlichkeitsaxen der drei gegebenen Kreiſe ſucht, 


und von dem Radical-Centrum auf die vier Aehn— 
lichkeits axen Perpendikel fällt. Auch dieſer Satz ift 
einer der merkwuͤrdigſten Saͤtze der Geometrie. — 
20. Man denke ſich jetzt von einem beliebigen Punkte, 
deſſen Coordinaten x’, y' feyen, an einen Kreis zwei Beruͤhrende 
gezogen, Nehmen wir nun den Mittelpunkt des Kreifes als An- 


fang der Coordinaten an, und bezeichnen den Halbmeſſer des 


Kreifes durch x, ‚die Coordinaten der Berührungspunfte durch 
%yr Yız fo iſt nach (4): — 














r6 
> A — * 
x4 
6 
« Jyı = x2 + y” ” 
Iſt nun ferner 
y=Ax+B; 


die Gleihung der durch die beiden Berührungspunkte gehenden: 


geraden Linie; fo iſt 




















x2.+-y'2  xX2+y'2 Hi; 
Eye) _ ey, 
woraus ſich leicht | 
x 3 
A, = 07.3 B, * y 
ergiebt, fo daß alfo 
+5 
= — X . 
y 


die Gleichung der im Rede ſtehenden geraden Linie iſt. 


Denkt man ſich nun von beliebig vielen in ein er geraden 
Linie liegenden Punkten, deren Coordinaten 


er vr „oem re 
? 


X, yıX,ysxX,y 3K 3 YJ zer. : 
feyn mögen, zivei Berührende an den Kreis gezogen, und je zwei 
einander entfprechende Berührungspunfte durch eine gerade Linie 
verbunden; fo find die Gleichungen diefer geraden Linien; 


x r? 


—— *x 4— 2 
* —— 

* * 
y-* #3 
—— y 

in n 1; 
2 +3 
Y — — mx 4 9 
y % 
vn 
= r? 
y — og mat yon 2 


1 790 Pk Pac | Pu 9 A 


— — — — 
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SHieraus erhaͤlt man für die, Eoordinaten der. Durchſchnittspunkte 
der erſten  diefer Linien mit allen folgenden Teiche nachftehende 


Ausdrücder } 
» erh r(y—y”) r2(x—x”) 
x N 7 ER 27,03 U "E TART FD 
xy — yx xy" — yx 
r? (Y—y”) Jar r? (X —x”) 4‘ 
2.98 xy  yx —— x ya? 
x "si r?(y—y”) r?(x x. R 
— — 2 2 ã "3 
4 xy Hy: 
N: utf uff 
Iſt nun 
y=axH+tP 


die Gleichung der geraden Linie, in welcher ſaͤmmtliche Punkte 
liegen, von denen die, Berührenden ansgezogen werden; fo iſt 


y — ax + 6 y" — ax 4 4 3 
y-y =e(Xx—x'); 
xy" —yx = ß (X —x’) - 


folglich 


vi er? 


- r? 
de Ar ee a 
Ganz eben fo findet man 


2 

Ku == hen. 
; IN 112120 ae 
= ad at Ph U ed A 


Dies führt auf den folgenden merkwuͤrdigen Lehrfaß: 

Wenn die Scheitel mehrerer Winfel, in beliebi- 
ger Anzahl, deren Schenkel einen gegebenen Kreis 
berühren, in einer geraden Linie liegen; fo ſchnei— 
den ſich alle, zwei einander entfprehende Beruͤh— 
rungspunfte mit einander Herbindende, Schnen in 
einem Punkte, welcher der Pol der geraden Linie, in wel— 
der die Scheitel ſaͤmmtlicher um den Kreis befchriebenen Winfel 
liegen, in Bezug auf diefen Kreis genannt wird. Die in Rede 
ftehende gerade Finie heißt in Bezug auf ihren Pol als folchen 
bei franzoͤſiſchen Schriftftelleen la polaire diefes Punftes, 
Daß ſich der vorhergehende Sat aud) umkehren läßt, er— 
belfet leicht.  - 

Der Pol einer Berührenden «eines Kreifes iſt offenbar ihr 
Beruͤhrungspunkt mit dem Kreife, 


21. 8 fey die Spiße eines Winfels , deifen ‚Schenkel einen 
um C befchriebenen Kreis in den Punkten Prund @ berühren. 

P und @ faun man als die Scheitel ziveier um den Kreis be— 
fchriebenen Winkel von 180° betrachten, welcye, fo wie die ihre 
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Berährungspunfte verbindenden Sehnen mit den Berührenden SP 
und SQ als zufammenfallend zu betrachten find. Hieraus er= 
hellet auf der Stelle, daß I der Pol der. Linie PQ il. Denkt 
man ſich nun CS, weldye PQ in S halbirt, und durch S eine 
Parallele mit PQ gezogen; fo liegt der Pol diefer Parallele offen- 
bar in PQ (20.). Derfelbe liegt aber auch in SC, weil zwei 
durch die beiden Punfte, in denen SC den Kreis fchneidet, an 
denfelben gezogene Berührende der durch S mit PQ parallel ge- 
zogenen Linie parallel, folglich als diefelbe, fo wie fich felbft, in 
einer unendlichen Entfernung fehneidend zu betrachten find. Der 
Bol der durch S mit PQ gezogenen Parallele ift alfo der oben 
durch S’ bezeichnete Punkt, d. h. der Mittelpunft von PQ. 


Mittelft diefes Satzes kann fehr Teiche in. jedem- Falle der 
Pol einer gegebenen geraden Linie in Bezug auf einen. ‚gegebenen 
Kreis, deffen Mittelpunkt C fey, gefunden werden. Beruͤhrt die 
gegebene gerade Linie den gegebenen Kreis, fo ift der Berührungs- 
punfe der gefuchte Pol. Schneidet die gegebene gerade Linie den 
gegebenen Kreis in den Punften P-und @, fo ziehe man durd) 
P und @ zwei Berührende an den gegebenen Kreis, deren Durch- 
ſchnittspunkt S der gefuchte Pol feyn wird. Schneide die — 
bene gerade Linie den Kreis nicht, ſo faͤlle man von dem Mit— 
telpunkte C auf dieſelbe das Perpendikel CI, ziehe von S an 
den gegebenen Kreis die beiden Berührenden SP, S@, und ziehe 
PQ; fo ift der Durchfchnittspunft von PR und-CS der gefuchte 
Bol. Wie man zu einem gegebenen Punkte feine Polare finden 
fann, erhellet eben fo leicht. - } 

22. Mittelft der vorhergehenden Site fann man nun zu 


einer Conftruction der acht Kreiſe, welche drei gegebene Kreiſe 
berühren, gelangen. Indeß iſt es nöthig, noch die folgenden 


Bemerkungen vorauszufchiefen. Wir wollen fegen, daß in Fig. 2. 
die Kreife (ec), (e') beide von dem Kreife (C) auf belichige 


Art berührt werden: fo ift Cp=Cp', und, ivenn man pp zieht, 
Z Cop = £ Cp'p. Aber, wenn man c'q zieht, Z Cpp 


— Legp. Mlo £Cpp = L egp. Folglich find die 


U 


Halbmeffer cp, © q einander parallel, und die Finie pp gebt 
demnach durch einen der beiden Nehnlicyfeitspunfte der Kreiſe 
(e), (€). Daß ſich daſſelbe für jede andere Art der Berührung, 
alg die in der Figur dargeftellte, eben fo leicht beieifen läßt, 
fällt in die Augen. Zugleich erhellet leicht, daß pp durch den 
directen oder. inverfen Aehnlichkeitspunft der Kreife (e) und (€) 
geht, jenachdem diefelben den Kreis (C) auf einerlei Weiſe, oder 
auf entgegengefeßte, Arten berühren. Denken wir ung nun ferner 
durch p und p’ die gemeinfchaftlichen Berührenden ps, Ps 9450- 
gen; fo ift offenbar ps = ps. Alſo liege s im ber Nadical- 
Are der Kreife (ec) und (E) (8) Demnach find aus dem 


Punkte s der Nadical-Are von (ec) und (ec) an den Kreis 63: 


die beiden Beruͤhrenden sp, sp’ gezogen. ' Folglich geht pp durch 











den Kreis (C). 


® 
4 
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den Vol der Radical Are der Kreife (ce), (ce) in Bezug auf 


23, Seyen num die drei Kreiſe (C), (EC), (C') gegeben. 
Um die acht Kreife zu finden, von denen diefelben berührt wer- 


den, verzeichue man ihre vier YAehnlichkeitsaren 


— RAA,GCTH, 
und ihr Radical⸗Centrum, welches durch R bezeichnet werden 
mas. Die Are AA,A.“ iſt nach (19.) die Radical - Are der 
in (19.) durch aia, iai bezeichneten Kreiſe. Nach (18.) it R 
ein Hehnlichfeitspunft diefer beiden Kreife, und zwar in diefem 
Falle der inverfe Achnlichkeitspunft. Um nun z. B. die Berüh-- 
fungspunfte p, p“ der beiden Kreife aia, iai — Kreiſe 
G) zu finden, bedenke man, daß mac) (22.) die £inie pp 
durch) R, und durdy den Pol von ATA,A," in Bezug auf den 
Kreis (C) geht. Sucht man num diefen Pol nad) (21.), fo 
fann man, da R befannt iſt, auch leicht die Linie pp , folglich 
auch die gefuchten Berührungspunfte p und p finden, in denen 
der Kreis (C') von der Linie pp gefchuitten wird. Hieraus er- 


giebt ſich nun unmittelbar folgende Conftruction der acht Kreife, 


welche drei gegebene Kreife berühren: 


Man fuche: das NRadical- Centrum R der. drei gegebenen 
Kreife (C), (CE), (EC), ihre vier Aehnlicyfeitsaren, und die . 
zwölf Pole diefer vier Aren in Bezug auf die drei gegebenen 
Kreife. Zieht man nun nad) diefen Polen von dem Nadical- 
Gentrum R gerade Linien, fo beftimmen die Durchfchnittspunfte 
diefer geraden Linien mit den gegebenen Kreifen die vier und zivan= 
ig Punkte, in denen die drei gegebenen Kreife von ihren acht 

erührungsfreifen berührt werden, und die Aufgabe ift aljo hier- 
durch auf die befannte Elementar- Aufgabe: durch drei gegebene 
Punkte einen Kreis zu_befchreiben, zurückgeführt. Wie man die 


vier und zivanzig Berührungspunfte zu dreien, weldye in eimem 


Berührungskreife liegen, verbinden muß, wird fich mittelft des 
Dbigen immer leicht beurtheilen laſſen. 


Mehrere andere Eonftructionen theilt u. A. Pluͤcker a. a. 
D, mit, Auch f. m, Annales de Math. T. VII. p. 289. 


- T. XL p. 318. T. XVH. p. 309. Crelles Journal B. 1. 


7 


S. 161. F. Zu unferm Zwecke mag das Obige hinreichen. Die 


Modificationen, welche die obige Conftruction erleiden muß, wenn 


man für einen oder zwei der drei gegebenen Kreiſe Punfte oder 


gerade Linien feßt, bieten fich ohne große Scywierigfeit dar, Wei- 


tere Auseinanderfegungen geflattet hier der Raum nicht. 


As 


24. Um noch eine Aufgabe mitzutheilen, bei welcher die 
Anwendung des trigonometrifchen Calculs vorzüglich bequem ift, 


- wählen wir die folgende nach dem Italiaͤner Malfatti benannte 


Aufgabe: 
In ein gegebenes Dreieck drei Kreife fo zu befchreiben, das 


3 
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jeder derfelben die beiden andern und zwei Seiten des Dreiecks 


berühre. 3 
Das gegebene Dreieck fey ABC (Fig. 3.); feine drei Win- 
kel feyen &, 6, Y, und a, b, o die denfelben gegenüberftehenden 
Seiten, Die Mittelpunfte der drei gefuchten Kreife ſeyen A’, 
B', C,, und x, y, z ihre Halbmeffer, Die Linien AA’, BB’, 
CC Halbiren offenbar die Winkel des gegebenen Dreiecks, und 


ſchneiden ſich demnach in einem Punkte O, welcher der Mittel. 


punkt des. in. das gegebene Dreieck befchriebenen Kreifes ift, deffen 
Halbmefler wir durdy o bezeichnen. wollen. Es erhelfet nun fehr 
leicht die Nichtigkeit folgender Ausdrüce: 2 
‘Aa’ = xcotia, Ce” = zcotty; — 
dac=ylAC?—Aad—Cc’’} =Y}&+2? —-ak—z?} = 2yx. 
Aber, wie ebenfalls fogleich erhellet: | 
| Ad =b= gcot3ae + gcotly. 
Folglich 


\ 


xcot!a + zcot4y + 2Yxz = e(cot4e-+cotiy) , 


oder, wenn wir der Kürze wegen o—=1 feßen, zugleich mit ge— 


höriger Vertaufchung der Buchttaben: 
xcot}« + ycot4ß + 2Yxy = cotia + ootıp = e';5; 
yeottß + zcot!y +2 Y'yz = cot!ß + eotzyy=a, 
zcotiy + xcoti« + 2Yıx = cot!y + cola weh; 


Aus diefen drei Gleichungen müffen die Halbmeffer x, y, z ge= 


funden werden, Die Linien 
Aa’ = xcotia, Bb’ = ycot1f, Ge’ = zeot4y. 


ergeben fich dann ebenfalls Teicht. Durch diefe Pinien und die 


Halbmeſſer ift aber Lage und Größe der gefuchten Kreife vollſtaͤn⸗ 


dig beftimmt. Aus den drei Hauptgleichungen ergiebt ſich; 
xcot4e + ycot4ß +2Yxy _ cotie+ cotiß 











cot4e cot1ß — 1 . eot3a cot4ß— 1°’ 
ycot1ß $ zcot4y' 4 2Yyz _ cot4ß.-F cotiy 
cot4ß cotiy — 1 = ,eot4iß,cotly—l ’ 
zcotly-} xcotia + 2Yıx .  eotly + coti« 
eot4y cot4ie — 1 " eot4y cotta—1" 


Aber (Goniometrie, 57.) : | | | 
cot}ja 4 cotzß 4 cot3y = cot3a cotiß cotiy. 
Alfo v4 ; 


cott« + cot1Pf 








cot!3y = — — — 
27T 
cot⸗ cot⸗ 
cotje = + 24 ; 
cot4ß cot4y — 1". 
cott cot⸗ 
Boris y + cot3« 


cot4y cot!a — 1. © 
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Ferner ift auch 


cot 3a cot!P — 1 * Au nk * — 
sinte sin}# sinde sin4f 
costi(#+y) 2  sinte 
sinaß siny  Ssiniß siniy 
cos3(y+e) _ sin 46 


sin!ysinte  sinty sinia " 








Sept 4ß cot$ 4y—1= 





cot!y cot}« —1= 


Folglich 








 xcosla sin1ß + ysinie cos1ß + 2sinla sin1ßYxy — 
$ 57 FEAR 
yeosz siniy + zsin4ß cosiy + 2sin}ß sintyYyz _ 
—— = cotiia, 


ze0s3y sinia -H xsinty cost«e + 2sinie sin!yYzx | 
sin4ß we 





oder 
xcoste sin!ß + ysin!« cos!ß + -2sinie siniA/xy = cosiy,, 
ycos4ß sin!y + zsini® cosiy + 2sin1ß siniyY'yz = cosi« , 
2 cos 37, sin ie. + xsin}y cosg3e + 2sint«e sinty Yıx = c0s 22% 
Alſo, wenn man dividirt: 
xcos!a + ysint« cot1ß + 2sinta/xy _ cosiy 
ysindy cot4ß 4 zcosiy + 2sintyY'yz — c0s4a ? 
zcosiy + xsiniy cot!« + 2siniyYax _ 00848 
xsiniß coti« + ycos4ß + 2sin}ß Yxy . cosiy.’ 


ycosiß +4 zsinß coti 1y + 2siniß Yyz * cos Ze 
zsin&@ cot}y 4 xcosie + 2sinteVzx C0s3ß ; 


Nun ift ‚aber 











sinte sin!y = siniy sinie , 
sin4y sinyß = sin4ß sinäy , 
sin4ß sint« = sinta sin4ß ; 
oder, weil de + 38 + 39 = Wr if: 
sine cos4(e}+ß) = sin!y cost(y-+B) ; 
sindy cost(y+e) = sin4ß cos4($?-Fe) , 
sin4# cosi(#-+y) = sinia cos$(a+4y);5 
sinte cosia cos 48 — sinta sinte sin4ß 
= siniy cosiy cos}ß — siniy sindy sinıß', 
siniy cosiy cosie— sin!y-siniy sinie. 
= sin4ß cos4ß cosi«a — sin}ß sin4ß sinie , 
siniß cos1ß cosiy — sin4ß sin4ß siniy 
= singe’ cosie cosiy — sinfa sine sin!y; 
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costß (singe cos$e—siniy cos!y) = sin 4ß(sinla? —sind4y?) 5‘ 
cost« (sindy costy—sin}ß cos}f) = sinde (sin}y?—siniß?) , 
costy(sintß cos}? —sin}a cost«) = sin!y(sin4ß? —sinie?) ; 
cot1ß(sinie cosie—sinty cosiy) = sinia®—siniy? 5, 
cotia(sinty cosiy--sintß cos4ß) = siniy? — sinip? , 
cot 1 (sinißcos4P — sine cos}«) = sin4ß?—sinde? . 
Dies berückfichtigend erhält man, wenn man auf beiden Seiten 
der oben gefundenen Gleichungen mit 
cos4z costiy cos4ß 
costy ’ cos1ß”’ cos!« 


multiplicirt, und die Zähler und Nenner der dadurch hervorge⸗ 
henden Bruͤche einander gleich ſetzt, ſehr leicht die Gleichungen: 


‚ xcosie? 4ysin Ja 4 2sin}e 005 5a Yxy ö 
= ysiniy? + zcosiy’ + —— ————— 
zcosiy? 4 xsin 4 + 2sin!y cos 1,Yıx 
= xsiniß? 4 ycos1f? + 2ein 46 cos iarg 
yc0s4ß2 + zsin}ß? + 2sin1ß cos4AYyz 
= zsint«? + xcos4e? + 2sin!e oa; 2 
oder ‚, wenn man je6t auf beiden Seiten bie uadratwurjeln 
auszieht: 
costeYx + sivteyy=sinyYy+ eos3yYYz , 
cost#yYy + sin! yYyz =sinieyz + costayx ” 
cos;YYz + sin4yyYx = sintßyYx + cosißYy » 


Addirt man jetzt die erſte und dritte, die exſte und zweite, die 
zweite und dritte diefer Gleichungen zu einander; fo erhält man: 
(cosia-+sin!iy)Yx + sinteYy = sin4ß Yx + (cos iß+sinty)Yys 
(cos1ß+sin4e)Yyy+ snisyz = sinäyYy+ (cosy+sinje)fz, 
(costy+ sind) Yz + sin!yyx = sinlayz + (cos4e+sinzpß)Yx5 
oder | | 
(cosfe-+-siniy— sin1ß)Yx = (cos!ß+siniy—sinie)Yy ; 
(cos4ß-+sinte—siniy)Yy = (cosiy+sinie—sintß)Yz , 
(costy+sin4ß—sinie)yz = (cos4e+sinyß—sin}y)YX » 


Iſt aber überhaupt 





A+-B-+C= 180°; 
fo iſt 4 > 
BEER ıC= sin (B-EO)F iin Bein fG 
= sin4B(14-c0s3G) — sin 3C (1- cos$B) 
= 2sin4B cos4C? — 2sin4G sin 
= 4sin4B cos4G cos4(B+C). 


A 
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| cos4ß eoss(y+P)Yx = cosja cosi(y+a)Yy, 
cos4y cos4(a+y)Yy = cosiß cos4(a+f)Yz , 
coe do BR CREDIT" = er eos4(f+r)Y% ; 
oder 
f cos }r-+B) cos vor 
og IR a Yy» 
eos3(@a+y),. __ eos3(e+P) 
— Yy =, : e084y Y2» 
cos4(£-+a)_.  __ cos4(ß+y) 
— re 7 0084@ , 1: 


Es if aber ——* 
cos4(A-+-B) _ cos(45°—4C) 


BT Te TERN 





Alſo 
(1-Htangie)Yx = (1+tangiP)Yy > 
(Ad-ftangs£)yYy = (1-Htangiy)Yz , 
(1+tangiy)yYz = (1+tangje)Yx; 
oder, Wenn wir der Kürze wegen | 
tangja = p, tangip = g, tagymr 


ſetzen: 
(1+p)Yx=(1+g)Yy ; 
(+g)Yy=(1+r)Yz, 
* (A+r)Yz = (14P)Y%; 


dei. 
(i+p)Yx = (1+gq)Yy = (14m). 
Um nun x zu finden, haben wir nach dem Obigen die Gleichung 
xeotia + ycot41ß +2Yxy = cot4e + cotiß. 
‚ Aber 
1 


„(i4P\ +p 
a5 —6 57* 
Folglich 
—J—— (2) nr ES (FE) = cotia - cotjß.. 
Aber. nach bekannten goniometriſchen Formeln: 
1—tangie? _ 1—p? 





— A mp 

11tang ip? — 

Ben Tag 
(pta)(i—pg), 





cot! t2 = 
1a 4 co aß 2pq 


Sept man dies if die obige Öfeichung, ſo man 
einigen leichten Reductionen: 
Supplem, zu- Klügels Woͤrterb. I. C 


— 
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fpd+pDAd- +44 +DA—p)+Apgi= ED Gen —E 


—DD , 


353*4æ441 * 
+ pl ir): " 








Aber 
tang l@« -tang iP 
er er — a 4ß = tang (40-448) 
sin (45° —4y) 
cos (45° —4y) 
wo cosiy— sin iy _ _ 2cosiy Gb Bi 
— cos4y + sindy F cosiy+siniy 5 5 
1+ a 2cos4y 2 —— 
1—pg  cosiy+siniy A+tangiy 
Folglich, zugleicdy mit gehöriger Vertaufchung der Buchftaben: 
_ (d+g)(i+r) _ (1 +tang$P)(1 +tangiy) 





= tang (45° —y) = 























| 2(1+p) 
yo (AFP) he)  (iHtamgta)ld Hiangiy) 
a TE 31977 Ba 2(i1+tangiß) 0. 
fe hp Aitg); Ki ktangsa) td Hang ah)" 
u YET DW 2(i1+tangiy) 


Hierdurdy find alfo die Halbmefler der drei gefuchten Seife ber 
flimmt. Nach. dem Dbigen ift überhaupt 
._ cos4+(A+B) 
EIERN — 


Daher fann man die Halbmeffer auch fo ausbrüden: 
cosia cosi(@ +) cos!(&+y) 
I ToeosıR cos4y cos4($-+y) ri» 
_ ©0s4ß cosi(ß+.«) cos4(ß+7y) 
cos4a cosiy cos4(@-+y) 
‚cos4y cos$(y+ a) cosä(y +P),; 
m —— —V 
Man kann die Halbmeſſer aber noch auf eine andere Art aus⸗ 
druͤcken. Es iſt nämlich z. B. | 2 
RE | 
2(i+p)(i—p) ° 
Der Zähler diefes Ausdrucke ift 
EEE Be ua u de 
Aber nad) Goniometrie (111,) 


pP Bi Er 2. 
tang (de tt) = = ’ 
de l. weil va 


tang (444 43 4 1) = tang 450 = 1 








Y:;> #3 








* > a — 








wg no 
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ift: 
pp=-i+tp+tgtr+tpiter+tew. 
Folglich obiger Zähler 
== 211 — p-ıpg = pr) 4 
Der Nenner von x ift 
In? 
1—p? = 1—tangje? = 2tangje A 
3 
ER = — 
Folglich 


— liars ge —PFITE ʒ un leſ 21 Her) 5 
d. i. 





= Htangta|cot le —1—tang}#—tangiy] ” 
Aber (Goniometrie. 49.) 
cotia = cosect« + cot}« , 
tang 44 = coseczf — cot!ß, 
tangiy = cosec4y — cot3Y. 


Folglich, zugleich mit gehöriger Vertaufchung der Buchſtaben: 


x= $tang }a| cot}a + cot!8 + cot3y —1 | 
“+ cosec}« — coseci8 — cosec}!y 
y= Hang cot⸗ 12 + cot!8 + cot!y — 1 
+ cosec4# — cosect« — ——— 


— * $tang}y| cot je + cot3ß + cot3y—1 
“+ coseciy — cosect«e — coseciß 
Nach dem Obigen ift, immer für = —=1: 
a = cot4ß + cot!y , 
b = cotia + cot!y, 
‚e= cotia + cotif; 
un = cotti«e + cot!ß + cot!y. 
Alfo, für 
cosect«e = e, coseci# —=f, cosecthy=g: 
x=ttangle(s—1+e—i—g), 
yzztangıp(is—i1ri—g—e), 
a=4angy(is—1rg—e—f). 
Diefe Ausdrüce find zuerft von Malfatti in den Mem. d. Soc. 
ital. X. 1. 1803. gegeben worden. 
Endlich kann man die Halbmeffer aud) noch auf un 
Art ausprüden. Es ift nämlic) 


tangje = cosect« — cot!«, 
tang4f = cosec4ß — cot4ß , 
tangiy = cosec}y — cot4y. 


Folglich, mittelſt der zuerſt für die Halbmeffer gefundenen Ausdruͤcke: 
E2 


4 
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— (1.4 cosee 48 - cot4ß)(1-+ cosec!y— cot!y) 
2(1+ cosec4@«— coti« ) Be, 
_ (1.4+.cosec!y — cot4y)(1+ cosecta— cotje) 
ee 2(1+ cosec4ß — cot4ß) = 
(1+ cosec.t« — cot!e)(1 + cosec48 — cotiß) , 
2(1-+cosec4y—ecot4y) M 








2 


d. i., wenn wir 
cotie =n, cot!ß =k, cty=m 








ſetzen: 
— 2 
— 2(1+e—n) r 
_ d+s—-m)(i+e—n) 
a 1ER ⸗ 
„— 4te-n)(i+f—k) 
es 2(1+g—m) ee 


Diefe Ausdrücke hat Tedenat gefunden (Annales de Math. 


T. II. p. 165.). Vorzuͤglich ſ. m. über das Malfattofche Pro= 


blem Erelle’s Sammlung mathematifcher Aufſaͤtze. Theil J. 
Berlin. 1821. ©. 133., wo auc) die hiftorifchen und literariſchen 
Nachweiſungen ausführlid) gegeben find. Die obige Auflöfung, 
bei der ich der Nechnung eine möglichft fymmetrifche Form gege- 
ben babe, wird mehreres Eigenthümliche Haben. 


25. Es ift ung nun noch uͤbrig, die Anwendung der Ana⸗ 


Iyfis auch an einigen Aufgaben aus der Geometrie dreier Dimen- 
fionen zu zeigen. Wir wollen zuerft wieder die allgemeinfte Glei- 
chung der Kugel ſuchen. Sey nämlidh r der Halbmeſſer der 
Kugel, ihr Mittelpunkt der. Anfangspunft der Coordinaten, durch 
den wir uns alfo drei unter einander fenfrechte Coordinatenebenen 
gelegt denken; fo erhellet augenbliklid), wenn x, y, z die Coor- 
dinaten irgend eines Punktes der Oberfläche der Kugel bezeich- 
nen, die Nichtigkeit der Gleichung | 
x” + y°?- 2’ =r:. 


Gehen nun die ‚Coordinatenebenen nicht durch den Mittelpunft 


der Kugel, find aber den vorher angenommenen parallel; jo muß 


man offenbar, wenn a, b, c die Coordinaten des Mittelpunfts 


in Bezug auf. diefes Coordinatenfyftem find, in der. vorhergehen- 
den Gleihung ſtatt x, y, 2 refpective x—a, y—b, z—c 
fegen. Dies giebt als Öleichung der Kugel: 
(a)? + (y-b’ +re—c’ er. I 

%. Die Gleichung einer Ebene, welche die Kugel in 
einem gegebenen Punkte berührt, findet man auf folgende Art, 

Man nehme den gegebenen, in der Oberfläche der Kugel 
liegenden, Punkt felbft als Anfang der Coordinaten an. Die 
Gleihung einer beliebigen durch den Anfang der Eoordinaten ge- 


henden Ebene ift 
Ax+By+G=0. 
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Die Gleichung der Kugel iſt 
(s—a)? + (y—b)? + (z-c)’’=r. 
Die Gleichungen einer beliebigen durch den Anfang der Coordi— 
naten gezogenen geraden Linie find: ' 
x Az, y=Bı. 
Soll diefe Linie in der ‚durch den Anfang der Coordinaten geleg- 
ten Ebene liegen, fo muß für jedes z 
AAz + BB + co =0, 


d. i. für jedes z | 
(AA + BB + C)z=0, 


olglic 
ſolglich AMA BB0 
ſeyn. Hierdurch iſt die Bedingung ausgedruͤckt, daß die durch 
den Anfang der Coordinaten gezogene gerade Linie in der durch 
den Anfang der Coordinaten gelegten Ebene liegt. Für ven 
Durchſchnittspunkt der in Rede fiehenden geraden. Linie mit der 
Dberfläche der Kugel erhält man augenbliclic) 
(Az—a)? + (Ba-b”’ + (z—-c”? =r, . 
oder, wenn man die Quadrate entwickelt, und bedenft, daß 
w + b + 02 * x2 
ift: 
ſ (A⸗ +B?+1)2 ⸗2(440 4B) 20, 
2(4 +bB’-+c) 
— — —— 
Soll die gerade Linie die Kugel nicht ſchneiden, fo muß z= 0, 


ui 





PN aA +bB -c=0 
feyn, wie fogleich erhellet. Dies iſt die Bedingung, daß die be- 
liebig durch den Anfang der Coordinaten gezogene gerade Linie 
die Kugel niche fchneidet. 
| ‚Soll nun die durch den Anfang der Coordinaten gelegte 
Ebene in diefem Punfte die Kugel berühren, fo darf feine in ihr 


durch den Anfang der Coordinaten gezogene gerade Finie die Ku- 


gel jchneiden, oder es muß, wie fih auh A’ und B ändern 
mögen, immer y 
AX+BB+C=0,aX + BP +c—=0; 
WA—a)A + (B-b)B + C— c=0 

ſeyn. Aus diefer Gleichung, welche gilt, wie auch A’ und B 

ſich Ändern mögen, folge auf der Stelle: 3 \ 

A=-ı=0,B-b=.0,C—-c=0; 
Ben, B bc a. 

- Folglich ift die gefuchte Gleichung der berührenden Ebene: 

Ri ax by+oz=0. 

DIS jet wurde der Berührungspunft als Anfang der Eoordina- 

fen angenommen. Sey nun 
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h (x—a)? + (y—b)? + (ze)? = r? ® | 30 
die Gleichung der Kugel in Beziehung auf ein beliebiges Coor⸗ 
dinatenſyſtem, und a, A, y feyen die Eoordinaten des DBerüh- 
rungspunftes in Bezug auf diefes Syſtem. Durch den Berüh- 


rungspunft lege man drei neue den primitiven parallele Coor- 


dinatenebenen, und bezeichne in Bezug auf diefes Syſtem beliebige 


Coordinaten durch x", y', 2, die Coordinaten des Mittelpunfts 


der Kugel durd) a’, b’, ce’; fo ift | ir 
“  amoetrhbeprbenyte; 


ad=ma—ı.,bl=b-P),‘=c-—y. 


Folglich in Bezug auf das fecundäre Coordinatenſyſtem die Gleis 


chung der berührenden Ebene nady dem VBorgehenden: 
(a-a)! +lb-P)y +Fle-y)7=0s 0° 
Nun ift aber auch) 
x=ece+tsy=ftry,r=ry+t7F; 
; xer-ı.a,y=y)-Pfp,7.=ı-—7r. 
Solglich die Gleichung der berührenden Ebene in Bezug auf das 
primitive Syſtem: h 
(a-e)(x—e) + (b-B)(y—P) + (e-Y)er)=0. 


At der Mittelpunkt der Kugel der Anfang der Coordinaten; fo. 


ta=b=c=0, um 
; x? Eu y? + 22 — r? 
die Gleichung der Kugel, Alfo 


2+ 42 4 2 r2 
Folglich iſt 
aka) 6 6) 6 *0 
x+ 4y 22 — — PP—?=0, 

ex+fyt y=r: 
die Gleichung der berührenden Ebene, 

Daß die berührende Ebene, wie die Elementar- Geometrie 
lehrt, auf dem durch den Berührungspunft gezogenen Halbmeſſer 
fenfrecht ift, kann analytifch fehr leicht auf Folgende Art gezeigt 
werden. Gey nämlich wieder der Berührungspunft der Anfang 
der Eoordinaten, fo ift nach dem Dbigen 

ax+-by+ c2=0 
die Gleichung der berührenden Ebene, Die Gleichungen des durch 
den Beruͤhrungspunkt gezogenen Halbmeflers feyen 


x=Ar, y=Bz; 
fo ift auch alfo 


b 
a — Ac, b = Be; alfo A=m,B=-7. 


| Demnach ift alfo 


a—=Ac,b=Be, 


woraus nach den allgemeinen Principien der analykifchen Geomes 


trie der zu beweifende Sat auf der Stelle folgt. 
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2 Mir wollen num noch einige Haupteigenſchaften der 


ſtereographiſchen Projeetion (f. diefen Artikel) mittelft der allge- 


meinen Sormeln der analytifchen Geometrie beweiſen. Der Mit 
telpunft der Kugel fey der Anfang der Eoordinaten; fo ift 
x 4 92 + 2? mr 
die Gleichung der Kugel. Die Gleichung der Ebene eines belie- 
gen Kreifes derfelben ſey , | 
z=Ax+By+D. i 
Die Ebene der xy nehme man als Tafel an, und feße die Ent- 


fernung des Auges von der Tafel S e. Die Gleihungen einer 


beliebigen durch das Auge gezogenen geraden Linie feyen 
* z=atrae,y=pf+ß; 
fo ift aud) 


o=.e+ «,o=fe+P, 


da man fid) das Auge immer in der Are der z denken muß. 


Alfo 
x=o(z—e), y=Plz—e) 


die Gleichungen einer beliebigen dur) das Auge gezogenen gera— 


den Linie. 


Die Gleichungen eines beliebigen Kreiſes der Kugel ſind 
nach dem Obigen 
+ y?+ z2?=r,z=Ax+By+D. 
Trifft die durch das Auge gezogene gerade Linie einen Punkt der 
—5 dieſes Kreiſes; fo hat man, wenn jetzt X, y, z die 
oordinaten diefes Punktes find: 
x2+ PP + er,” =Ar+By+D; 
| X =aol(!-e),y=fß(”-e). 
Aus diefen vier Gleichungen kann man x, y, zZ eliminiven, 
wodurch man eine Gleichung zwifchen a, und befannten 
Größen erhält, fo daß alfo 
ß=fle), 
dv. 5. 4 eine Function von @ if. Hat man nun auf die 
obige Art diefe Gleichung zwifchen @ und gefunden, und feht 


in derfelben 


x y 

— ‚= 2 

fo erhält man eine Gleichung zwifhen X, y, 2, welches die 
Gleichung der Kegelfläche feyn wird, in welcher eine jede durch 
das Auge gezogene gerade Linie, welche zugleich) die Peripherie 
des durch die Gleichungen 

+ PP r2—er,z=Ar+HBy+ D 

beftimmten Kugelfreifes treffen fol, liegen muß. Man eliminire 








alſo „„indem man, wie offenbar verſtattet iſt, fuͤr die obigen 


X, Yrz der Kürze wegen ebenfalls x, y, 2 ſchreibt, dieſe 
Gi 


n aus den drei Gleichungen 


x 4 2 4 22 x2 zmAn+By+D; 7 
x=.ol2-e),y= Akad 3 N # 
fo sit man nad) und nah: — 
zm=Aels—e) + Bfa—e)4D, 00° 
Aae + Bfe —D Ä 
N N \ — 
e(D-e) EU 
Aa + BB —1 ö 


y=Plı-e)=-— Br | 





(a?+ ?)(De)? + + (Aue+Bfe-—D)? = NEED. | 
Soli, wenn man nun 





oe y 
—— — — z—e 
fest, 
—— ———————————— 
Re (De) "Den N, 
die Gleichung der gefuchten Kegelfläche, 
Dei der ftereographifchen Projection ift e=n Alle die 
‚Gleichung des Kegels: 
A „5, JArx+Bry—D(z—r)]? _ _ rArtByZahre 
RE (Dr) DER 
Will man den Durchfchnitt diefer Kegelfläche mit der Tafel, d. h. 


die flereographifche Projection des Grundfreifes der Kegel aͤche 
haben; fo muß man 2*0 ſetzen. Dies giebt: ® * 


+ y° + posllAcHBy+Dy—(ArHByhe)) mo, 
ober, wenn man die eingeflammerte Differenz zweier ——— 








in Factoren zerlegt: 

— pH tr 2Br’y , »tD+r) _ 
Addirt man auf beiden Seiten 
r!(A2+ B2) 





o. 


ſo wird * Gleichung 


Ir — — 


welches die ——— eines Kreiſes iſt, deſſen Halbmeſſer 


— 
— 














* + B? +1) —— 
Die ſtereographiſche Projection eines jeden Kugel- 

freifes ift folglich felbft ein Kreis, . 
Die Gleichung der Ebene eines jeden groͤßten Kugeltreiſes iſt 
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| 
| 
| 
| 

z = Ax + By; 

| 
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alfo die Gleichung der Projection eines jeden größten Kugel⸗ 
kreiſes Re PR 
oder 
. (z—Ar)? + (y-Br’ =r?(A’+B?+1). 
Der Halbmeffer diefer Projection iſt alfo 

Ri SıYR@H+BrH; | 
die Coordinaten des Mittelpunftes derfelben find Ar und Br. 


28. Man denfe fich jeßt, daß zwei beliebige Kreife auf der 
Dberfläche der Kugel einander in dem Punfte A ſchneiden. An 
die beiden in Rede ftehenden Kreife ziehe man durch) A die Be= 
rührenden AB, AC, und bezeichne den von denfelben einge» 
fchloffenen Winfel durch) 9, Legt man nun durch AB und AC 

die Ebenen ziveier größten Kugelfreife, und zieht durch den Durch- 
fchnittspunft A’ der fereographifchen Projectionen diefer größten 
Kugelfreife an ihre fiereographifchen Dee en die Berührenden 
B,AC; fo ift offenbar der Winkel BA'C = Y die ſtereo⸗ 
graphifche Projection des Winkels BAC—= 9. Die Ebene der 
- xz denfe man ſich durch den Punft A gelegt. Der Mittelpunft 
der Kugel ift immer der Anfang der Coordinaten, und die Ebene 
der xy die Tafel, Die Gleichungen der beiden durch AB, AC 
und den Mittelpunft der Kugel gelegten Ebenen feyen 
z=Ax + By,z=Ax+By. 
Diefe beiden Ebenen haben aber den Punkt A, für welchen y= 0 
ift, gemein. Sind alfo x, z die beiven andern Coordinaten 
diefes Punktes, fo ift 


ER AA. 
Folglich find RI. 
Pirna z=Ax+By‚,z=Ax -+ By 
die Gleichungen der beiden obigen Ebenen, Die Gleichungen der 
ftereographifchen Projectionen ihrer Durchfchnitte mit der Kugel- 
fläche find 'nac) (27,), wenn wir der Kürze wegen r—1 feßen: 
— x? 42 — 24x - 2By=1, 
x? > y? —2Ax — 2By=1; 
oder 
(x—A)? + (y—B)2 = A? +B?+1, 
> (z-A) + (y-B2=A?+B? +1. 
. Sind nun ae, 4 die Coordinaten des Durchſchnittspunktes diefer 
- * Projectionen, fo. find nach (3.) die Gleichungen der Berührenden 
diefer Projectionen in dem Punfte (a, 8): 
(A-e)(x—e) + (B-P)y-P)=0, 
(A-a)(x—a) + (B-P)y—P)=o. 
Alfo, nad) befannten Säten der analytiſchen Geometrie, wenn 


wir die von. diefew Berührenden mit der Are der x eingeſchloſſe— 
nen Winkel durch © und © bezeichnen: 


/ 
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ig 0 = I 5, un = TE. — 


Zur Beſtimmung von @ und 4 hat man die beiden Gleichungen: 
& a + 42 — 2A —2B —=1, IH 
a? + PP — 2A — 2Bp =, 
durch deren Subtraction man auf der Stelle GE FR 
2(B-B)$=0,$=0 | 
erhält: Alfo 


e — 2a =1I,e=A+fire. 





Folglich 
tang © =>+ Er gr — er 


Nun ift offenbar 
tangp = tang(0O—0O') = 
ui, 


tang © — tang ©’ 
1 +tang © tang ©’? 





tangp =, —— 
Der Winkel ꝙ ift offenbar der Neigungswinkel der Ebenen der 
beiden durch A gelegten größten Kreiſe gegen einander, deſſen 
trigonometrifche Tangente nad) Principien der analytifchen Geo- 
metrie ohne Ruͤckſicht auf das Vorzeichen ebenfalls den Werth 
(B-B)Yi HA? ? 

A?+BB+1 Ink 
hot. Hieraus fchließt man nun leicht, daß ꝙ — 9 if, d. h. 
daß die ſtereogra phiſchen Projectionen zweier bes 
liebigen Kreife auf der Dberfläche der Kugel fi 
jederzeit unter demfelben Winfel fohneiden wie die 
Kreiſe felbft. 

Mehr über die analytifche Theorie der ftereographifchen Pro- 
jection und der Projectionen überhaupt findet man in Puis- 
sant Traite de Topographie, d’Arpentage et de Nivelle- 
ment. Deuxieme edition. Paris. 1820. p. 62. 

Einen guten. Auffaß über die analytifche Behandlung der 
Gnomonif von Berroyer, welcher ebenfalls zur Uebung in der, 
Anwendung den analytifchen Formeln der Geometrie dreier Di— 
menfionen mit Vortheil gebraucht werden kann, findet man in 
Biot Traite d’Astronomie physique. Seconde éd. T. II. 
Paris. 1811. p. 51. | 

Eine gute Sammlung analytifch aufgelöfter geomekrifcher 
Aufgaben enthält: Puissant Recueil de diverses Proposi- 
tions de Geometrie resolues et d&montrees par l’Analyse 
algebrique. Seconde ed, Paris. 1809. Auch f. m, Erelle’g 
Sammlung mathematifcher Auffäge, : Berlin. 1821. 2 Bände, 
Die reichſte Ausbeute liefern die mathematifchen Journale, vor- 
züglid) Gergonnes Annales de Math. und Erelles Journal, 
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auch Duetelet$ Correspondance mathömatique et, physi- 
ue, und die Correspondance de l’ecole ——— Auch 
. m, die bekannten Werke über analytifche Geometrie überhaupt. 


Bon den Thl. I. S. 116. und ©, 121, angeführten Schrif- 
ten des Apollonius find als neue Bearbeitungen zu merken: 
Apollonius von Perga Bücher de sectione spatii wieder—⸗ 
hergeftellt von Diefterweg. lberfeld. 1831. Die Bücher 
des Apollonius von Perga de inclinationibus_ wiederher- 
geftellt von Horsley, nad) dem Lat. frei bearb, von Diefter- 
weg. Berlin. 1823, 


Apagogifh, f. Bewer 0 0.00 
Aplanetifhe Linien, ſ. Cauſtiſche Flächen uud Linien 


+ Jr 


Arenarius, ſ. Sandrechnung. | ' 


Argument einer Tafel it die veränderliche Größe, von 
weldyer eine gewiffe Function ihren verfcyiedenen Werthen nah 
in der Tafel dargeſtellt iſt. Enthält die Tafel 5. DB. die ver- 
fchiedenen Werthe von logx, fo ift x dag Argument der, Tafel, 
Zafeln mit einfachem oder. doppelten Eingang f. Tafeln, ma- 
thematifche (Thl. V. ©. 3.). . 


‚Arithmetifhe Reihen höherer Ordnungen, Die 
große Wichtigkeit. diefer Reihen wird uns entfchuldigen, wenn 
wir bier eine Darftellung ihrer Theorie liefern, welche, wie es 
ung fcheint, Eleganz mit. Kürze in einem höhern Grade vereinigt, 
als die von Klügel im erfien Theile diefes Werkes gegebene 

Darftellung. 


1. Sey A eine beliebige Reihe, Leitet man nun aus der= 
felben eine Reihe B anf ſolche Weife ab, daß man jedes Glied 
der Reihe A von dem nächft folgenden abzieht, aus der Neihe 
B auf diefelbe Art wieder eine Reihe C, aus diefer eben fo eine 
Reihe D, u. f. f.; fo heißen die Reihen B, C, D, E, .... 
refpeckive. die erfte, zweite, dritte, viert, u. ſ. f. Diffe 
renzen-Reihe der Reihe A, welche in Bezug auf jene die _ 

Hauptreihe genannt wird, 


2, Eine Reihe, deren nte Differenzen = Neihe aus: lauter 
gleichen Gliedern befteht, welche nicht — O0 find, heißt eine 
arithmetifche Reihe der nten Ordnung oder des.nten 
Grades. Die Glieder der (n+I)ten, (n+Dten, (n+3)ten, 
u. ſ. f. Differenzen. - Reihe einer arithmetifchen Reihe der nten 
Drdnung find, wie fogleich erhellet, ſaͤmmtlich S 0. 

3. Die kte Differenzen » Reihe einer arithmetifchen Neihe 
der nten Drdnung ift eine arithmetifche Neihe der (n—k )ten 
Ordnung, — 
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4 Das xte Glied einer arithmetifchen Rei der n 
Ordnung ſoll im Folgenden immer durch re a og 


* 


Tas 


der, d 
5. 


bezeichnet werden. Die xten Glieder ‚der. erften, ziveiten, dritten, 


vierten, u, f. f. Differenzen-Reihe einer arithmetifchen Fehe der 
nfen Ordnung wollen wir reſpective durch 


Ma, 1:10, 4Tu, 4a; .. 
begeichnen, die fummatorifchen Glieder biefer Reihen — burch 
ZT a, ZI Ta, ZI Ta, Zu, 


5. Dies vorausgeſetzt, uͤberzeugt man ſich tig von der 
Nichtigkeit der folgenden Be 


—— 
Es iſt naͤmlich nach * ) 


— J 


2 3 2 
ATI = Tı — Ta 
3 4 3 


ae ME ii 
x—1 x x— 


ATn = In — In . 
Solglich, wenn. man auf beiden Seiten addirt: 


x—1 


Pe ER - — RR * Te — Tu En — 


Man findet alſo das allgemeine xte Glied einer arithmetiſchen 
Reihe der nten Drdnung, wenn man in dem fummatorifchen 


Gliede sAT, ihrer erſten Differenzen-Neihe x—1 für x fest, 


und zu dem dadurch) erhaltenen ON das erfte Glied T, dee 
Hauptreihe addirt. 


6. Durch) gemeine algebraifche Subtraction überzeugt man 
fi) leicht von’ der Nichtigkeit der Gleichung 


x(x+1)..(x+n) _&-UBx. .(x+n—1) _ x(x+1). tn) 
1.2.3...(n+1) 1.2.3..(n+1) F —  * 
Setzt man nun fuͤr x nach und nach 

1; ek; 





fo erhält man: 


ihr — Glied, d. i. die Summe ber x erften Sie 
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1.2.3.0 1.2..(n+1) 
123..n 1,2. (a+1), 
2.3..(n+1) _. 2.3..(n+2) 1.2..(n+1) 
1.2.3..n  142..(n+1) 11,2..(n+1) 
3.4..(n+2) _3.4..(n+3) _2.3..(n+2) 
1.2.3..n ° 1.2..(n+1) 1.2..(n+1) 

















uff u. ſ. f. 
x(x+ 1)..(x&+n—1) _x(&+1)..x+4n)  @—N)x..(x+n—1) 
0.243...0 7 4.2..m+1) 1.2..(n+1) ? 


Addirt man num auf beiden Seiten, und hebt auf der rechten 
Seite auf, was ſich aufheben läßt; fo ergiebt fi) die Summe 


> der Reihe auf der linfen Seite, deren allgemeines Glied, 


x(x +1)...(x+n—1) ° 
RE e £ 





iſt, augenblicklich) 
x(x+1)..(x+n) _x(x+1)..(x+n—1) x+n 
T .1.%3..(nt1); . 4r2.3. 0 "n+1’ 
7. Mittelft diefes Sabes und der in (5.) beiviefenen Gleis. 


Kung findet man fehr leicht die allgemeinen und fummatorifchen 
Glieder der arithmetifchen Neihen der verfihiedenen Ordnungen, 


Für die arithmetifchen Reihen der erſten Drdnung, deren 
erfte Differenzen conſtant find ‚it offenbar 


x x 1 





Alſo nach (5.) 








x 1 * 1 

T=T, +3 sh. 
Folglich 

—— 666 

2 1 1 

7, Tu ME, 

3 1 1 

TeT +3T, 

4 1 1 

T,=T +34T 

x 1 bis 1 

T,=1,+- 1 m, 


Alddirt man nun auf beiden Seiten, fo ergiebt ſich augenblicklich 
mittelſt der in (6.) bewieſenen Summation: Bun 


RANGE, Spt (x—1)x 
ER 


wenn wir und des in (4.) eingeführten Zeichens für die fum= 
matorifchen Glieder der arithmetiſchen Reihen bedienen, 


Die erſte Differenzen-Reihe einer arithmetifchen Reihe der 





1 
AT, ; 
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zweiten Ordnung iſt eine arithmetſche Reihe der erſten Oid⸗ 
nung (3.). AN iſt 
— ent, 


Aber nad) (5.) o 
| Folglich 





ehren ae eh). 








Alfo 
T, = T, 
2 2 N ı 
T,=T, + 14T; 
3 1 1 1.2 
. +tu 4 sn, j 


RER \ 2.3 „A 
Tr == Ts + +AT, + 13T: 


. 
. “ . “ . ⸗ . . . “ . . u . — 


En “ }, + ir, 4 up 


Solglich, wern man auf beiden Seiten addirt, eg der in 
(6.) —— Summation: 


S, — 7* ‚un 








ar, 





gr (x—2)(x—1)x 


1.2.3 ar, 


Die erfte Differenzen tee einer arithmetifchen Neihe der dritten 


——— iſt eine arithmetiſche Reihe der zweiten Ordnung. Alſo iſt 





— ———— = 74, A ui n EA 
Aber nad) (5.) j En, 
T,=T, +Z4T,. 3 
Folglich 








— — at, ——— 2 


Alſo 

1 1 
T T 
2 1 1 
T,=T, +. 417, 
3 vr 1 41,2 7 ı 
Yo T, + 34T, + —— °T, 








: v 
4 1 Dis 4.2,8° 
DT +17, + 75207, + — 
3.4 2.3.4 
—— + at 


Eh — Kae) 47, + — er) 2, 


1.2.3 4» 
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Addirt man nun auf beiden Seiten, fo ergiebt ſich fogleih 
mittelſt (6.): 


x x (x—1)x 1 , , (X-3)x-2)(R-N)x. , 
Her a Data eh aaa 7 


Auf diefe Art weiter zu gehen, hat nicht die mindefte Schivierig- 
feit. Das Gefeß liegt fchon hier ganz deutlich vor Augen. Be— 
zeichnen wir nämlich überhaupt das erfte Glied der Hauptreihe 
und die eriten Glieder der Differenzen- Reihen vderfelben nach der 
Ordnung durd) | 
EUR ABA A AR ne 5 

das allgemeine und funnmatorifche Glied der Hauptreihe aber 
durd) tx und sx; fo ift 




















Ar in 3 EN 
4 IR IC pa 
+ YORE Er, TEE wa Va Wan De Se‘ 
ER x(x—1) ‚ x(x—1)(x—2) i 
a a re TE TE agree 
een 
ame ae Dee ’ 


diefe Reihen fo weit fortgefeßt, bis fie, wegen der immer endlich 
einntal verſchwindenden erfien Glieder der Differenzen = Neihen, 
von felbft abbrechen. 

In diefen beiden Formeln ift eigentlic) ſchon die ganze Theorie 
der arithmetifchen Reihen enthalten, Die noch folgenden Säße 
werden jedoch in vielen Fällen mit Vortheil angewandt, wenn 
es darauf ankommt, zu beurtheilen, ob eine gegebene Reihe eine 
arithmetifche Reihe ift, oder nicht, | 


8 Wenn 
BER 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, die Reihe 
ER DE En EN 


iſt; fo find auch immer die Glieder der nten Differenzen - Reihe 
der Reihe N 
A+A', B+B, C+0', D+D, ..... 


conſtant. 
Die erſte Differenzen-Reihe iſt 
(B+B) — (AtHA)=(B—A) + (B’—A) 
(CE) (B+B) = (C-B) + (C’—B') 
(D+D) — (C+C) = (D-—-C) + (D’—-C) 
(EtE)— (D+D)=(E-D)+(EP_D) 
uff. uf. f. 
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Entwickelt man die folgenden Differenzen» Reihen anf ähnliche 


Weiſe; fo überzeugt man fid) augenblicklich von der Richtigkeit 


des Satzes. 

Zugleich erhelfet auch fehr feicht $ daß, wenn c und @ die 
conftanten Differenzen der beiden gegebenen Hauptreihen find, das 
conftante Glied der nten Differenzen Reihe der Reihe 

A+A’, B+B, C+C', D+D', ... 


in dem Falle, mo beide gegebene Reihen von PER! —— 


find, = a+«, in dem Falle aber, wo die zweite Reihe von 
einer niedrigern Ordnung iſt, = @ feyn wird. N 
9 Wenn ae 
2 7 VER A PTR: 

eine arithmetifche Reihe der nten Drdnung, und Das — 
Glied ihrer nten Differenzen⸗Reihe — a iſt; fo iſt auch, fuͤr 
jedes a, die Reihe 

aA, aB, aC, aD, aE, af, ... 
eine arithmetifche Neihe der nten Ordnung, und dag ie 
Glied ihrer nten Differenzen -Reihe — ac, x 

Die erfie Differenzen-Neihe der Neihe 
aA,aB,aC, aD,aE,aF, .... 
i 
it aB—aA=a(B—A) 
aC—aB=a(C—B) 
aD—-aC=a(D—C) 
aE—.aD=a(E—D) 
uf uff 

Entwidelt man auf ähnliche Weife die folgenden Differenzen- 
Reihen ; fo erhellet augenblicklich die Nichtigkeit des zu beiveifen- 
den Satzes. 


10. Wenn 
AB. Ban 


eine arithmetifche Reihe der nten Orbuung, und das conftanfe 
Glied ihrer nten Differenzen» Reihe = « iftz ſo iſt 
A, 2B, 3C, AD, 5E, 6F, ..... 


x 


eine arithmetifche Neihe der (M+1)ten Ordnung, und das con- 


ftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen - Reihe — (n+1)e. 
Iſt die gegebene Neihe. eine arithmetifche Reihe der erfien 


Drdnung; fo ift nach (7.) ihre allgemeine. Form 
a,a+b,a+2b,a+3öb,a+4b,. 


Durch Multiplication der einzelnen Glieder, mit 9 2 Fr 


5, 20... erhält man die, Reihe 
a, 2a+2b, 3a+6b, da-r 12b, 5a 4205 «. #7» 
Die erſte und zweite Differenzen-Neihe Diefer Reihe find: 
a-+2b,a+4b, a+rbb,a+Sb, a+10b,"..., 
2b, 2b, ba ab, en ae 


— — —— — 








— 
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Alſo beſteht die, zweite Differenzen-Reihe aus conſtanten Glie— 


| dern, und die Neihe 


a, 2a-+2b, 3a+ 6b, da+12b, dat ROb, cu... 
ift folglich eine arithmetifche Neihe der ziveiten Ordnung. _Das 
conftante Glied der erſten Differenzen - Reihe der gegebenen Reihe 
it—=b. Das conftante Glied der zweiten Differenzen Neihe der 
eihe “ \ 
a a, 2a+2b, 3a+6b, 4da+12b, 5a +20b, ent \ 
iſt 2%, Alſo gilt der zu beweifende Saß, wenn die gegebene 
Reihe eine arithmetifche Reihe der erften Ordnung ift, 
Gelte nun der Sat uͤberhaupt, wenn die gegebene Neihe 
eine arithmetifche Neihe der nten Ordnung ift, und fey jetzt 
BER SDIET. 
eine arithmetifche Neihe der (n+L)ten Ordnung, das conflante 
Glied ihrer (n+1)ten Differenzen Reihe = a; ſo iſt 
B-A, C-B, D-C,E—D, F-E, ..... 
eine arithmetifche Neihe der nten Drdnung, und das conftante 
Glied ihrer nten Differenzen- Reihe offenbar ebenfalls = a, Nad) 
der Vorausſetzung ift alfo 
BERRLE-B), 3 D-C), AED), ....; 
eine arithmetifche Reihe der (n+1)ten Ordnung, und das con- 
ftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen - Reihe = (n+1)e, 
Folglich ift nad) (8.) die Reihe 
"B+ (B-A)=2B—A 
r C+2C-B)=3C-2B 
D+3(D-C0)=4D—3C 
E +4(E—D) =5E-4D 
uU ſ. 46 u. ſ f. 
ebenfalls eine arithmetiſche Reihe der (mn +1)ten Ordnung, und. 
das conftante Glied ihrer (mn +1)ten Differenzen -Keihe 
=e+(n+l)e=(n+2)e. 
Diefe Neihe ift aber die erfte Differenzen» Reihe der Reihe 
. A, 2B, 3C, 4D, 5E, 6F, ..... 


Demnach ift offenbar diefe Reihe felbft eine aritämetifche Reihe 


der (n+2ten Ordnung, und das conftante Glied ihrer (n+2)ten 
Differenzen -Neihe = (n+2)e, fo daß alfo der Satz für arith- 

metifche Reihen deri(n-H-1)ten Drdnung- gilt, wenn er für arith- 
metifche Neihen der nten Ordnung gilt, woraus feine allgemeine 
Nichtigkeit folgt, da er oben für. arithmetifche Neihen der erſten 


Ordnung bewieſen worden ift. 


11, Wenn 
1.0 Pick 
Supplem. zu Klügels Wörterb, I. DD 
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eine arithmetiſche Reihe der nten Ordnung, das conante Glied 
ihrer nten Differenzen- Reihe = « iſt; ſo ift | 


aA, (a+b)B, (a+2b)C,; (a+3b)D, (ar BE, eu 


eine arithmetifche Neihe der (m+1)ten Drdnung, und dag con- 
fiante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen - — re 
Es iſt 
4 aa 

(a+b)B=aB+ bB 

(a+2b)C=aC + 2bC 

(a+3b)D = aD + 3bD 

(a+4b)E = aE + 4bE 

N ah u. ſ. f. 

Nach (9.) iſt 
aA, aB, aC, aD, aE, ..... 


eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, und das conftante 
- Glied ihrer nten Differenzen -Neide = au, Eben fo iſt 


ha, 18, bb, bOU BE, ——— 
eine arithmetiſche Reiihe der nten Ordnung, und dag conſtante 
Glied ihrer nten Differenzen -Reihe = ba, Folglich ift nad) 
(10.) offenbar: die Reihe 

ObA, 1bB, 2bC, 3bD, 4bE, ».... ; 
eine arithmetifche Neihe der (n-+1)ten Ordnung, und dag con- 
ftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen-Reife = (n+1)ber, 
Nah (8.) ift demnach mittelit des Obigen — 

aA, (a+b)B, (a+2b)C, (a+3b)D, 
eine aritbmetifche Neihe der (n-H1)ten Ordnung, — das con⸗ 
ſtante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen⸗ Reihe —— 

Da 


n, n+1, n+?2,n-+3, .... x 
n—1, n, n+1,n-+2, .„.... 3 
Fer n—1, n, — 222 3 


J Er TE BE Te en nr 


..... 


ſaͤmmtlich arithmetiſche Sfeiben. der BR — ſind; ſo folgt 


u es Anwendung des vorher bewieſenen Sabes leicht, 
da 


(a+2)(n+1)..(n—a+3) 

(n+3)(n+2)..(n—e +4) 

wth 
alfo nad) (9.) auch 





— 
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n{n—1) let) 
1,2.8. 30 
(n+1)n... (n—e+2) 

1.3... 
«n+?2)(n+1)..(n—a+3) 
2. 
(n+3)(n+?2)..(n—a+4) 
2.243 8 
Pe AR A 














* sun 2 u - J 
dai., mittelſt Thibauts Bezeichnung der Binomial = Coeffi- 
cienten, ee 

— — @ YA. 

2B, 0, BB, ..... 
eine arithmetiſche Neihe der aten Drdnung iſt. Und hieraus er- 
giebt ſich ferner fehr leicht, daß 
EEE RTT er 
BB, u, m, BE, .... 
eine arithmetifche Reihe der (a +y)ten Ordnung ift. 

Denft man fi nun überhaupt die allgemeinen Glieder zweier 
arithmetifchen Reihen der aten und der yten Drdnung (7.) in 
einander multiplicirt; fo. überzeugt man ſich mittelft des vorher— 
gehenden Satzes fehr leicht, daß überhaupt die Producte der 
gleichftelligen Glieder zweier arithmetifchen Neihen der aten und 
yten Drdnung wieder eine arithmetifche Neihe bilden, welche von der 
(e+y)ten Ordnung it, ein Satz, welcher ſich leicht auf mehr 
als zwei arithmetifche Reihen erweitern läßt, wie fogleic) in die 
Augen fällt. 

12. Die Reihe | 

ar, (a+b)n, (a+2b)", (a+3b)n, (at4bjn,..... 9 
wenn m eine pofitive ganze Zahl bezeichnet, ift eine arithmetifche 
Reihe der nten Drdnung, und das conftante Glied ihrer nten 
Differenzen -Neihe ift — 

= 1.2.3.4....nba. 

Die Reihe 

a, a+b, a+2b, a+3b, at4b, ..... 
ift eine arithmetiſche Neihe der erften Ordnung, und das con- 
fiante Glied ihrer erften Differenzen-Neihe it = 1b, Alſo if 
nach (11.) 

a’, (a -)2, (a+2b)’, (a+3b)?, (a+4b)?,..... 
eine arithmetifche Neihe der ziveiten Ordnung, das conftante 
Glied. ihrer zweiten Differenzen» Reihe 1. 262. Folglid). it wie— 
der nach (11.) 

a’, (a+b)’, (a+r2b),(a+3b)’,(as+4b)?,.....- 
eine arithmetifche Reihe der dritten Drdnung, das conftante 
D2 
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Glied ihrer dritten Differengen-Neife—1, 2.36’, Wie man auf 
diefe Art weiter gehen kann, fällt in die Augen. 

Alfo ift au 1 

RN Mi ‚ 3n, An, Br, 
wenn n eine poſi ER a Zahl iſt, eine arithmetifche Reihe der 
— — das conſtante Glied ihrer aten Differenzeu⸗Reihe 
— 14 4N. 

13. Wir wollen nun noch ein beliebiges Glied einer be 
fiebigen Differenzen ⸗Reihe durch die Glieder der —— nur 
zudrücen ſuchen. Die Hauptreihe fey jeße 37T Nm u... 

a a a Be 
Die Dinomial - —“ den ** ee wollen wir du, 


et hen ana 
bezeichnen. SA Tann 
Die erſte Differenzen⸗Reihe der — iM 
4, 2 
KA a N 
J 
A—A, 
1 AR 
Die ziveite Be — J— 
— 
— ji — 24, + A, —— 
| As 2A, + A, Pisa 
1, =D; HA, 
uff 
Folglich iſt die dritte Differenzen - Reihe: 
As BA; + 3A, ih, 
A si 
m Bi re 
A, BA BA 
uff 
Das Gefeß, nach welchem die Differenzenreiben: fortfchreiten, 


fällt leicht in die. Augen, as xte Oli der nten —9 
Reihe iſt naͤmlich 


Axtn — Bu * —E—— — *7— BAT + nn . 
Das EHE Glied iſt 
n—1 \ 
—V — 4 ———— — „> „BAxr2 F — ———— — 


Zieht man das xte vom dem Te Gliede ab, fo erhält 
—* das xte Glied der (n+L)ten ai —— | 
alfo 
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Zee) laser 
vr f 7 ; HRNGEI % 1 HIV 
1 nB}Acın var BAxen 


ern 2 2 
RA BA 
Pb 737 — Se ‚re 


; n—2 n—1 ikta on n-1 
BB + BA _ Hr BAr: 
IE Fat n a 
* IB BIAx i 0 Far BAxti 
— n nt 
+ ae i+ mBAxı . + arıBAx 


if, ſo daß folglich das bemerkte Geſetz für die (m+1)te Diffe- 
tenzen-Neihe gilt, wenn es für die nte gilt, woraus fid) un— 
a mittelſt des Obigen die allgemeine Nichtigkeit deſſelben 
ergiebt. — 


Das xte Glied der nten Differenzen-Reihe iſt alſo 

| — — n—1 
"= Axtı — BAyrası + BAyin2 — ..— (—1)» mBAxr 
ee ch (1m.nBAr , 

oder, wenn man die Ordnung der Glieder umfehrt, 


1 2 3 - 
= (—1)n ji BA FB Bar hi. | 


.— (— 1)" RB Artnoı + (— 1)" BAxı n 
14, Nach (12.) Hat man alfo die merkwuͤrdige Gleichung 
U — 


— Siyſu u EB 


u ——— 1)" 
mit deren Beweiſe fich verfchiedene Mathematiker befchäftigt haben. 
M. f. 5 D. des Verfaſſers Mathematische Abhandlungen. 
Erste Samni. Altona, 1822, 8.69. Crelle’s Journal. VI. 
* Wegen der Interpolation arithmetiſcher Reihen verweiſen wir 
uͤberhaupt auf den Artikel Einſchalten. 

16. Den von Klügel angeführten Schriften über die hoͤ— 
hen arithmetifchen Reihen füge ich hier nur noch folgende bei: 

Prasse Institutiones analyticae. Lips. 1813. Cap. XII. 

Ei. Additamenta ad theoriam serierum arithm. ordi- 
num super. in feinen Comment, math. Fasc.1. 


_  Eytelwein Grundfehren der hoͤhern Analyfis. Zweiter 
Dand. Berlin, 1824, Dreizehntes. Kapitel. 


Lacroix Traits du Cale, diff. et du Cale. int T. IL. 
Paris. 1819. Chap. I. 


Burja felbftlernender Algebraift. Thl. I. ©. 18. ff. 





54 Barycentriſcher Galcul. 


Kramp Arithmetique universelle. Cologne.1808. Chap, 
XIV., und wegen der Anwendung auf die Auflöfung numerifcher 
Gleichungen Chap. XXVIIL — ER 

Auch f. m. mein‘ Lehrbuch der allgemeinen Arithmetik. 
Brandenburg. 1832. Vierzehntes und siebzehntes Kapitel, und 
den Artifel Differenzenrehnung in diefem Wörterbuche, 


Ars conjectandi, ſ. Wahrſcheinlichtkeitsrechnung. 


Afymptote, J. G. Pfeiffer Diss. de curvar. alge- 
braicar. asympt« tam rectilin. quam eurvilin. Tüb. 1764. 


Auffteigende Reihen find Neihen von der Form 
Ad Bro it HD HERE Fe hu... 


Mar: 
’ F 
B. 


Barycentriſcher Calcul iſt eine neue vom dem Profeſſor 
Moͤbius zu Leipzig erfundene, ſehr ſcharfſinnig ausgedachte, 
Methode zur analytiſchen Behandlung, der Geometrie, welche 
fchon zu ſehr intereffanten NRefultaten, namentlich tiber die Kegel- 
fchnitte, geführt hat. Dieſelbe hängt mit der Lehre vom Schwer= 
punfte in der Mechanik zufammen, wodurch die obige Benennung 
veranlaßt worden ft, obgleich ihre Prineipien durchaus nicht der 
Statif. oder Mechanif entnommen zu werden brauchen, wenn 
man nur den Schwerpunkt als Punkt der mittlern Entfernungen 
rein geometrifch definirt, Eine Darftellung der Methode in einem 
ganz Furzen Artikel, welchen der Raum hier nur geftatten würde, zu 
geben, ift nicht gut möglich, weil das Wefen und der Nuten 
derfelben vorzüglich aus ihrer Anwendung zur Auflöfung geome- 
trifcher Aufgaben erfannt wird. Wir ‚glauben: uns daher bier 
um fo mehr mit diefer kurzen Notiz begnügen. .zu können, weil 
der Erfinder felbft feine Methode im einem: ausführlichen, in 
Deutſchland leicht zu habenden, Werfe im Zufammenhange, mit 
ſehr vielen. ‚wichtigen und intereffanten —JV— dargeſtellt 

hat, koͤnnen es uns aber nicht verſagen, dieſes Werk auch hier 


als eine der wichtigſten Erſcheinungen im Gebiete der neuern 


Mathematik zu erklaͤren, und das Studium deſſelben angelegent- 
lichſt zu empfehlen. Es iſt erſchienen unter dem Titel: Der 
barycentrische Calcul, ein neues Hülfsmittel zur analyti- 
schen Behandlung der Geometrie, dargestellt und. insbe- 
‚sondere auf die Bildung neuer Classen von Aufgaben und 
die Entwickelung mehrerer Eigenschaften der Kegelschnitte 
angewendet von A. F. Möbius. Leipzig. 1827. Die befte 


und vollitändigfte Kenntniß der Methode wird, wie geſagt, aus 


dieſem trefflichen Werfe felbft erworben, und eine ſolche vollftän- 
dige Kenntniß iſt nöthig, wenn man, was hier die Haupt- 
fache ift, auch zu einer gewiffen Hebung in der Anwendung ge= 


nn er ee 
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langen will. Wer ſich indeß nur mit einer oberflaͤchlichen Kennt— 
niß begnuͤgen will, den koͤnnen wir auf Spehrs Recenſion des 
Werkes in den Jahrbüchern für wissenschaftliche Kritik. 
August. 1828. 8. 172. verweifen. - Einige Anwendungen der Me- 
thode von Moͤbius und Minding findet man auch in Crel- 
les Journal. B. V. S. 102. 397. 


Befreundete Zahlen. Die Beweiſe der Regeln von 
Descartes und Kraft findet man im Artikel Theiler einer 
Zahl (16.). 


Bernoullifche Reihe, ſ. Integralformel (145.). Thl. II. 


+ + 


Bernoullifhe Zahlen. Die nah Jacob Bernoulli 
(Ars conjeetandi. Basil. 1713. p. 97.) benannten Zahlen 
find für die ganze Analyfis von fo großer Bedeutung, daß es 
als nüglich und nothwendig erfcheint, hier einmal die wichtigiten 
Relationen derfelben, welche man. bisher gefunden, im Zufants 
menhange aufzuftellen und zu beweifen. 


1. Wenn man die Zahlen 
@,ß, 12 d, €, 5 ..... 


aus folgenden nad) einem leicht zu überfehenden Geſetze fortfchrei= 
tenden Öleichungen beftimmt: | 


TRIERER 











und 


.2:.3.4.5.6.7.8.8 


.2.3.4.5.6.7.8.9.10.e 
u hf ! u, ſ. f- 


fest; fo heißen 


(d 
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— 1 5 i 2n—i — 


B; ‚B, B, .. «.B, “u... Be 


die erſte, weite, ne vierte, nte Bernonttifhegapt. 
Dies mag als Erklärung der Bernoulifchen Zahlen rn ‚indem 


wir 'natürlih) von einer, am. beften der, einfachiten, | a: 
J 


derſelben unſern Auslauf nehmen men y um in andern 
tionen zu gelangen. 


2. Fuͤhren wir in die obigen Gleichungen die, Beichen der 
— Zahlen ſelbſt ein, ſo erhalten — J 

















B a | 
= 24277. 28.8 
—2 = 3 ' 
Per ikT T. +7 1.5 
63:5 2 a , } 5 
B P 
nit a wert Eymetr re 1° +7 RE EL 
— ER By 7 
B > 4 — 
Ina rer trennen 3 
u, f. Te $ : x u rt * 
2n—i 2n—3 20-5 1 — 
— B B RT B N u 1. u 
1.20 1.0@0-2) 1.31. m4)7.5°" 72 1.01 jr21. @arı) 
u. ſ. f. uff 


oder auch, wenn wir diefe Gleichungen auf beiden Seiten des 
et — nad) der Neihe mit 


1.3, 1.,9; 1,044 1.9, u, J f. 











multiplieiren: 
—— 
ı 5.4.3 
— 5 3 
0 tt 
s” 3 7.6.5 1:7..8.% 
na ah a EEE 1er ak 
* 95857 = 
ee er Bee 
u % f. en ſe f. 
oder 
1 
+23=B.+1 
3 ı 5.4.3 
— — Se ae 
ee er 
$ 89 
sur, 9.5 ae 
— ber u —— . . 
she FR ed Ri, 3 





ED 


PR NE 7 EEE EN 








Bernoulliſche Bahlen. Be 
Unter diefer Geſtalt erfcheinen die Gleichungen bei der Summa 
tion der Potenzen der natürlichen Zahlen. | 
3, Zunaͤchſt bemerken wir num, welches für das Folgende 


# von großer Wichtigfeit ift, daß ſich leicht eine gebrochene Function 
finden läßt, bei deren Entwicelung in eine Reihe die oben durd) 





&, ß,Yr 0, 8, 6, bezeichneten Zahlen als Coefficienten 
erfcjeinen. Um diefe gebrocyene Function zu finden, fegen wir 
—* 1 — Ax + Bx? — Cx? + Dr? — ..... 
1—Ax+ Br? — Cr + Dxt— .... 


F — 1 — ax — 4x2 ont It — EP —.. 
und erhalten, indem wir auf beiden Seiten mit dem Nenner 
multipliciven, durch. Vergleichung der Coefficieuten: | 

— o —⸗c(44) 

0O — 4 — A 4(B-æB) 

G=y-—AB+Ba— (C—C) 

0=5.—Ay+ B®— Ca +(D-—D) 

0=& —A3+BY— CP} + De — (E—E) 

Eh en u. ſ. f. 
Vergleichen wir nun dieſe Gleichungen mit den Gleichungen 
in (1.), ſo ergiebt ſich augenblicklich: 





= Bar. ..3 
A—A = —5 — Re =D — 
— ——608 de m a 
Folglich ift der erzeugende Bruch 
gr rt — - 





— 1 
— -. 





1 1 1 1 
—— — 12 — 3 — 
— 1.3*+ 173” I..7“ Fi: R?. 


oder, wenn wir x? flatt x feßen, 




















Re Dane 5 Tel vor nat vor WE 5. mu 
— re teen 
ix? ' a 
a ag = hir. 
Alſo auch 
Leotix = = — ax — fr? — ” — öx! Ya — 


oder, wenn wir die Bernoulliſchen Zahlen einfuͤhren: 
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’ 1 3 “ J 
BR Be 
eerts— ı 47 Bl vr —J 
— 

23 22. Bx 25 .Bxs 28, Br 
a ER Bee Anal SR — 


Da Men 


 ... COS2x == cosx? . — RR sin 2x =  Zeinz cosx 
if, fo iſt 


a GA ui ke tangx — cot 2 
sin 2x re  ‚Zeosx’ 8 cotx — — 


woraus ſich Be obiger. Reihe ſogleich ergiebt · vr 


22 (2? 21) Bx 2, (24._1)Bx 2, Be 
Ba et + 1..6 


1 














95, (2 —1)Br? h 
19 : Fiese 


Diefe Reihen find für die Cyclometrie, aber auch für die Theorie 
der Berneullifchen Zahlen: felbit von’ großer ——— 


4. Man ſetze jetzt 


| 1.3 
cotx = — ax — bxe — oxd — dx? — 





und 
Fe =} J a + bx? + c'x* + dx + u. 


fo erhält man, wenn man die Neihe für cotx — auf das 
Quadrat erhebt, leicht folgende Relationen: 





— — 
b=—-2b+aa ı. ö 7 
e = — 2%c + 2ab \ 

£ “= —2d+ 2acH+ bb. 

e = —?2e+2ad +2be — 
f=-f+rueribdHc i 
g = — 2 4 2af + 2be+ 2cd 
"=—ıh+ gt ibfr2ce dd I, 
i — — 4A'+ 2ah + 2bg + 2ef + 2de ; 

ER uhh 
Aber rn =: = == ce —=— (+ — 


Alſo, wenn man die Reihe für cotx differentiirt: 


* En — a — 3bx? — 5ox+ — 7dx5 — 9er? — .... . 


— — 8 — (14 4) — b’x? — c’x* — d’x® ex? ER „so.“ 


Folglich 


re a Te 





— 


Pen 


* 
— 
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ee N, “mi 2%, 
be = — Ob +aa 
5ce = ede= -% + 2ab 
“Bo d= —ı4+ ac + bb 
. ge = e= — 2e + 2d + 2be 
IH ff — AU + Wiet+2%bdr+r cc 
‚d3g = g= —2g + ?2af + 2be + 20d 
uff i uff 
oder Ga, ' 
3a—l 
5b = aa 
7c — 2ab 


9d = 2ac + bb 

11e = 2ad + 2be 

13f = 2ae + 2bd + cc 

15g = 2af + 2be + 2cd 

17h = 2ag + 2bf + 2ce + dd 

19 — 2ah + 2bg + cf + 2de 

uff uff 

Folglich), wenn man- aus (3.) die Ausdrücke der. Eoefftcienten 
a, b, c, d, ... durch die Bernoullifchen Zahlen in diefe Glei— 
ungen feßt: 











1 

= 7.4 er 

= * 
= 

11B =7 254 — 

18 = 7 258 bb + DU BB 
BB BB 4 00 

ze BB ——— Br —— 

u. ſ. f. u ſJ. f⸗ 


Dieſe Relationen hat Euler gefunden (Inst. Cale. diff. T. IL. 
$8.138.). Andere Relationen könnte man aus der Gleichung 
tangx cotx —=1 finden, wobei wir jedoc) jeßt nicht länger ver= 
erg * dieſe Relationen nicht gerade von beſonderer Wichtig— 
eit ſind. BZ | 
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5 Aus den Gleichungen in (2) erhält man Kae: | 
oB 1: nn 
ad 36 a M 
23 2 3 
“ 22 Ir 1 
IT “ 
23. B 28 1 
; B RK 
nis Dr Wale pe pe An 
ı \ 
2 Ra RR | 
i3127731T2 
3 1 — 
om: td — 2 
U. 1.27, 4.58 
5 3 1 
—— „.2B ger 2048 
as RI ae Fer oe ee 21 ur 
N 5 3 1 
8 ar. „28 1 3 
aa BR a 07 a ol BE a an” 
3 1 
25 Hear IB RE A 
Ba ne er Ro 12.08.50 3% 12 
{ : I 
x BB 4 1 1 
IRRE ) 
5 3 TE | 
BE: An 1 1 1 3 
—— N RR En rn 


Man Fönnte — biefe n weiter gehen. Das Geſetz fü aber 4 


ſchon in die Augen. Es ift nämlich allgemein 








2n—t 2n—3 2u—5 3 
Q9m-1,B 92-3 ,B EN ar Ma-,B. 4 i 
TE ...n — J TE — —— 


2B 1 
TRers. (MA, Ba ce Road 


— es kommt nun darauf an, dieſes Geſetz allgemein zu be— 
weiſen. 


— 


Nach dem binomiſchen Lehrſatze iſt, wenn wir den mten Bi⸗ 
nominal⸗ Coeffteienten der nten Potenz in dieſem Artikel uͤber⸗ 


haupt dur) 2% ee 
ZEnkı 1 4 hi + 248 + ZB + Meer 
PR rar NER ** + Feet — 
IH HB + EB +... nn 2, 


x 
—— 
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Aber Fi —— 
2 1, a 4140 - 2413 
*— ER, 2 - 
a, dei 2chl; 
243 4 
RE da a —3 +4 =ı+1; 
Fr 
| en = =, da 34 a2 —iuH+l; 
—* HB HB, dee 
Alſo 


4 ni 
woraus leicht folgt: 





22 1 1 1 1 
1...(2+1)  1..@e+1) + ey T. 13+77 51 
= 1 1 





2* — + kr 2a" 
Ferner fey bie Summe der Reihe 


(<+1).1+ x. 24388 + ER. ** + (*222) + oe. 


.... +. 2 Eee +1. 8 Zu; 


fo erhält man durch Zerlegung der Binomial- Coefficiehten (ſ. 
dieſen Art. 5.): 


re). * a 
BR .+ Pe + 1.20 
Le. 2BH (1) BB + 2ER nn. 
I HER + 1ER 
= MEERE RR 
4 — 1A 
+x. Be). +2). 2 
LE 5 ei 
te eh. HB+ 2. 2. 
3, 8 — — 
BA — BD. HB. 
a + 8 
* — — — (3): —— ur Wi; 


} | EI + ν 


we Bernouliifche Zahlen. 


er HB: HB... 
an‘ 7 


£ «+4. S8 gi 2.24, 
Aber 
(2x—n+1). u + (ont). ve = @n+1). “HB +. 41 
zart 9. 4. 
Alſo 
sa (+1) [1 +2eHB AR PR +2 28 —E S ne 
u % * der oben gefundenen — ——— 
(2 1).20 
oder, wie man leicht findet: — 





(2x+1).2%__ @+1).1 + x — + 1.1, 
1..(22<+3) 1..(2x+3) ' 1..(2&+1)'1.2 '1.. N mem 
| 2 1 1 

— 7 — — Tr — 


Mittelſt der beiden Be me Summationen erpäle man 


nun nad) (2): 
2n—1 2n—3 21-5 : 

— * ib ZEN 
1..2n ° 1.(2n—2)"1..3 ' 1..2n9)1.,5 











B 1 .: n—1 sa 
—* —— oT rear Kae) 
2n—3 20-5 : 
gan. % RN a “Qi-5,B ı 24 
Bw: 7a 
\ 2B 220—2 _ @n-1). ‚23202 
ET DR RR — 1. re Er 
; 2n—1 h 
92n—1,B } { 
Re 
2n—3 { 
22n=3,B IA N 


|» 


Ba = —F 1.3 


— 1 
* 1.9 +7312 
an7 
HB 
Ras — IST ELIB 1.L 


% . 
. . . [3 . “ “ “ ® . . . . . . ® . . 











1 
n 1 1 ha 

alle — — «2n>3) 1. ats BR ri +7 ‚(2n- — a 
æ n-1 1 n-2 1 1 —E 
* Gnfı)t 1.1) '1.2* 1203) .(2n-3)"1. 1ar- er T..3'1.(2n yet 


Br Ze ee ne ee — 
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Denkt man fi) die einzelnen Producte wirklich entwicelt, 
und das Aggregat nad) den Vertifalveihen geordnet, und be— 
denft, daß. 
(Alps (Anz (12 = (IT ren 

it, fo erhellet augenblicklich, daß, wenn das bemerfte Gefeß bis 
n_—1 alg richtig angenonmen wird, diefes Gefeß auch für n 
gelten muß, woraus die Allgemeinheit deffelben folgt, da feine 
Nichtigkeit oben bis n = 3 beiwiefen worden iſt. Wir ha. 
ben demnach folgende merkwuͤrdige Relationen der Bernoullis 


fehen Zahlen: 





.2B 1 
0737 7T.3 
R 2B 1 2 
23,B 
= TE TET3 3 
5 3 ı 
SUB 2 Rt 28.1, 3 
Der Ara Nn2ıd 4.7 
ee ER er u Pe 
2’.B . 4 
a sit 148) 13,527.1.2°1..7 + 1..9 
u. ſ. f. — 


SM. f. meine Mathematischen Abhandlungen. Altona. 1822. 
8. 57— 60. Diefe Gleichungen führen 3. B. zur Summation 
der geraden reciprofen Potenzen der natürlichen Zahlen, worüber 
der Art, Cyklometrie in diefen Zufäßen zu vergleichen ift. 


| 6, Um num independente Ausdrücke der Bernoulliſchen Zah— 
fen zu erhalten, müffen wir von der Entwidelung der Junction 
h 
u eh—1 ’ 
wo e e die Bafis, der natürlichen Logarithmen bezeichnet, in ‚eine 
Reihe nach Potenzen von h ausgehen. Zu dem Ende feße man 
A a a EANEE E, Ne 


eh 


fo ift nach dem Taylorfchen Lehrſatze 


h 
1 on) eh —1 | 


b U De Ohn A 


wenn man nach der Differentiation h—=O ſetzt. Fuͤhrt man die 
Rechnung aus, fo erhält man alle Coefficienten = 8. Diefe 
Schwierigkeit hat Laplace auf folgende. finnreiche Weiſe ver- 
mieden (Lacroix Traite, T. III. p. 107.), Es if 
BR h — 0 3 
— (et _4)(eh +1) A — 1 f 





— 
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und z wenn man h=0 feötr offenbar: 


ph 
0 * — — are — 0" —— — A + | 
ee N Tr 
da beide Differentialquotienten refpective von ph und h sanz au 
gleiche Weiſe abhängen, ai — wenn man h= 0 
feßt. Setzt man nun PT g=n, fo wird, immer unter 
der» Vorausfegung, da man WR der Differentiation h=0 


feßt : 1 F 
h n = — | 
“ — Ze Ä 1 — 1 Pl 














BE ER 2 a u al Se 











e? we 
ha WERL cha —— oha 623 — 
0" h 
On 0 4 * — — a 
—— Ohn 2m ha) ° | 








wo num für h=0 das zweite e Glied diefer Gleichung nicht mehr 
3 wird. Geben mir 
h 
ze = h(eift)-t, | 
fo wird nadı dem Leibnigifchen Ausdruck für ein. befibiges gr 
vential eines Products (Differentialeehnung. 23.)2 




















nl + al (er +1. 50h HI Ale NT 
— + Zoe + N * On(eh+1)-1.h, 
ar — HAyet Aucıh 
nm — —-1 (on—i 
! Wr a Ze nrr n o(e a —— 
+ 2 Pre? oh s2@TN,, 
„ hr 9 
Weil man aber nad) " differentiirt, fo ift 
oh _ „. 0b — ER 
ie gern N 
Alfo 
On hleh 1-4 m Ontleh+ 2-1 * —— 
ch \ oOha-ı Oha, .., 1; 


und folglich), wenn man h=0 fegt: A 

Athen _ mtl 1m 1) m 

ER in NT oh. 
Demnach für h= 0: 
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n h : 5 1 
EP 
h» . on 2zu—1__ ,.Oha—ı ’ 
ee et 
— 1 eh +1 





— — — — 
Durch ſucceſſive Differentiation erhaͤlt man leicht: 

fe il 1 Bye@—Dh &B,e@—Db-B,etn—3h L,.. 4 Ba-ıeh 
er 2) ZUERZ 30877 75 BEE EETTET FTIBOE 
wo B,, B,, B,, .... Ba gewiſſe conftante. Eoefficienten be— 
Be welche num näher beitimme werden follen, Es iſt 
nämlih | Wanne 


(eh +1) = e-k(f-he-b)-) = ehren 4 ehe h...., 


er ann | en et Zul _ Ani eh} | (1ja-1, 

















oha2-ı 
und nad) dem Dbigen: | 
a ERDE = Bin Bud. + Baier. 
Dies giebt die Gleichung: | Be 


Ä — 
(ehr 1).| e-h_ 2n-ı e-2h 30-1 g-3h — Ani oma ] (—1)ja-1 
Gi =jBjea-ih + B,e@—2)h 4 B,eta—3h # ... #EBumiel , 


Entiviekelt man das Product auf der linfen Seite des Gleich- 
heitszeichens, nadydem man vorher (e! +1)" nad) dem binomi- 

ſchen Lehrfage in eine Reihe entwickelt hat; fo erhält man fo- 
gleich Folgende Ausdrücke: 


Be: 1.0—1)a-ı 
1 
B, = 317-1 | 
4 a 2 
B,= [set—ng.zm 4 pl ji 
“1 2 3 
B, — — [an — 18,32“ — Bl —1)n-1 
rg, 


Bao = lang (n—2)- 14.08 :20-1 EBEN Ne. 
Folglich, wenn wir überhaupt i 
E27} 


n 1 e 2 at 
Lr = an — (æ — Un LUHBe— 20... Zeh. HeHg 
ſetzen: 





et 


Folglich für h = 0: 
Supplem. zu Klügels Wörterb, I, E 


n=1 nl 2-1 ,. 
L,e@-1)h-L,e(a—2)b--L,e@—3)h =, 
4 -1ja-1 


n—1 n=1 
... -Lun...e?h “ (-I)r+ La-ı eh,(-1)" 
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n—1 n—1 2—1 2-1 ® x 


ee" ——L,+1l3—L,+.. 
Oh2—1 In — EI 1) I, Ce » | ’ 
und demnach nad) dem Dbigen: | — 


n—1 n—1 n—1 a % 
(—1)n — +L,-L+.. } 








mE. nr een 
Hierdurch iſt alfo ein allgemeiner imdependenter Ausdruck eines 
jeden Eoefficienten in der Entwidelung von ® 
h | 
et—1 





gefunden, 
7. Bir wollen nun aud) 
p—1 
i p—eh : 
wo p eine willführliche conftante Größe bezeichnet, in eine Reihe 
nach Potenzen von h entwiceln. Für h=0 if 
SH p—i _p-1 
pe pi 
Deshalb fee man 3 


—— —1402 + Re For. ee, 


fo ift 


/ 








=1. 


— 











wenn man nach der Differentiation h= 0 ſetzt, oder unter der—⸗ 
ſelben Vorausſetzung: * 














di ar p—1  Mlp—eh)-! 
TB Oh» h 
‚Entwickelt man die Differentialquotienten, fo erhält man: 
Olp—eh)-i eh ; > 
oh 7 (p—eh)? 
0?(p—eh)-1 _ peb +e?:h 
© Oh? (pe 
92 (p RUN eh)—1 iR p’eh--L4peth e?h 
— pe 
tar 0 ER uff 


und überzeugt ſich ohne alle Schwierigkeit, daß allgemein 
 On(p— eh)—1 D,pa—teh 4 D,pn-2e?h 4· + D.—ıpela—dh + Denk 
ohn Kr (p — eh )aHı 

ift, wo wieder D,, D,, D,, ... Dn gewiffe conftante Coeffi- 
cienten find, welche wir nun näher beitimmen wollen, . Es ift 
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} e:h eh 


* AR 1 eh  e:h 
a ee 


woraus man durch ſucceſſive Differentiation ei findet: 


cu PB el e?h e3h 2 
tn rn tree 7* +. 


Dies mit dem Dbigen verglichen, giebt die er 
BD, 2 * D el * + .... + Duett 
— * + 2u Sr —* Au, * + Är 
P = ers + Hp ihn pr-2esh +, 


er ee 48 Grm. ri ale 
= pu-ich + RER + BER + Anpn—seih L ... 
—8 pr? ih mt „u pr? eh —uHiB „Bnpn-terh — 
+ +3 pr-3 eih + ; 8. Zupn-teih +... 
a nH5B put g4h — 


woraus man * Vergleichung der einzelnen Glieder erhaͤlt: 


Del = L; 
D, = mung -L, 
D, = at. pa | =L, 
D, = Bat 30 poHB 20 at FR 


1 2 22 n—1 n 
a = m _aHB (n1)n + EHB (na. Zah tel. 
Folglich 


O2 (ꝓ — L ‚prteh + L „pr2e’h+ J pr3esh +... 4 * enh 








Oha * (p — eh jet 


| und fir h=0: 


n na nn 
Or pi TEL prä. Im 
ae Te 


Alfo = 

LL ‚pet 4 L. „pr? + * p4. — p+L, 
1.2.3.4....n(p—1j 7 ! 

In der Entwickelung von 





G = 





a (e-ehm 


E2 
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ift der Coefficient des allgemeinen Gliedes 
ER J 
=. 


Der ſpecielle galt, wenn p=1 it, bat ſchon in * ) fie er 
fedigung erhalten. 


8 Merkwuͤrdig — — iſt die Relation | 


——— 
welche gewoͤhnlich aus ie Theorie der J hergeleitet 


wird (Lavroix Traite. T. HI. p. 110.). Scherf bat in 


Crelle’s Journal. IV. 3. 8.302, folgenden eleganten Bes 
gegeben, Es war nad) dem Dbigen 


Fa =1r6 — Hab ttl LET 4 
wo 
L,p=- +L, Pitt, Pt: — 











| Sett man — > für p, fo wird | 
Ei =41-p-+p BR 4 
— A N: 1— peh p—e-h 


pP ; 2 
4 p+p[1 Ch + Gh? —Gh° +... + Ghr.(1)8 5. h 


= 1— pC,h + pC,h? wg pC;h® + N + pCah2,.(— 1)» .. 3 
zi+ChrCh +0; +... laht hen 
ö k 


Ca = pq. 
; n-1 n n-2 n ne 
(4) +L, (#) 4J 1, (4) — alt) ri 
ei p P pP 
. 1.2.34 1) 
- pP — 


n nn 
_ pi, +L,p+L,p° +... + Incıpsm®+L.pamt} 
1.2.3.4. —— 








n 
piL,+L,p+L.p? +... + Imcıpn=2 + La pam} 








i,2;3. .n(p—1)n(—1)r f i 
pfL, +L,p-+L,p? +... an. ie. 
1.2.3.4. En 


— man dies nun mit der Sleichung: 
c3 PCa(—1)° 





_ pl, pt +L, pr-2+L, pr. ee 1a , 
1.2.3.4...n(p—1)r 
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fo. erhält man für jedes p: | 


J 4 L.p + L,p? tr..:+ Lazıpa=2 + di 
= L, put + L,pe2 + L,pes +, +bo-ptl. 
Alſo, weil dieſe Gleichung F * p site: 


ee 

n m, 

L, — Lu=t 

n n r 

L,;, = Lu- 

2 n 

Li L, 

— * 
— Lu =L, 
ui BER: 

4 — 


Man ſchließt hieraus leicht, daß der durch A. —I Coeffi⸗ 
cient in (6,) —=O iſt, wenn n ungerade und >1 if. 


9, Aus dem DBisherigen läßt fi nun ein independenter 
Ausdruck der Bernoullifchen Zahlen ableiten. ‘Es ift nämlich 


— (Differentialformeln. III.), wenn wie Y—1 = i feßen: 





eix — g-ix . eix + e-ix 
sınx = —— — eos x = 2 ; 
1 eix— e-ix 1 ex —1: 
kangx = Tiere = Tegmer 
ut eix 21—2 1 2 
3 eati — 3 ei +1 


—T 

Setzen wir in (7.) 

p=-—-1,h=%; 

fo wird a | 

p—1 _ 2 RAT. 

p—eh " — 1-e?ix” e?ix +1 

Alſo iſt das allgemeine Glied der Entwicelung diefer gebrochenen 
Function nach Potenzen von Ax 


= 22 CO, in xa 9 





» 





wenn man p — —1 feßt, . — 
_ ———— Be ie Tu He —— 
1.2.3.4...n.(— 2)» i 
— ⏑— — Ha 





— 
Iſt nun n eine gerade Zahl, ſo iſt nach (8.) 


/ 


7 9. J 
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Lit = - Leib. — 
(13 - Le Isı 
r n 2 
I» (am ——— 
—— 
— In — In+t 





ee ei des Goefficienten in dem obigen allgemeinen Gliede 4 
iſt alfo 


ee 


= Let 4 De + LM + +, 


an 2 
n n iv 
- Int +..+ Ln—2 — nei +L « ; 
n 'n u ’ 
on L, + Ln-ı — L„-a +.. — L 
n * 
— ln Ten Fl, 


naͤmlich — 0, fo J man alfo für n bloß ungerade Anhen au \ 
ſetzen braucht. Alfo ift das allgemeine Gid — 
2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 


DL — L, Bu L, — — Lan—2 ES Lzn-ı BE } 3 * J 


RE ET — 
Aber wie man fic) leicht überzeugt: | 











a ® 
Alfo das allgemeine Glied — 
21 An—l An—i Lip 2n—1 2n—1 
AR L, —* L, , + L; u N Re Len-e Lan-1. ix2n—1 (—1)a-1 
1.2.3:4., —— 
An—1 an 2⸗1 2n—1 2n—1. 
Ben L, RT L, Bu L, ER TEN L2n—2 — La ei a Dr n 


1.2.3,.4,..(2n—1) 
Dbgleich die, gerade Potenzen von x ‚enthaltenden, Glieder ver⸗ 
ſchwinden, fo muß man doc) bemerfen, daß die in Rede — 
Function ein von x unabhaͤngiges Glied hat, welchyes-—= 1 ift, 


da fr x = 0 
2 


— * — 
iſt. Folglich iſt nach dem Obigen das allgemeine Glied der Ent- 
wickelung von tangx AR 





1 


" 





— * 2u⸗1 2n—1 en i 
u Te ce | 


und diefe Entwickelung enthält fein von x unabhängiges Glied 
mehr, wie ſich von felbft verfieht, und auc, aus dem Dbigen 
unmittelbar folgt, Nach (3,) it aber das allgemeine Glied der 
Entwickelung von tangx 





——— —— 
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2221 
— 





— T 8, 

folglich 

2u—1 2n(—1 1 (22—1 2n—1 2n—1 An—1 Anl 
u, L, — L, + L,; — 1 L2a-2 + Lau | . 


Die eingeflammerte Größe ift nad) (8.) 
2n21 2n—i 2n—i1 2n—1 2n—1 
BEL +L ee + 1 
2n—1 2n—1 2n—1 2n—i 
— Lnpı(—1)Jamt 4 ... + Den-3 — Lin-2 + Lan-ı 
2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 2n—i 
= L-L +L, —.. — In-ı(—1j1+ Lu(—1)a-1 
2n—1 2n—1 2n—1 n—1 


2 
+ L, re L, + L, as 1 — Ln—ı(— 1)! 








2n—1 2n—i 2n—1 2n—i1 2n—1 ‚ 
=21L, — L, + L u —— In—ı(— 1 )u=1 + 31.2 (— 1)a-t]. 
Alfo 
2n—1. Qn(—1)n—1 (2n—1 20—1 2n—1 2n—1 2n—1 
* = 1) L,—L, Du RER DR ak EI Vu 
oder auc) 
2n—1 On 2n—1. 2n—1 2n—1 . Int: ‘ 
Br 22n—1(2?n—1) La — Ln-ı + lna2—..+L,(—1 vl . 


Diefe merkwuͤrdigen Ausdrüce find zuerft von Laplace gefunz 
‚den worden, Einen andern Beweis habe ich in meinen Mathe- 
matischen Abhandlungen. S. 93. mit verfchiedenen andern Bee 
merfungen gegeben. Auch ſ. m. Lacroix Traite. T. ul. 
p- 112 — 114. 


Nach (6.) iſt 
1 


An= 


20-1 2n-1 2n—1 20—1 


L—L,;, +1, —...+ La-i - 





ne) 
Folglich, wie ſogleich erhellet: 








*F 
a a 171 Se 
Aber 
1, = iA, sl). 
Afo 
AR B B B 
— —— —— Be 4 AR 
a-TRTARTTEN — — —— 
Da nun 
Bo 
a Ey h? h3 





h 
it 
iſt, ſo ergiebt ſich leicht 


A=z1,A, =—-% 
Folglich 
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1 8 « $ ” 
NE h Re ; B 2 B 4 .B R & h 8 
TA ET 





= a R3 hr 9 
| 5 
Multiplicirt man nun auf beiden Seiten mit dem Nenner des 
legten Bruchs, fo erhält man die Gleihung: 
i= geht 
s | 
+ I rtje 








1 ı 4 
B. 1 1 — 

+ 3-5 
Kr 3 1 
| 


B-. 4 RU: IR 
ER tl 


3 1 . 
Ba 00 ee 3 h 
Ir 1.2 121.4117,3 3 
wi — 1 N 
5 | 
ME aa a EL NH ST —J s {h6 
* Is i.41.3112175 if 
5 3 1 
B.. RB. 4 BE 1 ‚fr 
#11.612 0 7.41.47121.6 1.7° 
7 5 3 
B Br —— BRr4 a 
28 rei strmnsie7 Tegel 
5 Fr 1 
TEE RR PS N np 1 
or Kran 6:7,411.31.60 121 311.9 # | 


Da diefe Gleihung für jedes h gilt, fo find alle Coefficienten 
—0. Gebt man die Eoefficienten der geraden Potenzen von 
h=0, fo erhält man wieder. die Gleichungen in (2.). Gebt 
man aber die Coefficienten der ungeraden Potenzen von h= 0, 
fo ergeben ſich nad) leichter Nechnung die folgenden neuen merk— 
würdigen Relationen: 


⸗ J 





1 
B 1 
*———— 
a 1 
a a EL 2 
— — — +17 53 
— ur B. 1 
— [| — — — * 
cſ 
a5 } — 
x 1 B 1 . 
— — — 2 — ee ——— 
u CE . U 1.2.0007 +7,38 
u. ſe J u. ſ. fı 








Bernoulliſche Zahlen. 73 
deren Gefeß fehr, feicht zu überfehen ift. Aus den Relationen in 


r 


(2.) folgt fehr leicht 





— 1 3 8 
7 1 ıB al RT 
— 91-447 772 1.5317.411.3.10,6 

u. ſ. f. u. fi 
Alfo auch x 
1 
B=1.2);.:| 
2 | 1 1 1%, 
—)!!— 

1 1/1 1 ERNR 
tale) 
7 1 1/1 1 1 i;ı 
3-18 tt) tt]. 

1:71 2 47:4 1 — dk: 

+73 rl 3)+73 13:+73(23*))) 
ſef uff 


Ur * [3 + + + - f 
Dies find die von Libri in Crelle’s Journal. B. VII. 
S. 62. gegebenen Ansdrüde, wobei man nur bemerfen muß, daß - 
0. a. ſ. in den dortigen Zeichen BB =B,=B, =... —=0, 


' " Li 3 
und, mit unfern Zeichen verglihen, BB =B, B = —B, 


B,=B,B,=—B, ... ik Auch iſt zu berüdfichtigen, 
daß allgemein a. a. O. 
— —— 1 x—1 
2 
if Libri Hält feinen Ausdruck für nen und nennt denſelben 
fogar une expression des nombres de Bernoulli plus 
complete et moins difficile a caleuler que toutes celles que 
Von connaissait jusqu’ à present. Man ficht aber aus dem \ 
Vorhergehenden, daß derfelbe nichts mehr und nichts weniger ift, 
als die längit bekannte in (2.) als Definition der Bernoullifchen 
Zahlen benußte Relation, noch dazu durchaus nicht. auf die 
einfachfte Weife ausgedrückt. 


10, Einen andern Ausdruck, durch welchen die Bernoulli= 
fhen Zahlen und die numerifchen Eoefficienten der Reihe, welche 
man durch Entivickelung der Sefante nad) den geraden Potenzen 
des Bogens erhält, zugleich dargefiellt werden, hat Scherf a. 











| 
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a. 9. ig einen eleganten Calcul bewieſen. Es by nämlich 
nad) (3 jet — 








is ee roh — Kris + — 
und folglich, * wir | 
N B 
B B. 
scx—=B+ Fr. —J Er 
feßen, nad) (Goniometrie. 48.) ie 
tang(4r + 3) = secx + tangx ‘ 
4 
22 — —V—— 
ed REN 


ein, s+z 3*4 
da offenbar B = 1 ift. Dat man ſich nun, für y — r, 
x , nad dem Taylorfhen Lehrſatze ———— ent⸗ 
Dickelt, ſo uͤberzeugt man ſich leicht, daß 

2n—1 2n O’n—ltangy an. 1 Oetangy‘" 


— am (in 1) oya-ı ehe ae y“ 


ift, wenn man nad) der Differentiation y — ra feßt, und daß 
oa or tangy 


es folglich bloß darauf ankommt, on zu finden. Nach i 
(9.) if we s 


; “ 1 el Hm—e-ic+) 1 edir—er?ik 
ang (y ie Geh) + e-ig+: Moe © T'eäy+ e-2iz ’ 


wo man den letzten Ausdruc erhält, wenn man, Zähler und 
des vorhergehenden Bruchs mit ei" multiplicirt. Alſo 
au 


—* 1 ei 
tang(y+x) = m 2e2iy 














eäiy + e-2ix 
Man feße nun in (7.) 
’ p=-er,h=— 2%, 
fo wird nad) (7.) 
{ p—1 a eäiy +1 





pa” eiy + e=2i* =1+ ZininC„aul—1), 


100 die Bedeutung des Summenzeichens Teicht erhellen wird, 
indem man dieſe Summe entwickelt, wenn man für m nach der 
Heide die ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4, 9, +++ +. ſetzt. 
Dividirt man auf beiden Seiten RR ET 4, und multis 
plicirt mit er, fo wird: 
eziy- u eäy ediy 
eiy Fee eir+i 


Solglih | | | 





N zanjnlyon—iyn . 





iſt: 


Cn 


u TE ie 
und nad) (8) 
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- + feiy—i Zei ; ER 
‚tang y+») -4+ SE 1 + geiy Fa | 
oder nach (9)- 


Er m geaiy | 
tang(y+ ») =tangy t 


Pe une ia Ga 1 Jr D 





Zn in Ca xn (⸗ 1 )u 


‚= tang y+ 


Alſo, weil — dem Zaylorfchen Lehrſatze 


Pr; Ontangy __ m 
ö tang(y+«) — tangy + = oya — —7 





Ontangy y 1.2.3...n .2Qnttinot(—1netiy,, 
— 2 eäiy+1 " 
Rad) (7.) iſt aber, wenn wir p = — e* feßen: 





. FE 5 e2(n-Niy — L,ea-9iy.—Ln_.ıeiy (-Na-1+L, Ep Ya-ı 
F — —— — 
ee⸗Hiy n Ft PR AR n > . 
— i e(n-iy—L,ela-3)iy +..4+ Lne-{n-Diy, an h 
Ein allgemeines Glied der ‚eingefchloffenen Reihe, welche wir 
durch BR bezeichnen wollen, ift 


| In eln-zrkiy (1 )r-i, 
Folglich ift nach dem Obigen 
Ontangy _ (—1)mHin—12n-HietnHiiy 
——— (eiy + 
eiy + e-iy) =(n»-1) 9 1 in⸗i 


* — — 
= (1)xꝓl in 2 | cos ya-+l 











Die Summe zweier vom erflen und fetten Gliede der. Reihe 


Rir=! glei, weit abftehender Glieder ift 


= ® ein-Ar+Niy .(—1)r1in-1 Bass e-tn-2rptiy (—1 Jar in-ı a 


Aber | ; 
— wo n— RER n—1 
(— 1)r=1 in-t — (+) : .(—1) 2 =(—1) ” (1)? = — 


n—1 hr n—1 -(n-2r-F1) ’ 
ı y 


L- = Ln-r-i. . 


_ Alfo die Summe zweier vom erſten und letzten Glicde gleich weit 
abſtehender Glieder h s gleich weit 


* 
—= 1, je(n-2riy in⸗2414 e-tn-2r-Niy j—la—2r-1) } > 


Nah dem Artikel Unmögliche Größe (28.) iſt für jedes ganze 


pofitive oder negative x: 
lognati = ini + ni. 


MR 
« 
x { MER 
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fa lies: DE 
i— efrit?eni 
Folglich, für jedes ganze pofitive oder negative E: — 
e eGni2*ai) 
und 
⸗eiy io .eiy — D— + et J— 
= 2cose(y+4r+ er) = 2eöse(In+ty). 2 


Demnach die Summe zweier gleich weit vom aten und J 
Gliede abſtehender Glieder 


= er cos(n—r+1)(irt y). 





Alfo 4 
Ria-ı = 2L, es (nam ty) + 2b, eos(m—3)(in+y) 
+ 2L, cos(n—S)(3ra+yY) +...» Ä : 


Wegen des letzten Gliedes find zwei Fälle zu unterf Elben. — 
naͤmlich n. eine gerade Zahl, fo it das letzte Glied ⸗ 





= * eos(!r+y). 


h 
Iſt aber n eine ungerade Zahl, fo ift die Summe der beiden 4 
legten Glieder te | 

‚bin 1yc2(4e+y) + Lirnzrs). ! 


Man kann jedoch beide Fälle in einen zufammenfaffen, wenn \ 
man die vereinigten Glieder wieder von einander treunt, indem | 
rang. wie leicht erhellet, 


YL, oos(n—1) (1 4) = L, cos (a1) Gr+y) + Di eos d-n)ga+y) 
2L,, cos (n—3) ({n-+y) = L, cos (n—-3) art) In-ıcos(-n) Ger) 
2L „.cos (n—5) ($r+-y) = L ; cos (n—5) (@n+ y)+ In cos(5-n) Gr+y) 
u. ſ. f. uff 

ift. Dies ‚giebt 
on Ontangy_ (—1)a+1 


— — L,cos@—1)Gr+y)+L, 008 (n—3) (ir +y) 


+ L, cos (n—5) (+7) 


+ I cos(1—n)(}r 4 
d. * 
ea. a 31,008 (n—2rH1) (rt) (fürs, 2, u m). 
In diefem Ausdrucke fege man nun, wie nach dem Dbigen ges 


fchehen muß, y = tr, fo iſt, weil eos y — und 











Br, —— FE 
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cos(n—?r+1)(gr +y) = cos(n - 2 41) 47 
= eos(n—2r+1)(m—in) = (— ee 
ift, tie leicht erhellen wird: ' 
n Be 
— —— — — —— — (Nerz=il} 2, 3; ...n) 
wobei zu bemerken, daß der Factor (NH offenbar. unter dag 
——— gebracht werden kann, und 
ra (ya 4 
in Alſo ift in der Entwicelung von tang (4 * 4x) der 
Coefſicient von x" 
Ontangy 1 
=, Oya, 1. 2.3...m.20 (fie y = An) 
—— —— am Zlreoss (n—2r41) (fer=1, 2,3,..n). 





= 





Ferner ift nach, dem Obigen 





2n—1 2n 2n—1 

B= gem Ta (für r=1, 2, 3,...2n—1) 
“ RN 

B= mopzleeotamrtnr (fie rt, 2, 4 2n)* 


Man kann aber dieſe beiden Formeln auf folgende Art auch in 
eine zuſammenfaſſen. Iſt namlich n eine ungerade Zahl, fo iſt 

der Coefficient von x” in der Entiwicelung von tang (ie + 4x) 
nad) bem Dbigen 


9 


_ _2mbi(2uht-1) 7 
1.2.3...n(n+1) 
ift aber n eine gerade Zahl, fo it diefer Eorffieient 


1 
=> . 


a hier”. 


2 


fo ift, wie Teiche erhellet, der allgemeine Ausdruck dieſes Coeffi— 
cienten 





Setzen wir nun 





2yn 2441 ) n 








1:2.3....n(»n +1) 
Folglich ift nad) dem Vorhergehenden allgemein: 
zntr (Amt —1)n 1 / 
— = TE TEE 
(für* = 1.2.3....n)% 
alfo IR 
B= Bine ni 31,.cos4(n—dr+1)n 





art) (n+1) art -y) 
(rt, 3, u) 


78 Bernoulliſche Bahlen 0. 


Dieſer Ausdruck giebt die nte Bernoulliſche Zahl, oder den 
nten Sekanten-Coefficienten, jenachdem nm ungerade, oder gerade 
ift. Da die Rechnung, durch welche man zu diefem allgemeinen 
Ausdruck gelangt, in mehr als einer Ruͤckſicht —— ſo 


haben wir ſie hier vollſtaͤndig mitgetheilt. Wir wollen nun noch 


* — Ausdruck für die nte Bernoulliſche Zahl ———— 
i J 


2n—1 * 7 
— 2n cost ee [x ——— — — 
ma)” 2a 


f 


Aber Ba 





—* .. + Lan—2 cos 4(2—n) zz > — cos 4Aa-n)a) 


Die eigetofen Reihe ift 
— jr cos!(n—1)r * Ku-ıcoe} tn) 
+ Tr cos4(n—?)n — cos+(2—n)z; 
—9 7— cost (n— -3) + La — @-n)r 


. ” “ . “ [2 . . * * ” 2 » 


* — 


+ Lu-3 cos?n — u c0.(-42) 
* — 2n—1 ’ 
2n—1 
+ Ln-ıcosiz + wre cos(—1n 
er 2n—1 
ny : 
de i. nach, (8.) und einem befannten goniometeifchen Sake Rn 
—— 2n—1 2n—1 an “ 
= In — —A cos} + 2lan—2 cos 37 + 2luns —* 23 F 
2n—1 


+ 21n-ı cosär+.. .+2L, cos+{n—2) x +: 2L, cost aM) 2. 


costz=0, cos!n=—1, cos3u=0, cos#n=1, 
fo wie 


—* n > Sk, KR NE 
cost (n—1)rx = cos 7 cosin + sin = sin = sinn 7E, 
n LEN A’, 

cos!(n—2)n = cos. 7 0083n + sinza singen = — cosy” 


n VER EN i IH 
cos4(n—A)r = cos" cosän + sin Zn sing = — sinn 
"a * Re 
cos!(n—4)n =.c08 7m cos 4” + sin 7 ein An ze. Or 
wir » 
os! / 5 — — ın 5 — sin — r 
cost(n—S)z = cos 7m cos gr + sin zn sinzn = 7* 
us f- uff 
Alfo obige Reihe 


— 


* 
"A a —— 


N SEE 7 EN 0 VE 
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. 2n—1 BF en 2 
5 En EN + 2Ln-s — 21.6 ».. 
VE Sa N A 2-1. ,.'ın 
we—2l,singn — 2L, cosyrn + 2L, sinn” 


nl. 2n—l 2n—1 . 2n—1 
la — WUn-2 + 2m — 2ln-5 + oe oo 
2n—1 2n—1 
mit der Bemerfung, daß man immer bloß bie 2L, oder 2L, geht. 
Unter derfelben Vorausſetzung ift alfo k 
zn 2n « $2n—1 - 2n—1 2n—1 Zn—1' 
B = u En — Ln—a + Ins — Ins +...» 


Fuͤr ein gerades m beſteht dieſe Reihe nur aus In, für ein uns 
Ferades nur aus I00 41) Gliedern, welches ein Vorzug der— 


felben vor dem immer aus n Gliedern beſtehenden in (9.) bes 
wieſenen Laplaceſchen Ausdruck iſt. 


11. In dem Artikel Umkehrung der Reihen (22.) iſt durch 
Umkehrung der Reihe | | 
> Artngg= x m - ai — at... 
ein independenter combinatorifcher Ausdruck: der Bernonflifchen ’ 
Zahlen gefunden worden, welchen wir hier nicht wiederholen. 
Durch Umkehrung anderer Reihen fann man andere ähnliche 
Ausprüce erhalten, worüber H. X Rothes Abhandlung: 
Nelationen der Localausdrüde von Potenzen be 
fonderermerfwärdiger Reiben in Hindenburge zwei— 
ter Sammlung combinatorifch - analytifcher Ab— 
% —— — Leipzig. 1800. ©. 306. ff. nachgeſehen wer- 
den fann, ; 


12. Den Thl. I. S. 254, mitgetheilten erften zwölf Ber: 
noulliſchen Zahlen füge ich hier noch die dreizehn folgenden bei, 
Bon der achtjehnten an find diefe Zahlen von Rothe berechnet. 

©. a. a. D. ©, 336. und Allgem, Literaturzeitung, 
März 1817, No. 63, 


25 8553103 














6 
“ J— 23749461029 
1% Br 870 
” — 8615841276005 *— 
Er 14322 
B 3} _ 7709321041217 
Bi 13:7 00 
ER 33 2577687858367 
Ba — 6 
J 26315271553053477373 
* 1919190 
2 2929993913841559 
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39 __ 261082718496449122051 | — 
13530 ————— 




















ai > 1520097643918070802691 2 

ER. 1806 4 — 

43 _ 27833269579301024235038 
9% 690 - £ 

* — — — 2 —— 
* 282 - J— J a 

Ai - 5609403368997817686249127547 3%. + ey 
6 46410 Me Te 5 

v 495057205241079648212477525° aaa N? 
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Die gemeinen — 9 der erſten achtzehn Bernoulliſchen 
Zahlen nah Eytelweins hoͤherer Analyſis. — 
1824. 1. ©. 488. | 


logB & 0,2218487406 _ 1 
. 1ogB — 0,5228787453 — 2 = 
h logB = 0,3767507096 — 2 | 
 1ogB = 0,5228787453 — 2 sl den 
| = .0,8794260688 — 2 — N 
1ogB = '0,4033154008 1 0 nal 
logB —  0,0669467896 — 
logB — 0,8507783387 
logB — 1,7401350433 
logB — 27235576597 
logB —= 3,7918359878 
logB = 4,9374188514 
logB = 6,1539724516 
logB = 7,4361345055 
logB = 8,7792940212 
logB — 10,1794459554 2 
log = = 11,6330790754 


log — 13,1370898829 
Noch f. m. Eytelwein Bergleichung der Differeng-Eoefficienten 
mit den Bernoullifchen Zahlen, Abhandlungen d. math. Klaffe der 
: Berliner Akademie. 181617, Berl. 1819, ©.28— 41. Dro- 
bisch Observationes analyticae. Lips. 1831. p. 16. 
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Berührung. Dieſer Artikel iſt beſtimmt, im Zuſammen⸗ 
hange eine allgemeine Theorie der Beruͤhrung der Curven von 
einfacher und doppelter Krümmung und der krummen Flaͤchen zu 
liefern, fo wie fie im diefem Wörterbuche noch nirgends gegeben 
worden iſt. 


IL Curven von einfaher Krümmung. 
‚1. Seyen ; 
BE IF, y)= fR,y)=0, . 
die Gleichungen zweier auf daffelbe Coordinatenfyftem bezogener 
Eurven in einer Ebene, Wir wollen feßen, dab diefelben die 


unfte 
* (x, y) und (x, ) 
mit einander gemein haben; fo ift 
Ä Er a 
Veraͤndert fih num x oder x um die beliebige Größe 4, fo 
find die Veränderungen von y und y nad) dem Zaylorfchen 
sehrfabe —— 7 7 
ey a —6 
AR Veoh Pr Ne 
way 41,0 2 „day 4 
—— 
Die der Abſciſſex + Z=x +L entfprechenden Ordinaten der 
beiden Eurven find | 
* 4 4y und y 4Ay 
Der Unterſchied dieſer beiden Ordinaten, welchen wir durch D 
bezeichnen wollen, iſt = y — Ay. Alſo nad) dem Obigen 
0y 6 — — — 
ap — 5 — Bo a Aa 
Se kleiner 4 wird, deſto Fleiner wird D. Zugleich fällt aber 
aud) fogleich in die Augen, daß, einerlei Grade der Kleinheit von 
- A vorausgefeßt, die Größe-D defto kleiner ſeyn wird, je mehr 
Glieder der obigen Reihe, für eine befondere. Befchaffenheit der 
in Rede fiehenden Eurven, vom Anfange an verfchiwinden. Man 
fieht alfo, daß die beiden Eurven in der Nähe des Punktes 
' .(K, y)=(X,y) 
ſich gewiffermaßen defto inniger an einander anfchließen, je mehr 
Glieder der obigen Neihe, in Bezug auf die befondere Befchaffen- 
heit der beiden Eurven, vom Anfange an verfchiwinden. Dies 
bat auf den folgenden wichtigen allgemeinen Begriff geführt: 
Man fagt, daß für zwei durch die Gleichungen 
ix,y)=0,f(aRd,y)=0 ; 
charakteriſirte Eurven in einer Ebene in dem Punfte 
| (x, y) * (x , ) 
Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. J. F 
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eine Beruͤhrung oder ein Contact der nten Ordnung 
wenn fuͤr — Rede ſtehenden Punkt * fe, 
öy Pr _ My 8 03 On Mo» 
nr meRm- 2 u \ 
ift. Der Punkt TR 
Kr)=@&,y) a 
heißt der Berührungspunft, 

Nach diefem allgemeinen Begriffe wollen ine: nun zu einer - 
nähern Betrachtung der Berührungen erſter und zweiter Ordnung 
übergehen, weil diefelben für die ganze Rathemaut von der 
größten Wichtigkeit find, 

2, Wenn ziwifchen den Bun die Gleihungen 

ix,y)=0, f(Xf,y)=o 
charafterificten Curven in dem Punkte 
| A a) 
eine Beruͤhrung erſter Ordnung Statt — ſo iſt 
Oy ii 





a 


ser. yays Der 37: ' 
Pan vente fich jeßt eine dritte durch die Gleichung 
f’(x", y’)=0 4 
—J irte beliebige Curve in derſelben ‚Ebene, welche durch ı 
den Punkt E 
(x, y) * (x, Y) { 
geht, ſo daß alſo i 
(Hy)=la,y)= (x, ) 
aber nicht 
a _oy _ 9%. 
Ki dr 


iſt. Sebt man den Unterſchied zwiſchen den Odinaten der bir 
den durch die Gleichungen 
f(x,y)=0, (a, y)=0 x 
charafterifivten Curven, welche den Abfeiffen 
s-41="+4 Aka 
entforehen, = D'; » ift ganz wie oben 


— ae 


und nach der —— nicht 
oy [23 * 


Weil aber 


iſtz ſo iſt nach (1.) 





* re 
— ——— 
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year a ya 
A: —— IH - * 1.23 
und aus der Vergleichung der beiden Ausdruͤcke von D und D’ 
geht augenblicklich hervor, daß man 4 rücjichtlic) feines abfo- 
luten Werthes immer fo flein nehmen kann, daß, ebenfalls in 
Bezug auf die abfoluten Deere. 

a * 


iſt. Man ſieht alſo, daß, wenn zwiſchen zwei beliebigen Curven 
in einer Ebene eine Berührung der erſten Ordnung Statt findet, 
in derfelben Ebene durch den Berührungspunft- feine dritte Curve 
gezogen werden kann, welche in der Nähe des Berührungspunftes 
ziwwifchen den beiden gegebenen Eurven liegt, und ſich alfo an die 
- eine oder die andere derfelben näher anfcyließt, als diefe beiden 
Eurven fich felbft an einander anfchließen. Daß Daffelbe auch 
für Berührungen höherer Grade Statt findet, erhellee leicht, und 
Tann auf ganz ähnliche Art bewiefen werden, 


3. Sey nun die Gleichung 
' f(x, y)=0 
einer Curve von einfacher Krümmung gegeben, und man fuche 
die Gleichung der geraden Finie in vderfelben Ebene, welche mit 
der gegebenen Eurve in dem Punkte (x, y) eine Berührung der 
erften Ordnung hat. 
- Die Gleichung der gefuchten geraden. Linie fey 


y=AY-+B. 
Die Bedingungen eines Contacts der erfien Ordnung find 
i ER oy' 
— 8—— 
Folglich 
y=Ax+B, 


und demnach durch Subtraction von der obigen. allgemeinen 
Gleichung der gefuchten berührenden Geraden 

j y-y=AlxX—x). 
Ferner ift 


Alſo if a; | 
Y-y=Ra-x) 


Will man die Abfeiffe des Durchſchnittspunktes der be- 
rührenden Geraden mit der Abfeiffenare haben; fo muß man iu 
obiger Gleichung y—=O feßen. Dies giebt fogleich 

xaex—y J 


F2 
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Nimmt man den Fußpunkt der Ordinate des Berührungspunfs 
tes als Anfang der Abfeiffen an; fo ift nad) dem Artifel Coor- 
dinate (4.) i. d 3. die Abfeiffe des im Rede fichenden Durch⸗ 
ſchnittspunktes glei) A 

“u rue 30x : Me 
WW ar © 
Nimmt man dagegen den in Mede flehenden Durchfchnittspunft 
ſelbſt als Are der Abfeiffen anz: fo ift die Abſciſſe des Fußpunktes 
* ah des Berührungspunftes nad) dem angeführten Arti— 
el glich ” ' 
gleich | iu 

oy Eu \ Ba ; 
Im Allgemeinen nennt man gewöhnlich den Abftand des Fuß— 
punftes der Drdinate des Berährungspunftes und des Durch» 
fchnittspunftes der berührenden Geraden mit der Abfeiffenare die 
Subtangente, und feßt gemeiniglich . RR 


x—- flo 


VOR 
Subtangente = — 


fo daß man alſo nach dem Vorhergehenden unter der Subtau⸗ 
gente eigentlich die Abfeiffe des Fußpunftes der Drdinate des ' 
Berührungspunftes, in Bezug auf den Durchfchnittspunft der 
berührenden Geraden mit der Are der Abfeiffen als Anfang der - 
Coordinaten, verſteht. Betrachtete man dagegen die Subtan- 








gente als Abfeiffe des Durchfchnittspunftes der berührenden Ge- 


raden mit der Abfeiffenare, in Bezug auf den Fußpunfe der 
Drdinate des Berührungspunftes als Anfang der Abfeiflen, fo 
müßte man | ' 

Subtangente = — x 
feßen, Wäre das Erfte nicht ſchon allgemein eingeführt, jo 
wuͤrde ſich der Verfaſſer diefer Zufägße, aus Teiche begreiflihen 
Gründen, für das Legtere erklären. Jeden Falls find aber 
die wenigen obigen Bemerkungen völlig. hinreichend, die von 
dem. fonft vielfach) verdienten v. Buffe in der Schrift: Fo 
mulae linearum Subtangentium ac Subnormalium explica- 
tae a. F. T. Busse. Lips. 1798. und in einigen neuen 
Schriften (namentlid) Formulae radii osculatoris, quoad va- 
lores earum positivos ac negativos diligentius explicatae, 
Dresd. 1825.) erhobenen Zweifel zu widerlegen. und in ihre wah— 
res Licht zu ſetzen. | 

5. Dezeichnet man den von der berührenden Geraden mit 
der Are der x eingefchloffenen Winfel durd) 9, indem man biefe 
Winkel von der Seite der pofitiven x nach der Seite der pofi- 
tiven y hin nimmt; fo ergiebt fich aus befannten Saͤtzen von 
der geraden Linie augenbliclich die Gleichung . — 

tangp = = (3.).. 


x, 
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6, Denkt man fi) durch den ———— auf die 
——— gerade Linie ein Perpendikel errichtet; ſo heißt dieſes 
Perpendikel die Normale, der gegebenen Curve. Für zwei auf 
einander ſenkrechte gerade Linien 
y=zAx+Bwy=Ax+B 
findet betauntlich immer die Gleichung 
1A =0 
Statt, It alſo 
en y Ax4 B 
—— der Normale; fo iſt, weil nach (3, ) 
— — 
die — der Beruͤhrenden iſt, Ban: 





oy Re... 2° 
Da bie Rormale durch den Beruͤhrungspunkt geht ſo iſt 
| y=Ax+B, 


woraus mite Subtraction DIRT 
y-y=Alx-x); 
alfo, wenn man für A den ——— Ausdruck ſetzt, 


| — y-1=- gar) 
bie Gleihuitg der Normale, 
Bill man den Durchſchnittspunkt der Normale mit der Are 


der x finden, fo muß man in diefee Gleihung y—=O feßen, 
Dadurch erhält man auf der Stelle 


* 


Nimmt man den Fußpunkt der Ordinate des Beruͤhrungspunktes 
als Aufang der Abſciſſen an; ſo iſt die Abſciſſe des Durch— 
ſchnittspunktes der Normale mit der Abſciſſenaxe nach dem Ar⸗ 
tikel Coordinate (4.) i. d. 3. gleich 

dy 

ox ” 

Diefe Größe heißt die Subnormale der —— Curve. 
Gemeiniglich verſteht man überhaupt unter der Subnormale den 
Abſtand des Fußpunftes der Ordinate des Berührungspunftes 

und des Durchfchnittspunftes der Normale mit der Abſciſſenaxe 
von einander, , Die nähere Beltimmung diefes Ausdrucks ergiebt - 
> fid) nun aber aus dem Dbigen unmittelbar. Würde der Durch- 
ſchnittspunkt der Normale mit der Are der Abfeiffen als Anfang 
derſelben angenommen; fo wiirde ia auf Ähnliche Art wie oben 
bei der Subtangente, 


Subnormale = — 


!"-xmy- 


yoy 
dx 


COX 
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erhalten, indem nun die Subnormale die Abſciſſe des Fußpunktes 


der Ordinate in Bezug auf den angenommenen Anfangspunkt 


waͤre. Hieraus ſieht man auch, daß, weil man gewoͤhnlich 
i _.yOx — 
Subtangente = >. & 
Subnotmale = * * nL. 


feßt, diefe Linien eigentlich nicht von einerlei Anfangspunfte aus 


genommen- werden, nnd daß es daher aud in Diefer Beziehung 


beffer und natürlicher wäre, | 
BR. > 
— = y 


oO. 
Subnormale = = 


zu feßen, indem dann die Subtangente and Gubnormale die 
Abſciſſen der Durchfchnittspunfte der Berührenden und der Nor- 


male mit der Are der Abfeiffen find, wenn man den Fußpunft 
der Drdinate des Berihrungspunftes als Anfang der - Abfeiffen 7 


annimmt, aRL R 

Fragt man nad) der Fänge des zivifchen dem Beruͤhrungs⸗ 
punfte und ihrem Dürchfchnittspunfte mit der Are der Abfeiffen 
liegenden Stüds der Normale; fo fällt fogleicy in die Augen, 
daß, unter diefer Borausfeßung, - 


Kormale = y r: 2 ( F J r 
iſt. Eben ſo iſt, in Bezug auf das zwiſchen dem Beruͤhrungs⸗ 


punkte und ihrem Durchſchnittspunkte mit der Abſciſſenaxe lie— 
gende Stuͤck der Beruͤhrenden oder Tangente, offenbar 


Tangente = y r: — (5) . 


7. Da es ung in diefem Artikel hauptfächlich nur um die, 


allgemeinen Formeln zu thun ift; fo mag für die Anwendung der 
gefundenen Formeln die Ellipfe als einziges Beiſpiel genügen, 
Sind a, b die große und kleine Halbare einer Ellipſe; fo iſt 
ihre einfachfte Gleichung befanntlich Du 


i x\2 y — 
ION Ba 
Durch Differentiation ergiebt ſich 
x y RER DE 
Alfo find die Gleichungen der Berührenden und der Normale 





— PERS > 


De 
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b’x , 
— ar, 


ner immer a?y?2 + b’x? = a2b? 
iſt, die Gleichung der Beruͤhrenden auch 
— a?yy’ + b?:xx = a?b? ’ 
oder 


BRNO Yen 
— 
rt 


& + I — 
Fir einen Kreis, deſſen Halbmeſſer Ser it, fa=ı=r; _ 
alſo ar 3 i 
; xx’ + yy = r? \ 
die Gleihung der Berührenden, und 
BE, } yz=xy 
die Gleihung der Normale, welche folglid) immer durch den 
- Anfang der Coordinaten, d. i. durch den Mittelpunkt des Kreifes 
geht, oder ein Halbmeſſer deſſelben iſt. 
8. Die allgemeinen Gleichungen der Berührenden und der 
- Normale laffen ſich leicht noch auf einen andern Ausdruck brin- . 
gen, welcher in vielen Fällen in der Anwendung vorzuͤglich be= 
e. if. Segen wir nämlid die Function f(x, yJ)=S; 
o iſt 
s=0 


die Gleichung der gegebenen Curve. Differentürt man diefe Glei- 
hung, fo erhält man die Gleichung 
85 , 08 dy _ 0 
KTyaTı 
os 08 
x und * 


bekanntlich partielle Differentiale der Function S find. Aug die 
fer. Gleichung ergiebt ſich ' | 2 


wo 


os 
öy _ _-_dx 
FB RT ER 
A F 
Folglich find nad) 6) und. (6.) die Gleichungen der Berühren- 
den und der Normäle refpective: — 


J 08 * 
(x -2)z + (y 5 =D ; 

‚ os R 08 { 
(x — —.(y — *— —X 


x — Fa ihre. Symmetrie empfehlen fich dieſe beiden Gleichun⸗ 
gen ſehr. 


” 2 
rer 
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9. Set mas at bie durch die Gleichung 
—JJ— — 4 
PR. — eine Derhipetnbe ziehen, welche zugleich durch den 


gegebenen Punkt (a, b) geht; fo muß man die Coordinaten x, 
y des ——— — ee aus ben Gleichungen 


s=0, (a x)& + 0-95 =0 a. > 
beftimmen. N 


Soll man an die. gegebene — eine ——— ziehen, 
welche mit einer beliebigen durch die Gleichung 


242 ie 
a geraden Linie —* ift; — iſt, weii 


et 3 20 


"die allgemeine Gleichung der Berxuͤhrenden iſt, nach vichuen 
Elementarſaͤtzen der analytiſchen Geometrie 


+ N 
de i. — 


Aus dieſer Gleichung, verbunden mit der Gleichung 
5:29 r) ! 3 
müffen die Coordinaten x, y des Beruͤhrungspunktes beftimme 
werden. j 
Soll man eine gerade Linie ziehen, welche, zwei durch ze 1 
Gleichungen | | 
; 8*0, 8* =0, 
oder 

2,20; X, N) >% , 

gegebene Eurven zugleich berührt; fo feyen (X, y) und &,N. 
die beiden Berührungspunfte, Man hat alfo folgende zwei 
Gleichungen der N FEINE " dem Ber 


(« nn +(y -n5 


ER Sn, ns =0. 


Da nun diefe beiden — welche ſich leicht auf die 
‚Formen | 














a 








va, &t5 
‚or ost Par, 
\ Erz 0, . 
ds’ os, os 
ee et 
PER Srcuurhge 7-06 — 
; 7 — 


bringen laſſen, ein und derſelben geraden Linie entſprechen; ſo iſt 
os s 08 08: 08 05’ 
a OR te rt Tor 








as 235° 05 FR 
ii. DE, 0X 0 X 
DE 1. | 
3 os os © "95 RR 
BR ya 
— oe. 
EM? X ar — — 
Aus dieſen beiden Gleichungen, verbunden mit den Gleichungen 
830 8—0 


muͤſſen die Coordinaten x, y und X, y der Beruͤhrungspunkte 
beſtimmt werden, VB: 
10, Gehen wir num. ferner zu der, Beſtimmung eines Krei- 
ſes über, welcher mit der durch die Öleihung 
fx,y)=S=0 
gegebenen Curve in dem Punkte (x, y) eine Berührung erfler 
‚Drdnung. hat. Iſt g, der Halbmeſſer diefes Kreiſes; ſo iſt, 
wenn, 8 die Evordinaten, feines Mittelpunktes bezeichnen, _ 
F —** +y-p)’=.e PART 
die Gleichung deſſelben. Man muß nun a, PB, E zu beftimmen 
fuchen. Aus vorftehender Gleichung ergiebt fi) mittel Diffes 
tentiation augenblicklich) 
Xu 
— 


8 
Im Beruͤhrungspunkte iſt nach (2.) 


Alſo 


— Ferner iſt auch 


Alſo (-e”’ + y-M’=e. 
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woraus leicht 





Zar. De 
er gr FR 

| Ne.) ri ER RA 4, 
ee "dx Fe - -£ a — 
x+ — 2y P=Y — 


Hierdurch find alfo die Coordinaten &, 6 des Mittelpunkts des 
gefuchten Kreifes beftimmt, wenn g gegeben ift. Zur Beltim- 
mung der drei Größen @, ß, E reichen aber die obigen Bedin- 
gungen nicht hin, woraus man fieht, daß die Aufgabe, einen 
Kreis zu befchreiben, swelcher in dent gegebenen Punkte (x, y) 
mit einer gegebenen Curve eine Berührung erſter Ordnung hat, 
eine unbeftimmte Aufgabe ift, indem g wilführli angenommen 
werden kann. Weil nach dem Dbigen 


x +y-NY=0, 





x ⸗ — —— 0, 
oder Ä F 
PR 


ift; fo folgt aus (6.), daß die Normale der gegebenen Curve 
in dem gegebenen Punkte (x, y) ver ont Ort der Mit- 
telpunfte aller Kreife ift, welche in diefem Punkte mit der gege- 
benen Curve weine Berührung erfter Drdbnung haben. 
Wegen ‘der Unbeftimmtheit der fo eben behandelten Aufgabe 
wollen wir nun den Kreis zu beftimmen ſuchen, welcher mit 
einer gegebenen Curve in einem gegebenen Punkte eine Berührung 
zweiter Ordnung hat, weil’ nad) ‚dem Dbigen in diefem Sale 
noch die Erfüllung einer neuen Bedingung erfordert, die Beftim- 
mung des dritten der drei Elemente a, 8, 6 alfo offenbar moͤg⸗ 
li) feyn wird, x \ Re 


11. Im Falle seiner Berührung zweiter Ordnung iſt naͤm⸗ 
li), wenn wieder : 
(Key =? 
die Gleichung des gefuchten Kreiſes iſt, 


; ö ö a A 
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Differentüict man nun die obige Gleichung zwei Dat; fo er 
haͤlt man 


N 


ren, 


146 ——— 


*5 nach dem Obigen 
x—cH+ v-D = = 


+(&) — 


146 9 


\seo=- vn IA - 


Beiglih 





—* 

———— 

— 2y ’ 
I 0 | Ox? 





MDR 
ae 
* * 


wodurch die Coordinaten des Mittelpunktes des geſuchten Kreiſes 
vollſtaͤndig und ohne alle Zweideutigkeit —— ſind. Daß die 
Differentialquotienten 


0 0? 
= und um 


immer aus der Gleichung ir 
: fx, y)=S5S=0 
beſtimmt werden müffen, verfteht fich) nach dem Obigen von elbf, 
Es iſt nun bloß noch) übrig E zu beftimmen. 
Zu dem Ende hat man 
Ger Free. 
Folglich, wein man die gefundenen Ausdrücke von x — c und 
6 in dieſe Gleichung fegt: 


———— 
"a. 09 


y 
x? 





| durch 


\ 
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— — —— + MO, 





fest, Ai \ 
US PIIPPFTTE 1+p? _ _(4+Pp?) 
—A a rief Kite a, le som 


ift Lage und Größe des gefuchten Kreifes vollſtaͤndig beftimmt. 
Man nennt diefen Kreis, welcher mie der gegebenen Curve in 
dem Punkte (x, y) eine Krümmung zweiter Ordnung hat, den 
Kruͤmmungskreis der Curve in. diefem Punkte, und feinen 7 
Nadius den Krümmungshalbmeffer. Der Grund diefer ” 
Denennungen wird leicht erhellen, Weil nämlich der in Nede | 
fiehende Kreis in dem Punkte (x, y) fich fehr eng an die Curve ° 
"anfchließt, : fo fann man fich offenbar durch diefen Kreis ihre 
Kruͤmmung in dem Punkte (x, y) dargeſtellt denken. Duch 
die oben ‚gefundenen Ausdrücke der Coordinaten des Mittelpunfts 
des Krummungsfreifes ift die Lage deffelben vollftändig beftimmt, fo H 
daß es alfo nicht nöthigift, wie dies fonft wohl gefchieht, eine be- 
fondere Beftimmung wegen des Vorzeicheng des Krümmungshalb- 
meſſers zu geben, indem es bloß auf die abfolute Größe deffelben an= 
fommt, wenn man nur die Lage des Mittelpunftes des Krum- 
mungsfreifes, wie dies bier der Fall iſt, völlig genau kennt. 
. Gewöhnlich, feßt man ' 


Eee 





— — —— 





———— 
p 
wovon der Grund folgender iſt. Man iſt nämlich uͤbereingekom⸗ 
men, den Kruͤmmungshalbmeſſer in einen Punkte, deſſen Drdi- 
nate pofitiv, und in deffen Nähe die Curve gegen die Abfeiffen- 
are concav ift, als poſitiv zu betrachten. In dieſem Falle ift 
aber, wie in dem Artifel Concav und Conver (10.) gezeigte 


worden iſt, 3 Negativ. Damit nung pofitis werde, fchreibt 


man der Formel dag negative Zeichen vor. Jedoch fiheint dies 
eine uͤberfluͤſſige, allgemeine Rechnungen nur erfchiwerende ‚Weit- 

läufigfeit zu feyn, weshalb wir in diefem Artikel, darin mehren’ 
neuern, vorzüglich franzöfifchen, Schriftftellern folgend, der allgemei= 
nen Formel für E ihre pofitive Form gelaffen haben, welches darauf | 
hinaus fonımt, daß nun der Krümmungshalbmefler in einem Punkte, | 
defien Ordinate pofitiv, und in deffen Nähe die Curve gegen die Ab⸗ 

feiffenare concav ift, ſich negativ ergiebt, welches, wie es uns " 
Scheint, fein Uebelftand ift, da es ja überhaupt, wie wir ſchon 
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in bemerft PR bloß eigentlich auf die abſolute Groͤße des 
Kruͤmmungshalbmeſſers ankommt. Man kann den gefundenen 
Formeln, namentlich der Formel fuͤr den Kruͤmmungshalbmeſſer, 
verfchiedene Geſtalten geben, von denen wir jetzt die WAREN 
durchgehen wollen. 


12, Differentiirt man die Gleichung 
fx,y)=5=0 


| zwei Dal nach) N fo Ki man: 





arm =0, 
0?8 028 8 

Es ante trn=0: 

Alto 
88 * ee 908 es 828 , 2S Z/OSN? 
2 OR Oy For; Deoy oy?'\ 0x 

Be En Os » 
5 AED Ä 


and hieraus mittelft * ) leicht: 


+] 


—— — — 8 (as? ® 
(5 DIN — 0x 


IE +@ \ 


#=37- 208.8 —— 
el — * —— 3) 


6 6 


ET 028 ee 05 085 8:8 0°5 5) 














aa \0y) TOR a dry Toy 
* auch, da es nur auf den abſoluten — von o ankommt, 
1%) — 
sn» OS\? 
.(E- 908 a 028 — 
J ed 5 — — —* 


Vor andern einfachern Formeln empfehlen fich dieſe Ausdruͤcke 
ſehr durch ihre Symmetrie, und find auch häufig in der Anz 
wendung befonders bequem. 


2 13. Am Vorhergehenden tft überall Ox als conftant be⸗ 
trachtet worden. Sind aber x und y beide von einer beliebigen 
neuen veränderlichen Größe abhängig; fo. muß man, indem fich 
nun alle Differentiale von x und y auf diefe neue veraͤnderliche 
Groͤße beziehen, fuͤr 


J 
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a. dy 
Zu un m 
in obigen Formeln überall vefpective 
Oo .... 0y. öy 0?x- 
a ae ne Ft 

fetsen, wie in dem Artifel Veränderung der unabhängi- 
gen veränderlichen Größe (1.) ausführlich gezeigte worden 
if. Dadurch erhält man aus (11.) —_ a 
(0x? +dy?)dy 
Kay oro=’,. 0 
Ai (dx? +Ay?) x 4 
Pay a — or’ a. 

_ för Höyy | 
*  Ox0?y — Oyo?x’ 
wo ſich nun, tie fchon erinnert, alle Differentiale von x uud 
y auf eine neue beliebige veränderlihe Größe beziehen, deren 
Differential als conftant zu betrachten if. DBezeichnen wir den 
dem Punfte (x, y) als feinem Endpunfte entfprechenden Bogen 
der gegebenen Curve durch s; fo ift befanntli E 3 

05? = 0x? + 07? . 

uch: f 
—— — — Oyd’x’ 

Be er Os? Ox 
Pat or’ 

* 0s3 
e — Orr" 


'Ox0?y — Oy0?x u (2) = — 6 — 


iſt; ſo kann man die vorhergehenden Gleichungen auch auf fol 
gende Art ausdrücen: | a ® * | N 








Alfo 











Weil 


oder 











Ferner folgt aus Fa 
Ös2 = Ox2 + 0y2 
augenblicklic) Wis 
| Alfo oõs 0°8 = Axö:x + dyöiys 
| 0.0(2) = Osötx = Oxd?s 
—* ds? d?x — dx? 0?x — dxAyo?y 
ER ‚Os 
. RAN Oy(loxd?:y — Iyd?x) 
v 8 
00.0(5,) = dsd?y — Oyö?s 
_ Be day — röydix - Ayrary 
‚08 
2 Ox(Oxdty — dyd?x) 
0s3 Ö — 
0x 0?y —0y0?x a * 3 * * 
— 


Folglich 




















— = 
05.0 (5) 
EIER dx? 
Endlich ift auch 5 
&x (5) — Oxd2s — Osö%x 


_ Rx + —— — — 
os 
BR Oy(dxd?y — Oyö?x) 
’ 


os i 








————— Mae 
a) al 


Oy 





Ox 
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. 
? 
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öy?. (5; * * — — Ösö?y 


—— + dy20?y — Os? 0°y 
os 
:% Ox (0x 0?y _ yo) 


08 ; 


va 
’ 











oder 
Osox. ._ ende 
ae=x.k Pe 
J— ara), 


14. Für polare Coordinaten hat man, wenn der Anfang 
‚der rechtivinfligen Coordinaten ald Pol angenommen wird ‚ wie 
ſogleich erhellet, 
xercösp, y- =rsing. e E 
p und r find die polaren Coordinaten ‚und r begeichnet immer. F 
den Radius vector. Alfo | 
Ox = cospdr — rsinydy, Oy = singdr + roosp Ay; 3 
RN Or 
dy _singört rcospyog _ "°P + ** 
x c——— 





— 





rsin —- — 2 
Hieraus folgt ferner 


(&) 42) — 











Te I 
Aber | | | 
& — ist — co: 5%) . 

⸗ J 
—9* gr * 
(6 Oz: Een EN — 2* 

Op 08. Irsinp — oh i 
Auch ift 


a Rs) | 


R Ar: 
rsing — cosp er 























"Berti. 0: 

ws rcos —— Be ee iu 
er — >) uam 
& — *6 3.48 
; X 


sr iſt Op als conſtant betrachtet worden. Soll dies nicht der 
Fall 19 ſo muß man nad) (13.) für == 


veipective . midi warb er 
eb : j Ör. ?2r Or 0°p 


ſetzen, wodurch man mr 
. dr} x? 092) 
er * 20r?0 er _ 70:70 +ror0p’ 











oder 
j AR RT. B S⸗ — 
—5 2 = vor, Rue *4 
3— ar. + ir J 


r 09° +20 ron. (5 


Auch erhellet leicht, daß 
8* ‚ar * — * Ort + * pr 








if, Alfo iſt —* 
Ass , 

Ay Bus 7 

h 2? 09° ++ 2ör 09 dh rör. ge 2 
gr — * 83 

5 ni: 09 + 2ör dp _ .rögp* 25 


Noch einfacher kann man dieſe Formeln auf folgende Art aus— 


J druͤcken. Es iſt naͤmlich 

ta 220° + 207 0p — rö?rip + rörd?’p R 

% = (Or? + 1720p? )Op + xdr0?p + Or?ip —a0?r ep . 
kr + ra Jon NEE Orr — 30x”) 


= Ost öp + Orr .0 (DE) = ön — 65 | 
G 





Supplem. zu Kr Wörterb, 1. 


“ . Berner. ift 


ae | Berührung. 


ve 


























I Ne 1 
Een? We er. #7 
E ’ h 0s2 dp + 022.0. (52) 082 dp —r? dp (5, 
Auch i = 
050? = drö?r + r2dpd?p + rdr0p? . 
Alfo ae 
örr.0(06) = Oratı — Aräte N — 
G Or? ö?r + r?öröp . * rör? dp? — — 
—— drdp d?p + rOr? F — r2 ——— — 
Ös * 
—— in 
= Ös N BE. 
Osdr? .o (& Eur — | 
* = ör Op — rö?rdp + esse, Ba i J 1 
Solglich "des a x on 4 ; a : 
; 882.0 (°) - Ei : 
ne 
se PN 





& rõs dp? + r2.0 (2) 





- Bei der Entwickelung von g nach diefer Formel brau dt man 2° M 
nicht zu kennen. Auf ganz ähnliche Art ift 


0m 0(5) = drörr — Oröre an: | 
0 roter dp — rötrdp + rörd2p | 
— — * 


os 





ee Ir dp — rd + ror dp i 








r 
Solglich 
. 6 rt Os Br 
NE or 
0s’.0 
——— 
di * 
Be * rdsdp 





% ; — Aug 





Be 


: Berähting. A 99 


an —* = sd (rdp) — röpdts 
_ ds: (rdp) _ —— —r0— ———— 
os 





0 SER + ror? ER — rer dr öp — r?dr dp? 
08 
— dp + rör? ö?p — — 
‚ds 








a 22) ee ehe 
Be 5 a) di ee rind. 

















Pe 
| | — — 
— 08? dp + x 
BRD N 
N — ds Or 
or õꝙ +0s.0 
Enlich iſt auch Mn h 


* RARAR N — 082. (3) 
a ne + rer — SER 














E 0s 
— (ei | 
DRG FH 100 
Alfo 
: 0s3 
e— 
72050 — * 
os dp —.- 

| d. * 

rg Os?gr 





2 os 
| Be ⸗xeo⸗ 6 

Wir wollen die letzten ſechs Ausdruͤcke fuͤr ven —— 
meſſer hier noch ein Mal ——— Es war 





> ar ——— 
19 BR 05? 
— — 120 % ol 
x0s? dp. 
Br -+ör?. 2) 








= 





62 


100 ‚Berührung. 
Br — rös õꝙ 
rog —0s.0(7.) 
— ös or 
——— 
9 õs? Or 
ds dr dp — 77092. 9% 
Diefe Formeln find von Le Barbier in den Annales de Ma- 


them. T. XXI. 1831. p. 31. zuerſt, aber nicht vein analytifch, 
fondern durch geometrifche Betrachtungen mittelft des Unendlich⸗ 











Kleinen bewiefen worden, Hier find diefelben durch ganz allge : 


meine Nechnungen gefunden worden. 


15. Es ift in dieſem Artikel nicht unſere Abficht, die im 
Borhergehenden entwickelten Formeln auf viele fpecielle Fälle an= 
zuwenden. Jedoch tollen wir hier, um zu zeigen, wie be- 
quem nicht felten der Gebrauch der complicirt fheinenden Formeln 
in (8.) und (12.) ift, nod) die Berührende und die Lage und 
Größe des Krümmungskfreifes der Kegelfchnitte oder der. Linien 
der zweiten Ordnung -mittelft. jener, Formeln beftimmen, Die 


allgemeine Gleichung der Linien der. zweiten Ordnung: if 

‚Ax® + By? + 2Cxy + 2Dx >F2Ey HF =0; 
folglich) 

S = Ax? + By? + 2Cxy + 2Dx H2Ey HF. 

Alfo * * — 

„= ?2(&&+0y+D), 3 2(By+Cx+E); 

028, |), Wa, 
Zu mA, Ds 73 =. DB. 


Folglich find nad) (8.) die Gleichungen der Berührenden und der | 


Normale jeder Linie der zweiten Ordnung: 
 (Ax#Cy+D)(X —x) + (By+ x+EKY-y)=0, 
(By-FOx+E)(x—x) & (Axtoy+HD)(y-y)=0. 
Die Gleichung der Berührenden wird nach leichter Rechnung 


(Ax+Cy+D)x + (By+Cx+E)y — 


— Ax? — By? — 20xy — Dx — Ey 
und folglich, wenn man die Gleichung 


Ax? + By? 420xy + 2Dx H2Ey- F=0 
addirt: 


(Ax+Cy+D)x + (By+Cx+E)y + (DstEy+F)=0. » 


Fuͤr die. Coordinaten des Mittelpunfts des Krümmungsfreifes 
- and fir den Kruͤmmungshalbmeſſer erhält man aus (12), wenn 


man für leßtern den unter pofltiver Form dargeftellten Ausdruck | 


8; nimmt..." 


2% 





® 














vO—=X 


4* 
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— dx Gy +DYfCAx+Oy+DJ%HByHCx+E)?] 
TFT AMBy+Oox+E)?—2G(Ax+Cy+D)By+Cx+E)+B(Ax+Cy+D)? 
_ By+Cx+E)f{Ax+Cy+DW+(By-+HCx+E)?! 








BF YTKByFCx+E)?—2C(AxFCyF+D)(By-FCxFE)+B(Ax+Cy+D)? 


— — J 
— — 
Den gemeinſchaftlichen Nenner dieſer Ausdrücke bringt man leicht 
auf die Form 
 . 
— (C?—AB)(Ax?+ By? +2Cxy+2Dx+2Ey), 





| ‚oder, wie leicht erhellen wird, 


D(BD--CE) + E(AE—CD) + F(C?—AB) 
— (GC? —AB)(Ax? + By? +2Cxy + 2Dx+2Ey-+F), 

d. i., weil der zweite Theil diefes Ausdrucks offenbar — 0 iſt, 
.D(BD-—CE) + E(AE—CD) + F(C?—AB). 
Alfo ift RR FR 
CAx# Cy-+DJfCAx-+ Cy-HD)® +(By+Cx-+ EB)? 

D(BD-CE)FE(AE—CD)+F(G?—AB) 


_(BY#Cx+E)f(Ax+ Cy+D?+(By+Cx+E)} 
D(BD—-CE)+FE(AE-CD)+F(CG?—AB) 


ICAx+Cy+D)> +(By-HOx+E)2]? , 
D(BD—CE)+E(AE—CD)+F(G?—AB) ' 


16, Aus der ganzen im Vorhergehenden entiwickelten Theorie 
erhellet augenblicklich, daß eine Curve mit einer beliebigen gege- 
benen Eurve nicht einen Contact der nten Drdnung haben Fann, 
wenn fie nicht mindeftendg n +1 Conftanten in ihrer Gleichung 
enthält. Daher fann eine gerade Linie mit jeder andern Curve 
nur einen Contact der erften, ein Kreis hoͤchſtens einen Contact 
der zweiten Ordnung haben. Die Gleichung einer parabolifchen 











e = 


Curve des dritten Grades (hl. II ©. 726.) iſt 


yY=a+bx +.cxX? +dxr:,. 
Eine folhe Curve kann alfo mit jeder andern gegebenen Curve 


eine Berührung der dritten Ordnung haben, Iſt 


f(x,y)J)=0 


a wieder die Gleichung der. gegebenen Curve, und 


y=a +bx + cx? + dx”? 


die Gleichung einer Parabel: des dritten Grades, welche mit der 


gegebenen Curve in Dem Punkte (x, y) einen Contact der drit- 
* Erin haben folk; fo hat man zur Beſtimmung dieſer 
rabe HERZEN | 


- 


102 — ‘Berührung. 


Fr +3 — 
— 
— — 
= 2 + bar 5 RL 
32 J * 
— = 6d ; 


Ma a ä 
öy 9 a —— 92 5 — 
rar ve =, Heu, Sy Sy, Din 
zu ſetzen Afo“ 


— 


y=ayrbı-+ cx? + dx $ Mr — 


32 + 2cx + 3dx? 
Nr + 6dt 
ca 

x’ 


Die Differentialquotienten find, ivie immer, aus der aachen 
Gleichung 
f(x, y) =0 


zu ——— Beſtimmt man nun a,b, c, d aus den obigen. 
vier Gleichungen; ſo erhaͤlt man 


0 02 0°? 
a = 2 - 4x? —— — 
dr 92 — 
bh. == Fi — — 4 4x? Öss 
0? 0°y 
a 
a5 8585 . i “ 


dZolglich iſt die geſuchte Gleichung der cubifchen parabofifchen 

Curve, welche mit, der gegebenen Eurve einen Contact der —— 

Ordnung in dem Punkte (x, y) hat: 

— 5 (x — — ——— ‘03y 
te met em * h 

Man fieht — wie FR ef Betrachtungen allgemeiner Mas 

chen laſſen. ER 


er. 





Y=y+— 


IL. Gurven von doppelter Krümmung. 


17. Eine beliebige krumme Linie im Naume, d. h im All⸗ 
gemeinen eine Curve von doppelter Krümmung iſt völlig beſtimmt, 
wenn ihre beiden Projectionen auf ae der drei unter einander - 
or are coordinirten Ebenen, j. B. auf den Ebenen der. xy 
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imd xz gegeben find, weil die in Rede ftehende Curve jederzeit 
als der Durchfehnitt der beiden über diefen Projectionen errichtes 
ten, auf den entfprechenden Coordinatenebenen fenfrechten, Cylin- 
derflaͤchen befrachtet werden kann. Seyen daher 
5 nn I ) 0, Fx, 2) - 0 
die —— der Projectionen einer beliebigen Curve im Raume 
auf den Ebenen der xy und xz, wodurch dieſelbe alſo völlig be— 
ftimmt if. Eliminirt man aus diefen ‚beiden Gleichungen x, fo 
erhält man eine Gleichung zwifchen y und z, welche, wie fo= 
gleich erhellet, die Gleichung der Projection der gegebenen Curve. 
im Raume auf der dritten Coordinatenebene feyn wird. 
Wir betrachten num wieder zwei beliebige Curven im Raume, 
. deren Gleichungen . 






E(xX,-y) 0, Pla, s)= 0; 
i Ey) =0,F&@,7)=0; 

ſeyn mögen, Sollen diefelben die Punfte 

' A (x,y,2)md (x, y,7) 

mit einander gemein haben, fo muß * 
er 

ſeyn. Veraͤndert ſich num wieder x oder x um die beliebige 

zu 4, fo find die entſprechenden Veränderungen von y, z 

y, 2: 





Aa 0 re 


_.oy A * 
N = re 
do 41,0% 2° 032.28 
A=,7t3273t 8 123+r Sc 


und | 
wor Are a Do 

| TFT TRITT AITTIIT 

ia, en ir 2 

E WERT re 

Die der Abfeiffe 


ö x+d=xY +21 

entſprechenden Coordinaten der beiden Curven find 

a y+Ay,2+- 42 wmdy+4y,7+4'. 

Alſo find, wel y=y,z—=z ift, die Unterſchiede zwiſchen den 
einander entfprechenden Coordinaten in beiden Curven: 
D= y= 31, De1n— Ar; 3 





v hoy 99 ey Ayla ı 
D=-\H-wlrt ie lat 


Rn (dz 9% 14 oz 6522 
rl ati 


t 


— RR 
— 
ee 
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Hierang fliegt man nun wieder, da die beiden doppel ‚gefriimm= E 
ten Curven in der Nähe des Punktes (x, y,.2) =. &,yı2) 
fich offenbar deſto inniger an einander anfchließen werden, ‚je in⸗ 
niger ſich ihre) Projeckionen in. den Ebenen der xy. und aa in ı 
der Mühe der Punkte (X, y) — yY und 9 z) 4 
an einander anfchließen, durch ein ganz ähnliches Ku fonuehent { 
wie in (1.), daß zwei durch die Gleichungen | | 
fr, yy=0, Fix, 7) 0; 

IR, 0, Fa&,.)- 0 

beſtimmte Curven im Naume in dem Punkte 
' (TREE ER ug 4 
eine Berührung oder einen Contact der nten Ordnung haben; wenn 
ey Ay: ey 0 — wi — A 





dx 7 Ox.” Ox3 = ’ Ox3 we 7 a 
1. a 2 7 0% * Onz Onz’, 


Br mt ar ae 


ift, fo daß alfo z. B. für einen Contact der erſten Drbnung in 2 
dem Punkte | 
Wunde), 


er ernse- 5 = PAR Ne 1 
für “einen Contact der zweiten ee in ——— Punkte 3 
dagegen 


08% .07° "Orr DR 
KK’ ET RT 


eyn muß. Mittelft diefer allgemeinen Gleichungen laͤßt ſich die 
Theorie der Beruͤhrung oder Osculation der Curven von doppelter 
Krümmung auf ganz Ähnliche Weife durchführen, wie Die Theorie 
der Berührung der Eurven von einfacher Krümmung. \ 


18. Suchen wir demnach zuerft die Gleichung einer geraden 
Linie zu beflimmen, welche mit der durch die Gleichungen 
HI, VI) SG FH BI U 
gegebenen Eurve im Naume in dem Punkte (x, yı 2) einen 
Contact der erfien Drdnung hat. Da die Projectionen einer 
jeden geraden Linie im Raume auf den Ebenen der xy und xz 
offenbar ebenfalls gerade Linien. find; fo find die — 
der Projectionen der geſuchten geraden Linien 


— 8 
Folglich 
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amd demnach, weil ein Contact der erſten Ordnung Statt - 

finden Ihn 1 
Pr 02 

wi oe D 


A 
Aber. auch * 
— A B:, 
Alfo 2 Subtraction 
I “y—y=Alx—x), ”—z=AlX—x). 
a die ag Gleichungen der ET 


Y-y=Xwor),s = ron). 


Die Differentialquotienten müffen, wie immer, aus den Gleis 
Hungen der gegebenen Eurve entwickelt werden, 


‚Die Gleichung der Normalebene der gegebenen Curve in 
dem Punkte (X, y, 2), d. 5. einer Ebene, welche durch dieſen. 
Punft geht, und auf der Berührenden in demfelben ſenkrecht 


ſteht, ſey 
Ax +By+C’+D=0. 
Weil dieſe Ebene durch den Punkt (x, y, z) gehen foll, hat 
man: 
Ax ++ By + Cz +-D= 0. 
Folglich mittelſt Subtraction: 
Ak) —‘— 0. 
Weil ferner dieſe Ebene auf der Beruͤhrenden, deren Gleichungen 
oben beſtimmt worden find, ſenkrecht ſeyn fol; fo hat man nad) 


befannten Elementarfägen der analytifchen Geometrie \ d. Ark: 
ginie und Ebene): 


Oy eo 0 
—— *a5 


Folglich ‚ nad) gehoͤriger Subſtitution und Diviſion durch A, 
(«—x)+ vn + on) =0 
die Gleichung der Normalebene, Weil 


dy _ dy dr WORD I 
Ox O2 ox’ 02x 


= O1 dy’Ox dy _ 27 
dor’ yo 


ift; fo kann man die Gleichung der Normalebene auch fo aus— 
drücen: 


EHI r@-)=0, 


⸗ ox oz —* 
(x am + (y nF ——— —— 


Bi Berührung. 


Die Aufgabe, durch den Punkt (x, y, 2) auf die gegebene Gurve 3 
im Raume eine Normale zu ziehen, ift, wie fogleich erhellet, eine 
unbeftimmte, Jede durch den Punkt (x, Ir z) in der fo eben 
beſtimmten Normoalebene gezogene gerade Linie. leiſtet derſelben 


Genüge, Sind, 
y=Ax +B,7!=Ak,+B 


die Gleichungen der gefuchten Normale; fo giebt die. Bedingung, 

daß diefelbe durch den Punkt (X, y, z) geben a3 : 
mar B,i—AIeE, 

Ferner hat man | 

‚Y-yJ=Alk-x), !oı= A (X Re 


Folglich, weil, die —— Linie in der RR liegen muß, 
(X“—x) + ax) + Al(w— RN =0 , 


dy ‚02 
1A * 31 „= =0. 
Man hat alfo zur Beftimmung der vier Eonftanten AN ’ B, a — 
ame die drei Gleichungen: 
——— 


N 


Nimmt man die eine diefer vier Conſtanten willlühelch an, ih 
laffen fich die drei andern beftimmen. 





Seßen wir jeßt EN g 
N ix,yJ=s=0, Fxr,.)=$=0; 
WEN, 380 
08 s oy z : 
rm Er g= 
08. 8° 
PL a a 
ET. RE RN VO 
27 02 


Demmin fann man die Gleichungen ber Berührenden auch — | 
folgende Art ausdrüdan: 


(vr): + ey Bi ze 





won +(z = =0. 


- Eben fo leicht erhält man für die Gleichung der Normalcbene: 


i os 08 ds 88 ös 08 
F u 7 al Vi 2 RR Ge = 


und fuͤr die Gleichungen einer. Normale: 





. Bebbeg. 0. . DE: 
ymA +B, ı=Ax+B; | 
ds 88 ds 08 ‚os 08 | 


2. N ra N ie 
woraus die Conitanten A, B, A’, B beftimmt werden müffen, 
indem eine derſelben willkuͤhrlich angenommen wird, 


19% Suchen wir nun ferner einen Kreis, welcher mit einer 
Curve von doppelter Krümmung, deren Öleichungen wieder 


1 fx;y)=0,Fl(x,2)=0 


feyen, eine Beruͤhrung der zweiten Ordnung hat. Zur vollſtaͤn— 
digen. Beflimmung diefes Kreifes iſt es nöthig, ſowohl die Yage 
feines Mittelpunfts im Raume, als auch die Lage feiner. Ebene, 
und. die Größe feines Halbmeffers zu beſtimmen. Man nennt 
diefen Kreis aud) hier den Krümmungsfreis, feinen Halb- 
meffer den Kruͤmmun gshalbmeſſer der. gegebenen Curve für 
einen gegebenen Punkt derfelben, welcher immer (X, y, 2), d. h. 
durch die Coordinaten x, y, z beſtimmt feyn mag. Wir mwol- 
len den gefuchten Kreis als einen ‘größten Kreis einer Kugel be 
trachten, deren Gleichung 
; ee le NEN 
fen. a, ß, 2 find die Eoordinaten des Mittelpunfts, @ der 
Halbmeffer diefer Kugel, alfo auch des gefuchten Kreiſes. Die 
Gleichung einer beliebigen Ebene ift 
+xX+Ay+Be+c=0. ci 
Aus der Bedingung, daß diefe Ebene durch den Mittelpunkt der 
Kugel geht, ergiebt fic) i 
oe +4#+B+60=0. 
Folglich ift überhaupt . 
x x —a + A(y'—Pß) + Bley) = 0 
die Gleichung einer durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden 
Ebene, Für alle Punkte des: gefuchten Kreifes hat man alfo die 
beiden Gleichungen: 


o> Fe) H(Y-P + (dd mer, 

— X—ea+Aly—-P)+Bler)=2. 

Da man ang’ diefen beiden Gleichungen: ſowohl y', als audy 
2, eliminiven kann, fo ift flar, daß fowohl z', als aud) y, eine 
Function von x ift, nämlich für alle Punkte in dem gefuchten 
Kreiſe. - Differentüirt man alſo diefe beiden Gleichungen ziveimal 
mach x; fo erhält man: 









3 + y-DE rang =0, 


oy 02° = 
1+ Anz + Bu = 0, 


108 De. 
far td on 
14 (7%) +(&) ne 
’ ET "zZ at 
Aa te: 


der zweiten Ordnung: Statt finden foll; fo hat man nad). (17.) 
ay 04” 2. 08 
Naknigrr de OEM 2 
RIETORg DO DE 0 Ki CR 
On? T dx? ? Oxe  One — 
(x. + (y-P’? + zer? =, 
x—a +A(y—-ß) + Ba-y)=0, 
+1 + aNE=o, 


Alfo 


14a 48-0, 


: 0x 
14 (2) +(5) + ung +amn=o, 


day * 
Anz + — =0. l 
Die Differentialquotienten werden, tie immer, aus den Gleis 
Hungen der gegebenen doppelt gekruͤmmten Curve entwidelt, Aus 
diefen ſechs Gleichungen müffen nun die fehs Größen @, PB, yrı 
e, A, B, welche Lage und Größe des Krummungskreifes der 
gegebenen Curve in dem Punfte (x, y, z) vollfommen beftimmen, 
durch Elimination gefunden werden. Setzen wir der Kürze 


wegen 
O7 __ Fr RR A Dia! 
| N TR 
fo wird die vierte und die fechfte Gleichung: 
NE 1+Ap+Bqg=0, A +Bf=0. 
Folglich 





RT N SE 
7 +9 — 7 .* y 2 
PT —gp pgY —qp BE 
Aus der zweiten und dritten Gleichung erhält man eben fo leicht: 
— — u ER 
N a ar nun, 17 An @); 
oder, wenn man die gefundenen Werthe von A und B einführt: 
Bu lg ___ gt PT—ap) 
ET Re Si 


Alfo , mittelft der fünften Gleichung: 


A—— 














(x-c) f 





Beruͤhrung. 2 0 
_(4+p? +92) Cpp‘ + gy') 
Pr tg? + (pi PR 
| _ (d+p? +92) Ipl—glpg ap )] 
a ee Se 2 
| _ U+P +) Hrplp—gp)} 





zum 





Nun iſt a aber 
Ee ad)» + IP —q(pg’—qp’)]? y [q’ + Pr) | 
= (pp + 99°)? +2(pgq’—gp P+p®+g?+lp +? )(pg—gp’)® 
= (pp + qq)? + pg’—qp)? +P?+q?+(1+p? + 9°) (pg’—qp’)* 
= p?+g2 + (pr +g2) (pr Hg? )HAIFpr +2) log —qp)? 

i =(1+p?+4q YIP?+g?+(pg —gp)’}- 
% Folglich mittelſt der erſten — 
— op) 





IM 








Man koͤnnte die gefundenen Formeln auch auf ähnliche Art aug- 


a drücken, wie in (12,) die analogen Formeln für Curven von. 


einfacher Krümmung. Da die Ausdrüce aber ziemlich weitlaͤufig 


‚ausfallen, fo ‚mögen biefelben der Kine ‚wegen hier übergangen 

werden. 

a 20. Bisher iſt Ax als conftant sten worden. Wird 
aber. fein Differential als conftant betrachtet, d . 5. werden x, 


> y, 2 als von irgend einer neuen veränderlichen Größe abhaͤngend 





angefeben; ſo muß man, wie in (13.), fuͤr 
d’y 02 'O®z 

# » Ix2? x‘ dx 
BD i. für p, P3 * gq refpective 

? .dy. 03 0 x 0% 0 O?x 
5 08’. 0x? Tr’ 5 — 
F ſetzen. Dadurch erhält man 
— Oy 022 - dr 27, 

















?rI-p = * 
2 46524 = os? 
— 0x? I? 
; 2 —_ (dv? 4 dr? er 
pp uf = (0y0?y + 0z0 es (9y? + 0% ) x 
— RER: 2.4 01?) 02y — (dx 02x + 02022) 0: 
rs) + dı2?)0?y a x +0z0?z) J 





(0x? + 60y2) ↄOꝛꝛ — (Ox0?x + 0y 0° Dar 


Hp’ —p)= —* 


% 


u Berührung. 


pP? + 9? * (79 -p)” = ’ 
SEEN Mr re 
; ox$. F 
— 
ne a + 0923) Os? — (dx O?x + — 02 0?2)? 

N "Ox® * 
wo s den Bogen der gegebenen doppelt gefriimmten Linie bejeiche 
net Es iſt alfo 

A= "0202 Oxd?2 —— Gx oey Aha r 
 Oydez 4 — 920°y — = 
nn u Mär? + Or) d3x—(dyöry + dadtn\önldet 

a (0x 0?y—0y.0°x)? +(0x0°3—020° x)? Tree 
$(öx2 + d22)d°?y — (Ox0?x + dr Ar ös? 
































Ei = (gr (Or EEE 

g: Tax? + 0y?)d?2— (0x d?x + Ay 0?y)dz 105? 
re — — .0?x)?+(0x0°2—020?x)? + (0,0 — — 
J 








—— a ne — — 2x)? ag 3 
ober — ki 
sn wu Kart 022) in Order + du) äxlder J 
TR TR} + 022°)05? — (OxOic+ Ayo Ha 
 plORe + Far) Ir Roy 4 
— — — (0?22 4 0°y? + 0°2?) 05? — (Ox0?x + 0y0?y + 02022)? 

HÖRT ANM2— (rd yyorid ee——— 
(0?x= + 0?y? +0? 27100 CRY + OE % 
. 083 » 
— — 4 — — x+0y0° re 











y-ı= 





—* 





oder auch 





Xx— — 


— ——— Eee + (dx 0?2 —_ 0 02x) Oz! Au: | — 
(0x 02y—0y.0?x)?+(0x0?2—020?x)?+(oy02®—010?y)? 


. köyr d?x— Oxd?y)Ox + (AyO®z— &z d2y) da! Tos?- 
SHE (0x 0?y—0y0°3)°+ (Ox0?2—010*x)? +(0y 0?2—02.0?y)? 


En lOz0?x — 0x 0?) 0x + (O2 —— Oy 022) oy |ös® 
"(0x 0?y—0y 0°%)°+ (a Or 0 0’x)?+0y0?202.08y)?. 


Alle diefe- Formeln find wegen ihrer Symmetrie ſehr mertwirig x 
und — Weil ferner — 
| ds? =.08? + Oy2 + d2° BR. 
if; fon Bar ep Er En 
s Osö?s = Oxö®?x + Oyo’y + daotı, | 
Folglich ef 








— 


08, a = De dtx — Öxdsö!s 
F re d22)0x ⸗ (dydty + 020?2)0x 
08. of = — Os2 02y — Ay ösd?s : 
"= (0x? + d22)0?y — (Ox0®x + —D 
— = — Os® 022 — das 0®s 
— (Ox2 + 0y?)0?z — (Oxd?x + Ayd?y)dz, 
woraus mittelft des Dbigen fogleich folgt: 





@—X — Fey: + a + 9 _ 0?5? 
. de. 
| Fe s 
— — 0?x2 + O?y: + 6°z2 Mr? 0?s? 
De ; 
— Os? .Ö Fra 
Ta a2 y® Hr — I 93 
. Os? 
Yr= + 0?y? + 022? RI 0?s2 3 


Rihme man ds als conſtant an, und feste folglich 9?s = 03 
fo würde man aus diefen Ausdrücken leicht erhalten: : 














a 











i Os? 0?x ep 0?x 

— — 0?x2 F —— — I 

6s2 62 y 2 d2y 

— — — 2x2 + O2y? . Dass g? ds: 

os? 0?z 4 20% 

en — 35 
Os? 











Very 


II. Krumme Släden, 


- 21, Seyen 

AR, YO, Lir,y,r)—=0 
un Gleihungen ziveier beliebigen krummen Flächen, welche den 
Punft (X, y, 2) mit einander gemein haben mögen, fo daß 
= 4 in dieſem Punkte 
— —* MT u 
3 it Wir betrachten z und z als Functionen der. veränderlichen 
Größen x, y und x, y, welche als von einander ganz unab⸗ 
hängig rineben ſin Veraͤndern nun x=x,y=y ſich 
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refpective um 4 und 15 fo giebt der Taylor che Lheſatz r 1 
mehrere veränderliche Größen: y ß if 6 für 


©1, 02 y 0°7 0° Irid8g. he 
en r A —— er Ar ad ran. 


Al = = at a a ar A2+ une: io. 
Der auf der Coordinate zz genommene, Abftand der beiden 


Flächen von einander ift = Az — In. Alſo, wenn wir dieſen 
Abſtand durch D bezeichnen? 


027 .a\At OR: DEN — 
2 (% 2 %) (5 - 5) * ae — 
0?z2 0% 027 - 0% ‚..f0?2 027 
Hl ”)“ el * a)“ all a 
J te ae ee OR J 
Je Glieder Dirfer Reihe vom Anfange an, unegängig von 
befondern Werthen von A und A, verfchtwinden, deſto inniger 
werden in der Nähe des Punktes (x, y, = (X, yY,2) 
die. beiden Flächen ſich offenbar an einander anfchließen, und 7 
man. hat folglich für eine Berührung der erſten Didnung der 
beiden Släden in dem im Rede fiehenden Punkte: ar N 
; Me E 02 — 
x—x * ‚2=7T, ar 523 — 
fuͤr eine Berührung der zweiten Or —— 
02 0% 0 a. 
sex, ymy,ı=rW, | — mag 
OO 0 
Ost T aRer dXoy’ Oy: age ' 
Mie man zu Berührungen höherer Ordnung ſortſchreiten muß, 
fällt ſogleich in die Augen. 
22, Sey jeßt die Gleichung einer Ebene zu Fun, welche 
mit einer durch die Gleichung 
—— 
charakteriſi irten Flaͤche in dem Punkte (x, y,z) eine Berührung | 
eriter Ordnung hat. Die. gefuchte Gleichung fey 
2 =A+-By+D | 
Da die Ebene, welcher. diefe ‚Gleichung eufrißt, wie den 
Punkt (X, J 2) geben foll, fo ift | 








ik 


a=Ax+By+D; SR 
olglih N Fam 
folg ae) e 
und man hat demnach bloß noch A B zu beftimmen, Nimmt 
man die partiellen Differentiale von z; fo erhält man 


oz Öz 
zehm=Bb 
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Aber, weil eine Berührung erſter Ordnung Statt Raben fell, 
nad) (21.) 7 | 


Fe ae 
| een 
alfo auch 
| | A= * B= 
je 5 = E. 
Sei in —F kr 
A Bee + Er 


die gefucyte Gleichung der berührenden Ebene, Der — 
punkt it (X, Y, 2). Die Differentialquotienten find partielle 
Differentiale, wie fi) von felbft verfieht. Sind ferner 
5 Yy-Ar+B,ToAltB 
die Gleichungen der Normale der gegebenen krummen — in 
‚dem Punkte (x, Y, 2) ſo iſt zunaͤchſt — 

y=Ax+B,2=Akx + B’ 
} Alfo 

Y-y=-A(kX-x), !-z2=A (X —x), 

und demnach bloß noch A, AU zu beftimmen, Bringen wir abıe 
die — der ee Ebene auf die Form 


een 


fo folgt aus befannten Elementarfägen der analytifchen Geo- 
metrie auf der arts 


y-y)= 5 3), !—ı = — = — 
oder auch 
—- en, * a Bun ; 


x" —ıxı + Een =0, yr+@-n=0. 
ei (Kır Yı, 2,) ein beliebiger Punkt der. Normale; ; fo ift 
Ya my tm 


E 4 m af) +) \ 


die ‚Entfernung des Beruͤhrungspunktes von diefem Punkte der 
Normale, Für 2, —=0 if alfo 


EN 02 

T+a+@) 
die Entfernung des Beruͤhrungspunktes von ‚dem Yuntee, ü in wel⸗ 
chem die Normale die Ebene der xy ſchneidet. 


BER zu Kluͤgels Wörterb, I. 9 
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Die: Gleichung der geraden Linie, in welcher die rue 

‚Ebene die .. der xy RR iſt — 

| ER- Ep re=0. 


| Iſt er die gegebene Frumme Fläche die Ober ä eines 
— Sphaͤroids, deren Gleichung RAR 


He 


Ba. ei2. 040 075 
6x az’öy biz’ 


ift; fo iſt 
folglich 


— a -N+r-ı=0, 


tete —— * 


24 


die Gleichung der beruͤhrenden in dem Puntte & ” 2) 
Die —— der Normale ſind 


a ee han an Rp / er men=0. 


Sekt man. 
I, y2)=S=0; ; 
fo ift befanntlich nach der Theorie der Differentiation der Slei- ! 


d. i. 





———— 


Ze 





ae 





* Ey Ss 


ngen: 
—* 3,8, 08.8 Lo, 
«tan 3433 
08 BE 0S 
ER EN dyü 
O8.” 08 Roy oO 
02 | * 


zohglich dem Heuen die Sticung der berührenden Ebene: 
36 36 ——— —S—— — — 
eine Gleichung, welche wegen der fommetrifchen. Form viele 





—— hat. Nr Gleichungen je Normale Ka! I 
ER -)-5e@-)=0,5 u-n-Ew@ )=0; | 
x“—ı y—y_r’—z 
- Bun 
‚IX dy 07 


| 23. Suchen wir jetzt ferner die Gleichung einer  Suyl zu j 
finden, welche mit der durch die Gleichung. 0 
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— ES , — 5—0 

charakteriſirten Flaͤche in dem Punkte (x, y, z) eine Berührung 

der erſten Ordnung hat. Die Gleichung diefer Kugel fey 

Ge Ge Dh EL Aa 2 ee 

Da diefelbe durch den Punkt (x, y, 2) geht; fo ift auch 
Hz eo? + (JB)? + (a? =er. 


erner i 4; 
s 5 Pr — Nr OR. y—ß 
su Or yo wor, 
Alfo, weil ein Contact der erften Ordnung Statt finden foll: 
— erde yo 
er 


Zolglih ee 
Ha Gr] +(5) +5) | =o”. 
Hieraus ergiebt ſich leicht: 








8 70 
Bi 
—— Dane an? 
Yı+ z) + Er 
0% 
* 








— — 
— 

227* 5* — 
— +.) 


‚go bleibt, wie man ſieht, unbeftimmt, Durch Divifion erhält 
man leicht; 








u—x _, 0a By 0a 


— — — 2 





2 Me a EIER oO?’ 
Oz A Oz 
+ Zh-)=0,P-y+ mr =0. 


Bergleicht man diefe «beiden Gleichungen mit den in (22.) ge— 
Br Gleichungen der dem Punkte (x, y, z) entfprechenden 
Normale der frummen Fläche; fo überzeugt man fich augenblicklich, 
daß die Mittelpunkte allek Kugeln, welche mit der frummen Släche 
8 dem Punkte (x, y, z) eine Berührung erfter Ordnung haben, _ 
n diefer Normale liegen, der Halbmeffer derfelben aber völlig 

illkuͤhrlich iſt. Eine Kugel alfo, welche mit einer krummen 
fäche in einem gegebenen Punkte einen Contact erfter Ordnung 
bat, ift nicht völlig beftimme. Eine Kugel, welche mit einer 
frummen Fläche in einem gegebenen Punfte einen vollftändigen 
Contact zweiter Ordnung hat, giebt es nicht. Nach (21,) 

| 52.4 


[2 
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müßte nämlic) für einen Contact zweiter Drdnung noch den drei 
— 
82⸗ "a 0?z ha er 0% Ri a? 1 
One OR Roy Kay’ ano 

genügt werden, welches im Allgemeinen unmoͤglich ift, da bloß 
noch die eine Größe @ zu beſtimmen uͤbrig iſt. Eine eigentliche 
Kruͤmmungskugel, um uns hier. diefes fonft nicht gewöhnlichen 
Ausdrucks zu bedienen, giebt es alfo im Allgemeinen für frumme 
Flächen nicht. Man fann bloß die Krümmung. aller der Eurven 
beftimmen, in welchen die frummen Fläche von beliebigen durch 
den auf ihr gegebenen Punft (x, y, 2) gelegten Ebenen ge= 
ſchnitten wird, wozu wir jegt übergehen wollen 

24, Um jedoch dieſe Unterſuchung in gehoͤriger Allgemein⸗ 
heit anſtellen zu koͤnnen, iſt es noͤthlg, noch einen Augenblick zu 
der Krümmung ebener Curven zuruͤckzukehren. Die Gleichung 
der Normale einer ebenen Curve in dem in ihr gegebenen Puatte 


(x, Y) iſt nach (6.) 
ÖX,, 
yy=-%@-9: 





oder, wenn wir 
FÜ 0: 0° 
Een Her Yarı.. 


feßen: - | 


— 


* — 
IE Eee. Si aa en 


ya — Zroy 
y—y = y% 


Verändert fih nun x um 7; fo, gehen * dem — 
Lehrſatze y und p — in 






* 
— — 


uͤber. Die Gleichung der Normale fuͤr den der Abſciſſe * + 4 
entſprechenden Punkt der Curve iſt alſo: 





4 1 
SEIT Hr u BR weis 
prp Tr 
4 N A nn E 
= E44. [een 


oder, wenn "wie 4 fehr ein annehmen, und die hoͤhern Poten- 
zen von 4, von der zweiten an, —= 0 ſetzen: h 


1 — 


4A 
y-y-pyd= - 0-2) + Ex) + %’ 





A ER N, A. 
y-y = — U? Kom 6 u © 
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Die Gleichung der dem Punkte (x, y) Ben Normale 
war 
| yor=-tamn. 


—— wir die PER ER des Durfgnitspunfss beider 
Normalen durch er 8; fo ift 


B-7= = >(e—2) + p4d En: 7 den rt > 
= en, RR 


Aus diefen beiden Gleichungen muß man 0, P Serien Durch 
Subtraction erhält man auf der Stelle: 


0=p4+ Au-n+2,0=p — Mes + 
Br fogfeich 





u— x — — Ra ya 





—— — ——— 


ES 4 * 
Die Entfernung des Puntue (@, 8) von dem Punkte (x, y) 
ſey =; fo iſt 


— 





Durch dieſe Rechnung findet man alſo, wie Ans (11.), für a, ß 
und o die Coordinaten des Mittelpunftes und den Halbmeſſer 
des Krümmungsfreifes für den Punft (X, y) der gegebenen Curve, 
ſo daß man alfo aud) mittelft der im Folgenden ausgefprochenen 
Methode Lage und Größe des Kruͤmmungskreiſes einer ebenen 
Curve in einem gegebenen Punkte derfelben beftimmen kann: 


Man laſſe ſich die Coordinaten des gegebenen Punktes um 
beliebige einander entſprechende Jucremente veraͤndern, wodurch 
man einen neuen Punkt der gegebenen Curve erhaͤlt, ſuche den 
Drurchſchnittspunkt der dieſen beiden Punkten der Curve entſpre⸗ 
chenden Normalen, indem man ſaͤmmtliche Glieder, welche in 
Bezug auf die in Rede ftehenden Incremente von der ziveiten 

Didnung find, vernachläffigt, und. beftimme die Entfernung die- 

ſes Durchfchnittspunftes von dem gegebenen Punkte, Letztere 
Entfernung ift der gefuchte Kruͤmmungshalbmeſſer für den gege- 
benen Punkt der Curve, und der Durchſchnittspunkt der Nor- 
malen felbft der Mittelpunkt des Kruͤmmungskreiſes. 


“ Diefes Prineip wollen wir nun fogleidy auf die in (23,) an— 
gedeutete Unterfuchung über die Krümmung der Slächen an⸗ 
wenden. 


25. Die N ber Flache ſey wie gemöhnfich 





5 


‚ welcher die gegebene krumme Flaͤche von der in * — 


Coordinatenſyſtems an, und bezeichnet bie Loordinaten in. ‚Bezug 
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ilx, y2)=s=0, 


und ex, y, 2) fey der gegebene. Punkt. Nimmt man 1: diefät | 
Punkt felbit als Anfang eines neuen dem primitiven parallelen 


au diefes neue Syftem durch t, uw, v;; fo ift 
A’ + BU +0 


die Gleichung einer jeden durch den Punkt (x, y, 2) gehenden 
Ebene. Man kann, ohne der Allgemeinheit zu Iyaden; immer 
vorausfeßen, daß 

A#®+BR+Cc—1 
iſt, wie leicht auf folgende Art gezeigt werden — Iſt naͤm⸗ 
ih V der Winkel, unter weichen. die in Rede fiehende Ebene 


gegen. die Ebene der tw geneigt iſt; fo ift nad) — der 
analytiſchen Geometrie: 


* G 
cosV = - : 
Yaa+B +02 } 
Man beftimme nun a fo , daß aC — cosV ift, wie offenbar 


immer moͤglich. Weil "die ‚gegebene Gleichung der Ebene auf. 
die Form 











* 


eAt’ + oBu Feel’ —=0, nt 
oder, ber Kürze wegen, auf die Form 
i AY+BW+CvV’=0, 
für 
oA ZA BB E 
— werden kann, fo iſt auch 
* 
oos v ———— 
⏑⏑——— nit 
Aber | 
: GC =«6 00V. 
Alfo 





ur ee 


AB ct =l, 
Man kann folglidy immer annehmen, daß die Gteicjung 
At’ + Bu’ + Cv’ =D 
der gegebenen Ebene ſchon auf die Form gebracht it, für Weide | 
die Gleichung | 
A2+B?+ Q@=1 “ 
Statt findet. 
Sey nım (t, u, v) ein beliebiger punkt der ‚Curve, in 


Ebene gefehnitten wird; fo ift 
At + Bu +Cv=0, ‘ 
t, u, v kann man offenbar als Veränderungen oder Incremente 
von x, y,.2 betrachten, fo daß alfo offenbar auch 
Ix+t,ytu,z2+v)=0 





/ 
/ 


ie 


Ebenen: 
# . 
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ſeyn wird. Nach dem Taylorfchen Lehrſatze geht 
en, KR y,s)=$% 
wenn x, yzunx+tt,ytuz tv, übergehen, in 
8 as i⸗ Re 
Stzt+t ee 
os. 0:S tu 
Be 2 + 2 or 1.2 En en. 
os a8. 


| uͤber, fo daß alfo, da S—=D iſt, nach dem Obigen, wenn wir 


portehendes Aggregat, mit Weglaflung des erften. Gliedes durch 
D bezeichnen, er i | 


iſt. Wir haben alfo jegt die beiden Gleichungen 
At +Bu+6r=0, 2=0. 
Die Gleihung einer Ebene, welche die gegebene krumme Fläche 
in dem Punkte (X, y, 2) berührt, ift nach (22.) 
2 68 68 
= Es Er + = 0 
weil offenbar das dortige ar Sy 
ie: xt, y_yaV,r.—ı=V 
it. Eben fo ift nach (22,) die Gleichung einer Ebene, welche 
die gegebene frumme Fläche in dem Punkte (t, u, v) berührt, 
2a) + wu) + —A 20, 
weil fuͤr dieſen Punkt die Gleichung 
Rage BR  ; } 
Statt findet. Aus den Gleichungen 


At’ + Bu’ # Cr’ =0, er — 19) 


erhält man leicht als Gleichungen des Durchſchnitts diefer beiden 
; t vw v; 

ö — TIE I 00808 

— a > —— 4585 

Die Gleichung der gegebenen Ebene laͤßt fich offenbar auch auf 
die Form 
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A(t—t) + B(u‘—u) + cCv—v)=0 a 
bringen. Berbindet man diefe Gleichung mit der obigen Gleis 
hung ‚der die krumme Fläche in dem Punfte (t, u, v) berüh- 
venden Ebene; fo erhält man eben fo als Gleichungen des ge- 
meinfchaftlichen Durchſchnitts diefer beiden Ebenen: 








rt —t er au vv 
OR 04.77.28 39, 779 08° 
ov — ou 0 ot A AT, B ot 


Die. beiden Durchfchnitte, deren Gleihungen fo eben beflimmt 
worden find, find offenbar die Berührenden ver Curve, in wel⸗ 
cher die krumme Fläche von der gegebenen Ebene gefchnitten wird, 
in dem Punkten (X, y, zZ) und (t, u, v). Um für diefelben Punfte 
die Normalen zu finden, lege man durch diefe- Punkte auf die. Be— 
rührenden ein Paar fenfrechte Ebenen, und beftimme deren Durch⸗ 
ſchnitte mit, der gegebenen Ebene, . Die Gleichungen diefer fenf- 
rechten Ebenen find had) Principien der analytifchen Geometrie, 
da diefelben durch die Punkte (x, y, z) und (t, u,v), d.h. 
die erſte durch den Anfang der duch t, W, v bezeichneten 


Coordinaten, gehen: 


98 98 98 98 98 688 — 
Fa rer etee n 


Q Ä 
(B z * z J e = -A * — J9 J * -B — =0 
Man müßte nun die Durchfchnitte der ‘durch diefe Gfeichungen 
charafterifirten Ebenen mit der gegebenen Ebene fuchen, welches 
die gefuchten Normalen feyn würden. Da es nad) dem in (24.) 
aufgeftellten Princip aber bloß darauf anfommt, den "Durch 
fehnittspunft der Normalen zu finden, welcher offenbar der ge= 
meinfchaftliche Durchfchnittspunft der drei durch die beiden vor 
hergehenden ‚Gleichungen und die Gleihung 

A’ + BY +vV=0, a | 
charafterifirten Ebenen iſt; fo kommt es jeßt bloß darauf an, 








aus den drei Gleichungen / 
| A’ HBu+cV—o0, — | 
08. os\, a8. OR oe 
BE-5): + (era Br 


(» = -c =) w-) +(c = A FE D+[A = s > @-n=0 


durch Elimination €, wW, v zu beftimmen, welches die Coordi- 
naten des gefuchten Durchfchnittspunftes der beiden Normalen 
feyn werden. Führt, man diefe Elimination wirflid aus; fo fin⸗ 
‘ det man, da nach dem Dbigen u 


ift, wenn der Kürze wegen 0% at 
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ne) | EE-c 
M= + (ta) ‚N= +(eEuS * 
J——— (Au— Br) + (1-25 = 
gefetst wird: 
F V-lß-aa+2r+ce) 
\ — μÑe) 


Nach dem Obigen iſt nun 





RER) — 
| J — rt rn 





o2 08 0°?S 025 028 
Kat (errarta * 


0208, fees 025 0°8 
trete )tn 
Diefe Werthe von | 





en 92.08 

9’ Au’ Ar 

müßte man in die obigen Ausdrüce son .M und N einfüh- 
ven. Da es ung hier aber bloß darauf anfommt, die Coordina= 
ten des Mittelpunfts des Kruͤmmungskreiſes für den Punfe (x, _ 
y,z) zu finden; fo fann man, da t, u, v offenbar als In— 
cremente oder Veränderungen von X, y, 2 zu betrachten find, 
alle Glieder, weldye t, u, v in einer höhern Dimenfion als der 
erſten enthalten, vernachläffigen, Thut man dies; fo erhält man 
sehr leicht: 


M = Br — Qu CA + Au— Br) 
Bert) 
N= + (tr + a ) Pi 


0eS 68 /02S 025 025 
* ae) 45 5) 
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Vernachlaͤſſigt man aber. auch in der Gleichung 2=0 die Glie⸗ A 
der, welche t, u, v in einer die erſte überfteigenden Pienfion 
enthalten; fo bird * vr 


—— + ———— =0. 


Aber 
At +Bu+ovr—=0. 


Alſo ‚ wenn man immer eine der drei veränberfichen Geöfen 
eliminirt: 
t u h v 
os 08,9. 2.08 08.7 as 08 * 





05 os ; 99:7, 08 
x —— AN X, 
—— —— 
55 Ö 5F 


Fuͤhrt man nun dieſe Ausdruͤcke von u, v in ben Bruch F ven 


und hebt t im Zähler und Nenner auf; fo ergiebt fih nah 
leichter Reduction, wenn der Werth Fiee⸗ Bruchs, welchen der⸗ 


ſelbe auf dieſe Weiſe erhält, durch 2 — bezeichnet wird: 


we Dirt 
N EEE 
Erle Baal ar { 


os 08\? 028 ac a | 

he | 

Alfo, wenn jeßt die’Coordinaten des Mittelpunfts des Krüm- 

mungsfreifes des Durchſchnitts der gegebenen Ebene mit der ge⸗ 

gebenen krummen Fläche in dem Punkte (x, y, 2) durch a a, 
&, x bezeichnet werden, nach dem Dbigen: 


———— —VV—— u Y — S 








—— — Bl. | 


Diefe Coordinaten beziehen fi fich auf das fecundäre Syſtem. Be⸗ 
ziehen *9 &, 8, y auf dag primitive Syſtem; fo iſt 

vr a=ms+a, BeYytPyi rat, 
alfo Ä 
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7% - aan treh)|, 
= — Beer 


— endfich een Srämmangshalbmeffer; ; fo ift nad) (24.) 
e=se4mn4r 

08 OS\? OS\? 

=) +(2) +) 

-Wlrwe+mı (a5 z+r@ +0), 

0 


BR — - 
3 0X 


9 98 

— oy 3) | 
„un (@) + (ey 9 — — a 
(re) 
ee 
El.) 


os 88 08 08 08 08 
Rus 2AB =. Enge ee > 5) 


ER, (2) _2B0®: ro (2) 
+ 860 20. ya (2): 
en )] 


El 
































re 


— 


Ey 
oder nach dem Obigen & | 
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(„08 „as\e y 08. „asız os asın? 
bar) 
T 1508 os\eo8s OS „OS ‚08 081 0851 

6% cz) at An - Bir) 
0S_ , 0S\? 028 08 „OS\/ „08 „OS\ 028 
*(e8 29) Frhr BC ar) ner 























und - \ | ar 
ee ads u Ai Ge | 
Tea re) 1 








=z u . 
08 OSN3 OS 05%: os _os12 
TE3-» + (er) +} 
Hierdurch ift alfo Lage und Größe des Krümmungsfreifes für 
den Punft (X, y, 2) der gegebenen krummen Fläche und die 
Curve beftimmt, in welcher diefelbe von einer durch den Punkt 
(x, Y, z) gelegten, und durd) die Gleichung 
| A’ +BU +C’=0, 
oder | 
A(x’— x) + B(y—y) + C(?—-z)=0 


charakteriſirten Ebene gefchnitten wird, vorausgeſetzt, daß diefe 


- 


Gleichung auf eine foldye Form gebracht worden iſt, daß. 
| 2#2+B + 0 =1 
ift, welches nad) dem Obigen immer angenommen werden kann. ) 
26. Wir haben die vorhergehende Rechnung abfichtlicy fo- 
gleich im größter Allgemeinheit geführt, und find dabei vorzuͤglich 
Gergonne.in den Annales de Mathem,. T-XXI p. 217, 
gefolgt. Einfacher. fällt die Rechnung ang, wenn man annimmt, 
daß die Gleichung der krummen Fläche unter der Form 
.„2a=HMx,y) Be; de 
gegeben iſt. Die diefem Falle entfprechenden Formeln ergeben ſich 
aus den gefundenen allgemeinen Formeln; leicht auf folgende Art. 


M e 
an fe — NORDEN, 
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+ fo ift | | 


DER, Y).o, dr: 

auge ei Be: Seas 
> BECK). 0 
Re — 
"os - 

a 

"as SIR De 
BT, BE —— 
as. 
re — 
028 

za = 0 

EEE BEN 022, 
Eu Ta Prem 
HRS" f(x, y) _, 
0208... OR; 


933; ER Orf(2;7) __ 0 

0702 BEN, 
Alfo, wenn wir jegt der Kürze wegen für A, B, C die kleinen 
Buchſtaben a, b, ec einführen, wo aber wieder 
a + b® + @® =1 





ift, nach (25.)— 
nn flb-Feg)® + (a+ep)® + (ag—bp)r1? 
= TbFeg)’p + (atep’”g — 2(b+eg)(a+cp)s 
RE, elp—a(ap+bg—e)! ' 
Y(b+cg)® + (a+cp)? + (ag—bp)*? 

PER eig—b(ap+bg—e)l i 
* Yib+eg) + (atcp) + (ag—bp)® 
‚-ıtr efi+c(ap+bg—ec)| % 

( Y(b+eg)® + (a+cp)? + (aq— bp)? 


Ganz vorzüglich wichtig ift die Betrachtung der normalen Schnitte 
der frummen Fläche, d. t. der Eurven, in welchen diefelbe von 
Ebenen gefchnitten wird, die durch die Normale der frummen 
Släche in dem gegebenen Punkte gelegt find. Die Gleichung der 























= fchneidenden Ebene ift nad) dem Dbigen 


..alf—x) +b(y—y) tel?—z)=0, 
und die Gleichungen der Normale find nad) (22.) 
x— x =— p(’—z),y-y=— q(l?—2). 
Folglich ift für jede durch) die Normale gelegte Ebene 
— ap—bg+c=0, p+hbg—c=0. 
Folglich für die normalen Schnitte, weil 


TaB: Berührung. 
(b+cg)? + (at cp)? + (aq— bp)? 


‚= (b+eg)? + (a+cp)? + (ag—bp)? + (ap +bg—e)? 
"lat +b24 )itp+g)=14p+g | 








ifts. > — 
e* (14p2442 Er H 
(b+cg)?’p + (atcp’q — 2bteglatceps” 
op 
a — x — 
M+p+g 
—— 
Te ee 
Ya 0 
y=2 


— aan + q® 


Man kann E auch noch auf einen andern Ausdruck — 
Nach dem Obigen iſt naͤmlich 
(b + eg)? + (a+cp)’+(ag— bp)? 

— b+egp+(atepg—2(b+ eg)(a — 
oder der Kuͤrze wegen 
= a i ' 


-Y1+ p® FE, 





Aber 
J EN 
—= (b+cg)? + (a+op)® + la+cp)g— + egdp!r 
= (b+cg®(i+P) —2b+eg)(a+ep)pg + a+ep?d+g). 
Alfo, wenn man- Zähler und Nenner von K durch er + e 
dividirt: 
I ir —s—— — 


— — at cp 
— u el 





X— 


dd für 
* Be. Se 
Tbreg 
‚ x 1+p? + 2pgX_+ (1+qg?)X° 
p + 2X + g’XxX? 





und are 
e=KYi+p+rg> 
ep 
Yırprqt 
eg 
— 
— — 
— ci S — 





BR and 





P=y- 


oder auch 











ve 
ER 
& 





| ab, und nad) (3.) ift 


ik 

= 

8 
J 
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e=KYIFp+P> 


B=y-—Kq, 
y=ı-+K. 


Setzte man, wie gewöhnlich gefchieht, > 


N — 


ep 
Y+p+e. 





fo wäre- 


KaNaHT j [zB < + 


RZ B-= —— 
ae Beer 
ET: e 


Hk Ba — — 
£ YıFp+p 


ie wollen num zunächft die vorher durch X bejeichnete 


Größe näher beftimmen, Nach (25.) find die Gleichungen der 


Berührenden der Curve, im welcher die frumme Fläche von der 
gegebenen Ebene gefchnitten wird, in dem Punkte (x, y, 2): 














RE $ REN 
b+cg” —cp—a "—ag+bp’ 
s AN * 
— — v—y_ 2 —2 
b+reg at+cp 1 ag—bp’i rt 
y- -— —— (“—x), !z= — —— 


b-+eg b+eq 2 


Die erſte diefer beiden Gleichungen. it die Gleichung der Pro— 
jection der in Rede ftehenden Beruhrenden auf der Ebene der 
x y, d» ti. die Gleichung der DBerührenden der Projection . 
ver Curve, im’ welcher die frumme Fläche von der gegebenen 

Ebene gefchnitten wird, auf der Ebene der x y’ in dem Punfee 


(x, y), wie leicht erhellen wird. Denkt man ſich alfo diefe 


Projection durch eine Gleichung charakteriſirt, fo hänge y von x 





a-tcp oy 
5 b+cq 0 
Alfo auch 
— 
Folglich 
— — pt + rl) 
- ii ’ 


; Oy ı „foyN? 
— — — 
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 e=Krifprg: 
| RR; P) 
rı + p* + q? 14 
Y1+p® +gq? — NO u: ir. 
Ki 
Yı+p+q j 2 
Die Lage der Ebene, von welcher man ſich die — 
geſchnitten denkt, wird offenbar durch die Größe X beftimmt. 
Wir wollen jest die normalen Schnitte ſuchen, welchen in dem 
Punkte (x, y, z) der größte und der kleinſte Krümmungshalb- 4 
mefler entfpricht. Man nennt diefe Schnitte die Curven der 
größten und der Fleinften Kruͤmmung in dem Punft (x, y, z). 


27. Man fieht leicht, daß man, um die Curven der groͤß⸗ 
ten und kleinſten —— zu finden, bloß 
* — 


r=.2+ 


EEE NURDD 2 





= —0 

zu ſetzen braucht. Es iſt nun 

K(p+2:X+gX?) =1Fp°+2pgX + (1Fq?)X?. 
Alfo, wenn man nach R differentürt: 





 K(2s +24X) | —4 
* — 3212 2601 2)X | N 
I 1 
und folglich, wenn man 
— 
— 
ſetzt: 
K (20 4 20) = pp 42(144x— 
woraus 
Xi Ks—pq 
1+q? —Kq ’ 





oder 
eh An 28 
s+gX 

Man kann ſowohl den Werth von K, als auch den Werth von | 
X in die Gleichung ’E 
K(p+2X+gX)=1+ p? +2pqX + (1+g?)X* | 
einführen. _ Thut man das Erſte, fo erhält man die Gleihung:. 4 
fa+g)s—pgy X? + Be ee 6. 
— (1+p?)s + pgp 
Thut man dagegen das Zweite, fo ergiebt ſich: 











x 
RT — 
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nd +p?—Kp)d+g?—Ka)? — pg—K?i+—KN)—=o0, 
 (4+p—Kp)(irg?—Kg) — (pg-Ks)”=0, 

- (ed —)K — — er So 

n : —J + (+ pP? +q? 

Da nun — 





J—— e=Kfi1+p:’+g: 
ut; fo wird 
Pd) er — l+P)g—2pgs+ (1 + )pIli+Pp? + q?)Fe — 
— 
Setzt man 
p— ⸗a (14 pꝛ) ⸗2pas + (14 4) p ⸗ 
— IH’ rt, 
ſo if. — 
«K?—-$K+r7?=0, 
- woraus ficy leicht ergiebt:: 
& — art Aay⸗ 
— ——— 
a ya min 
Da man hier zivei Werthe von p erhält, fo muß offenbar, da 
es immer nur cin Größtes und ein Kleinſtes geben kann, der 
eine Werth einem Marimo, der andere einem Minimo des Kruͤm⸗ 
mungshalbmeffers entfprechen. X wird ebenfalls durc) eine qua= 
dratifche Gleichung beſtimmt, ſo daß es alfo auch immer für X 
zwei Werthe giebt, welche den Eurven der größten und Fleinften 
Krümmung in dem Punkte (x, y, 2) der frummen Fläche ent— 
forechen. Laͤßt man, wie offenbar verſtattet ift, die Ebene der 
xy mit der berührenden Ebene in dem Punkte (x, y, z) ju- 
fammenfallen,, und nimmt diefen Punkt felbit als Anfang der 
 Eoordinaten an; fo iſt | | 
BR — JB. 30, 
und die Normale fällt mit der Are der z jufammen. Die Glei- 
Hungen der Normale find aber nach (22,) 


‘—-xı=— p(”-2), y-J=-—qg(7’—z). 








Alſo 
J x— p, J=—q. 
Folglich, weil die Normale mit der Are der z oder 2 zufam- 
menfällt, offenbar aud) 
Ki IE en; 

Ufo in Bezug auf das neue Eoordinatenfyfiem 
a ah (pP Y)X 3 


x 48-42 -1=0. 


2 


Supplem. zu Klügels Wörterb, J. 
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Begeichnen N’ und X” die beiden Wurzeln diefer lien, fo 
it nad) einer bekannten Eigenfchaft der Gleichungen 
x =, 14XX=0. 


Sind nun p. und. die Winkel welche die Beruͤhrenden der 
Curven der größten und kleinſten Krümmung mit der Axe der 
x einfchließen; fo iſt nach (26.) und (5.) 


tuangpf—=X,tannp’=X”. 
Alſo 


Aber — 


eot ( —24 * 





1 + tangy tangpg" =0. 


1 +tang y' tangp” 
tangp' — tangp” 





Folglich 
eot ( 0, v800 


Hieraus ergiebt ſich das merkwuͤrdige Theorem, daß auf jeder 
krummen Flaͤche die Curven der groͤßten und klein— 
ſten Krümmung für einen beliebigen Punkt der 
Flaͤche ſich rechtwinklig durhfchneiden oder auf ein 
ander fenfrecht find, 4 
Hiernach iſt es verftattet, die Beruͤhrenden der Be der 
größten und Fleinften Krümmung in dem gegebenen Punkte der 
Släche ſelbſt als Aren der x, y, diefen Punkt als Anfang der 
Soordinaten, die Normale in demfelben als Are der z — 
mem, Daun iſt wie vorher u 
x=0, y=0;, 2=D, .Pp=0;:g>05 | 


Die eine der beiden Größen X, X’ 





iſt unter diefer Voraus 
feßung offenbar immer — 0, die in unendlich, Aus nt 


Gleihung > — a N u 


ergiebt ſich augenblicklich s —0, ivenn man > welches — 
haupt die Werthe X’ und X" repräfentirt, —= 0 fett. Bringt 
man die Gleichung, wenn X unendlicd) groß ift, auf die Form 
s+ ar — — * =0; 
fo überzeugt man ſich er daß hieraus auch s— 0 fofge:) i 

Denkt man fi) nun eine beliebige Ebene, welche, durch die \ 
Normale gelegt, mit der Ebene der xz einen beliebigen Winkel Ri 
V einfchließt, und bezeichnet den Krümmungshalbmeffer des von. 
derfelben gebildeten Schnitte, wie gewöhnlicdy, dutch 0, den. 
größten und kleinſten Kruͤmmungshalbmeſſer aber durch oe und 
oe’; fo ift nad) dem Obigen fuͤr die in Rede —— Ebene 

x= = tangV; 





\ 


alfo nach (26.), weil 
if: et gq=%0, — 5 | 








meſſer; fo iſt 
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u — 1+tangV? | 
pt gtangV? 
1 
— p’cosV? + gq’sinV? 








Folglich auch 

1 
| — p’cosV? + gq'sinV? 
da unter den obigen Vorausſetzungen 

1 * pr’ =1 

ift. Nehmen wir nun an, daß die Are der. x der Berihrenden 
der Curve der größten Krümmung entfprichtz fo iſt für den . 
größten Kruͤmmungshalbmeſſer V —=0, für den Fleinfien dage- 
gen V— 900. Alfo 


’ 1 e; ’ ‚ 


— — =: 1 — — —— F 
—* [2 pt ad Ra re 
Folglich | 5 
fin 00” — 
e 0” cosV? + o’sinV2 " 
Mittelft diefer überaus merkwuͤrdigen Gleichung kann _ jederzeit. 


aus dem größten und Fleinfien Krümmungshalbmefler und dem 
Winkel V berechnet werden. ; 


Seßt man 


cosV? = 





E 





1 ae — 
Fein ul > » sin V? = —— ee 3 


ſo wird 





THE (ee )e0s2V ' 
Iſt E, der dem Winkel V + 370 entfprechende Kruͤmmungshalb— 


. e +0" + (0 —0")cos2V ' 





Hieraus ergiebt ſich fehr Leicht. die ebenfalls ſehr merkwürdige 


Gleichung ——— 
a 
ig ge ea a 


Sind r und r, die zwei andern beliebigen auf einander ſenkrech— 


ten Ebenen entfprechenden Kruͤmmungshalbmeſſer; fo it eben fo - 


er ok 

Alſo ift immer 

— 
een; 


Wo Q, g, zivei beliebigen auf einander fenfrechten, x und r, 
jiwei andern beliebigen auf. einander fenfredyten Ebenen ent— 


Sprechen, 
42 


182% BER 


Fuͤr v4 wird | 
Lett, et 
ee. We — + — + | 2 ; “ 
Sind R und RB, die Krümmungshalbmefler, welche 4— Ebenen 
entſprechen, die "auf beiden Seiten der Ebene der größten Kruͤm⸗ 
mung gegen diefelbe unter den gleichen Winfeln V geneigt find; 
fo ift 








ER 20'0" 
+ —lE—E" Jeos2V ’ 
use 20’0” 
Tote — (lee — — 
200" 





; fi us m e+e"— (de —— 
olglich immer 

Folglich en 
Die Ebenen, welche gegen die. Ebene‘ der aröften Krimmung auf 
beiden Seiten unter einem Winfel von 45° geneigt find, fann 
man mittlere Kruͤmmungsebenen nennen. Sind R, 
die Kruͤmmungshalbmeſſer, welche zwei gegen eine mittlere Klan⸗ 
mungsebene auf beiden Seiten derſelben unter den gleichen Win⸗ 
keln V geneigten Ebenen entſprechen; fo iſt E 














—— — (8 ”) c0s2(45° 4 V) 
RT 20” & 
ETE REM eb kalt 
20’e” 
1 __d+e te eo) 
— — 
200” Gore 


Alſo 
* 


Man ſehe uͤber dieſe Relationen und uͤberhaupt uͤber bie Krümmung & 
der Flächen eine Abhandlung der fcharflinnigen Mademoiselle 7 
. Sophie Germain.zu Parie in Crelles Journal B. VIL 

S. 1, Einige Bemerkungen zu diefer — R m. im Bul- J 
letin des sciences mathem. Janvier 1831. p. 1 EB: 


Iſt, wie vorher, g der dem Winkel V, o, F dem Winkel 
V+4r 2. Kruͤmmuugshalbmeſſer/ ſo iſt enge dem 


Dbigen 
—— +0’ (6 "yeos2V 








7 Re? : 
— > (d_e"Jeos2V 
er J 200" 


Bezeichnet num r. einen andern beliebigen dem Watel v+V. 
entfprechenden Kruͤmmungshalbmeſſer; fo if | 
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ẽ * 20’ 0" i ’ \ 
; —et+e" — (e—e”)eost(V+V 
Aus den beiden erften Ausdrücen folgt: 
OR 
te 


Luis (3 — 7) c0s2V - 
RER. ß ® 





und hieraus 

















KEN 2op, cos 2V 
IT g—e+(gite)eos2V ’ 
3 Be ; 200, cos2V 
— 2, —e — (ge, +e)cos2V ’ 
— 40? o,? cos2V? 3 
er Tee): — (1 te)? cos2V? } 
J Age, (oe, —e)ens?V de le) 
NETT Terme — (ei He)? cos2V? ge, cos2V ’ 
et 400, (e, +0)cos2V2 ee late) 
EERTTIETE — dgı Fe)Ycos2V? 9: 
Alfo 
200, cos?V 





Tg + e,)e0s2V — (gg, )Jeos2(V+V)' 


W. Wir wollen jet anuchmen,- daß die gegebene krumme 
Fläche von einer belichigen durch den Punft (x, y, z) gelegten 
Ebene gefchnieten werde. Der Kruͤmmungshalbmeſſer des Schnitte 


ſey — 6. Man nehme die fihneidende Ebene als Ebene der x’ y' 


| - Alfo 


eines neuen Coordinatenfyftems an, in Bezug auf welches wir 
die Eoordinaten des gegebenen Punftes durch t, u, v bezeichnen 
wollen. Der Neigungsiinfel der gegebenen Ebene gegen die 
Ebene der xy fy— 9, ihr Durchfchnitt mit der Ebene der xy 


ſey die Are der x, und zugleich wollen wir, welches offenbar 


werftattet ift, annchmen, daß die beiden Syfteme der x, y, 2 
und x, y, z einerlei Anfangspunft haben. Der von der Are 
der x und der Are der x eimgefchloffene Winkel ſey — . Un— 
ter diefen Borausfeßungen ift nach dem Artifel Coordinate (21.) 
i. d. 3., da das dortige @ hier offenbar — O, und auch v—0 
zu feßen ift, wenn man die pofitiven neuen Coordinaten in Bez - 


jug auf die primitiven fo nimmt, wie a. a. O. in IV: 


x = tcosy — ucos O sin 
y=tsiny + ucos® cosy 
z= usn®. 


= cosywdt — cos Osinyou 

öy = sinwät + cos ®cosyou 
oz = sinOdu . 

Seben wir nun wieder die partiellen Diffentiale 
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} . O2 _ Öz — 
ie in P> * ——— 
fo ift befanntlich | Ba 
02 = px + — 


Folglich nach gehoͤriger Subſtitution 
sin O õu ⸗p (cos ydt— cos Osin ydu) Pq (sin y A cos @ cos a 
au peosytgqsinv 
ot” sn@+ — — 


Rad (11.) ift 
+ $E: 








- 0?:u 
Man muß alfo- noch er entwickeln, Der Einfachpeit wegen | 


wollen wir aber twieder die berührende Ebene der frummen Släche 
in dem ‚gegebenen Punfte als Ebene der xy, den gegebenen unft 
felbft als : Anfang der Coordinaten, und die Ebenen der größten ' 
und Fleiniten Krümmung in dieſem Punkte als Ebenen beit zz A 
und yz annehmen, wie in (27.); fo iſt 


* p =.0, 4.=9,: =0. 
Alfo für dieſes Syſtem 


zo. R Be 
Entwickeln wir nun im Allgemeinen © = } ik na ſich aa 


(sin Op cos O sin y—q cos © cos y) (oosy& vH + sin vor ) 





ou — (peosy-+-gsiny) (eos @siny — c0os® cos nal, | 
ae 7 (sin® + pcos@siny — ges Gcosy? 


Folglich 3 Frl, auf das neue Coordinatenſyſtem, 4 
p=1= v 








x — * —— 
82u cos yoR +äiny ; KH ä — 
— sin © u ——— 


Aber 
Op _ Op Ox _ 0°z dx ‚X 
aaa Pa’ 
0q _0g Oy _ d?z dy — 0 N 
a ya ia? Fir 
und nac dem Dbigen, weil 
ou _ 


iſt: 
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; Rz cu ;; z = siny. 
Op 
öt 





ii ——— oq .. 
=peosy,n = dsiny; 
O?u _ p’cosy? + q’siny? 
br et sin® 5 
Alſe 


sin © 
— preosy? + g’siny® " 





Nach) (27.) ift aber 
p=- 7’ — 





Alſo 
JE ee" sin ® 
Far: NT Teosw? + e siny: " r 
Für einen normalen Schnitt ift 9, v=V (27.). Alſo 


e 7, 
ee FeosV2t gsinVv:?’ 


ganz wie in (27.). Die obige allgemeine Formel für g rührt. 
nad) Facroir (Trait& du caleul diff. et du calcul int. T.1. 
Paris 1810, p. 580.) von Meusnier her. 


29, Zu. den ſchon oben und Thl. III. S. 400, angeführten 
Schriften’ fügen wir hier nur noch die Lehrbücher der analytifchen 
Geometrie von Brandes (Leipzig. 1822.) und Littrow 
(Wien, 1823.), und Puissant Recueil de diverses propo- 
sitions de Geometrie. Paris. 1809. p. 365— 422. worin die 
Lehre von der Berührung und Krümmung fehr einfach und deut— 
lich vorgetragen it. Cauchy Exercices de Mathematignes 
Livr. 5. (Sur un th&or&me relatif au contact des courbes ) 
und Livr. 7. (Sur les divers ordres de contact des lignes 
et des surfaces). In gewiffer Verbindung mit gegenwärtigem 
Artikel ſteht auch der Artikel Cauftifhe Flächen und Linien 
lid: 3., auf den wir alfo bier. verweifen. Eine artige Anwen— 
dung der Fehre von den Berührungen f.. m, in dem Programm: 
® en Spaeroidum (Lips. 1831.) von M. W. Dro- 
ı 13 + 
30. Ganz neue Anfichten über die Krümmung der Flächen 
enthält die wichtige Abhandlung von Gauß: Disquisitiones 
. generales circa superfieies curvas.  Gotting: 1828. Einen 
Auszug aus diefer Abhandlung. hier in der Kürze zugeben, iſt 
nicht wohl möglich, fo. viele intereffante Unterfuchungen dieſelbe 
auch enthält. Alles folge in derfelben aus zwei neuen von Gauß 
eingeführten - Begriffen: der ganzen Krümmung und dem 
Maaße der Krümmung oder der fpecififhen Kruͤm— 
mung einer krummen Fläche in einem beftimmten Punkte derfel- 
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ben. Am wichtigften ift der Inhalt diefer ſchoͤnen Abhandlung 
aber für Geodäfie und fphäroidifche Trigonometrie, fo daß es falt 


ſcheint, daß Gauf?s große geodätifche Arbeiten -derfelben dag 
Dafeyn gegeben haben. Der Verfaſſer dieſer Zuſaͤtze hat ihren 
ganzen Juhalt, mit Erläuterungen und Zufäßen, in feiner Sphae- 
roidischen Trigonometrie. Berlin. 1833. 4. wiederzugeben 
verfucht, auf welches Werk daher hier zu verweifen erlaubt feyn 


mag. Die Abhandlung von Gauß enthält auch mehrere fehr ele- 


gante fpecielle Säge über die frummen Flächen, und if ganz 
geeignet, die Genauigkeit geodätifcher Rechnungen zu erhöhen, 


Beftimmtes Integral, 


1. Wenn man das unbeftimmte integral JRox, wo X 


eine beliebige, zwifchen den Graͤnzen z=a, x=A fletige, Fun- 
. etion von x bezeichnet, fo bejtimmt, daß es fir x—a verfchiwin- 
. det, und danı x=A ſetzt; fo nennt man den dadurch hervor- 
gehenden Werth des gegebenen unbeftimmten Integrals ein be— 
ſtimmtes Integral, umd bezeichnet daffelbe durch 


E 
S.%- AN N a 


Indeß ſind auch | i 


See fr, Sa[2) Sei] pe 


feicht verftändliche und in diefem Wörterbuche zum Theil fchon | 


zuweilen angewandte Bezeichnungen, In diefem Artikel foll die 
erſte Bezeichnung durchgängig gebraucht werden. Man fagt auch, 
5 —— 


da 

5 —— Be a 
der jivifchen den Gränjen Jad x=A genommene Werth dee 
unbeftimmten Integrals Rx fey, ein Ausdruck, deſſen eigent⸗ 
liche Bedeutung bald näher erhellen wird. 


2. Um alfo ein beliebiges: unbeſtimmtes Jutegral IR 3 


zwwifchen den Graͤnzen x—a, x=A zu nehmen, muß man nach 
dem Vorhergehenden diefes Integral fo beftimmen, daß es für 


x=a verſchwindet, und dann x=A feßen. Nehmen wir nun 


aber an, daß f(x) die Function fey, welche man erhält, wenn 


man IR fo beftimmt, daß diefes Jutegral für x—a ver- I 


ſchwindet; fo ift nach (1.) 
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— α = ra. 
- Allgemein iſt, wenn C eine beliebige Conftante bezeichnet, 


Ben Pa=to+c. 
Folglich, wenn manıx hA feßt: 
Ss +, 
we TA (x=A) en 3 
und, wenn man x—a feßt: | 
Xor=fla)+ C, 


— AN, x=a) 
Ufo Br 
Xöx — /xör =f(A)— (a). 


— (x=A) 6aA) 

Da aber nach der Vorausſetzung f(x) die Function iſt, welche 
man erhält, wenn man dag Integral SRox fo. beftimmt, daß 
e8 für x=a verſchwindet; fo it f(a)=0, und folglich: 


[xx — JXox=E(A). 





(x=A) (x=a) 


Alfo nach dem Dbigen: 


J.® = Xörx — [x i 
7a G=>ä4)' (x=a) 


Man Fan demnach) das beſtimmte Integral 


auc) fo finden, daß man in dem unbejtimmten integral I Xox 


zuerſt x— A, dann x—=a feßt, und den letztern Werth von 
dem erftern fubtrahirt, welches in den meiſten Fällen leichter zum 
Zweck führt, als die Anwendung der erftiern Mechode, 


% Nah (2.) ift: : 
4 —— 


(x=A) (x=aA) 
a; 
© X%x = a Br WE 
A (x=a) az=A) 


u Folglich immer; 4 
“ — ee 
a A 


A a ; \ 
‚S»=-[%- 
EB A 





oder 
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4 Um Nichts unerläutert Au laſſen, ſchalten wir hier fol⸗ 


gende Bemerkung uͤber die Summirung der poſitiven ganzen Po- 
tenzen der natuͤrlichen Zahlen ein. Nach dem binomiſchen Lehr⸗ 
ſatze iſt: er: 

(x + 1)rH — Hg + Bxr-i 4 O2 +... + Pr+Q. 
Folglich, wenn man nad und nach x—1,,2, 3,4, 55 ur 
feßt; x | 

24 — 14 = A de $ B. Ir-i CT... +P.1r+0Q 
SH — SH A. +B2Ia+ Cr... +P2+0Q 


at — SH — A. + BI 4 CH. PIE +QO 


KH ⸗- atri A. + B. xx-i 4 Ce +... +P.x+Q. 
Seßt man nun allgemein | al 
re. +... yräze, 


und addirt auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen; fo erhält man: 


- (x +I)yH 1 ALEK + Bext-i -... + Pxx+ x. 


Nach dem binomifchen Lehrſatze ift aber befauntlih A=r-+1. 1 


Alfo { | Bi 
(+1)EXr=(x + 1)rH! —1— BExti— CExt-2— ..— P3x— Qx . 

Folglich fir r—=1: \, a . 
; 2x= (+1) —1— Ar. ı 
Nach dem binomifchen Lehrfage aber Q—=1. Alfo 

223 =(xt+1? -Ii—xmx +x 

2x * 4x? + (»)x ” IN,% ; Y 

wo (.) einen gewiffen beftimmten Coefficienten bezeichnet, auf 


deſſen befondern Werth es jeßt weiter nicht anfommt, Fuͤrr—2 


findet man leicht: 
33? = (x+1) 1 (Er —L.)a Cd 
— — 
2x 4x * 6.)x ODE 
Geht man ſo weiter, ſo findet man allgemein: 





Be aa O5 TE u ar + 


5. Man nehme nun an, daß aa, folglich immer A—a 


pofitiv fey, und fege A—a=ni=a, wo wir annehmen, daß. 


n eine pofitive ganze Zahl fen, welche beliebig groß, i aljo, wel= 


des ebenfalls poſitiv ift, beliebig Flein genommen. werden fan. 


Ferner ſey X=Y(x), und 


v= /xöx = Jsin).0x i 
Die Summe 


ylati).v + ga+%).i+ gla+di)ig.. +pla+ni).i 
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bezeichne man duch S, fo wie die‘ Samme 
gla).iz+ glari).it gatdi)it.. Foat+m—Di)i 
durch S. 
n Entwickelung Ga ‚dem Taylorſchen SD findet 
man leich 

+ pa — — — 

+ la). + Bo. 4 ey. 


SALE FETTE NEN RN Re 








a, Pr O?p(a) n?i? 
re T2 — 
Eule). — 





=p(a). it * 





= sta).ni + GR lim + (9m 
+ ler om + Gn| 


4 
+ — lerroe + Om + nl 





=y(a).ni+ 220 |, ie + c- —* 4 





+) Hai) + Idrit mirie 5 





ee KH. Ho. K. ar we 
Es Eos She Br a ar Sal er = 
EEE KAOTPR 23 * 4 
* te + (Jeit tl. Jar] iM 
+5 je either + 0a |. 


en dem Dbigen ift nun | 
Ir OX 0®Y OR) Ar 0? (x) 
I a 
Alfo, wenn man P 
| A=xt+(i—xr). 


x 
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gr nach dem Taylor'ſchen Lehrſatze: 


oY As — (A— x)? > Wr 
Ir: a ee = — — 











Pi F en IV 
9 _x)2 2 —— 
er 4 var —⏑—— nn 
+ '* . [3 bes a EL 
* (A— x)? Op (x) (A= x)? 
ne IT + Ox 3, rt em 


»n. a» ueeo» 


und folglich ‚ wenn ai au feßt: 
0 (a) (Aa)? 4.26) (A—a)?, 











RER ne —— —— 
— 

d a) O’p(a) a3, £ = 

zy(a).a+ — ge Er: en yo. Sen — 


Aber Y=Xix= /p (x). öx. Alſo nad (2). 
32 3 N 
— = BR 
—— ul. EM I — 
Folglich 
— J——— =y(a).ce + 





— * O?ypla) .® 
rate, 


Denft man fid) nun die oben ke Summe IS nad Poten- | 


zen von i entwickelt ; fo erhält man fogleicy: 
S 2 6). ox —— 4 L,is + L,ie +2... 


= [xx + Li +L? + Li +Lit +... 


wo die Corfficienten der Potenzen von i bloß von 2 a und aab 
hängen, 
' Ganz auf ähnliche Weife findet man 
= gyla).i 
Öp(a) i?  O’pla) 





+ ola).i + a 7 er ae Sa 
912 2 2243 
—— — 
2 2 ER — 
+ a). ar eh ann 


dp (a), (nie 0? (a) a: i3 ap: 
+ g().ir da 4 + oda 1.2 tra 








, 
x see de * 
— TE TREND IE REN DET Sn = 
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—— Me LIE FAR ne —2 
Opl(a) it 





Da Tau nn 
Aber nach (4. ) 
Z&x—I! = +. + — +: 1), 


woraus, wenn man fich die Potenzen entwidelt denft, ſogleich 
folgt, daß I(x—1)r die Form 


ze = Hit elta (lIs+l) 
bat, fo daß nämlich das letzte Glied conftant if. Man bat alfo 











So. I im + On+c)]| 
4 ae rom ren] 
934 44 

+8. * zenttom — — — | 
+ ee a Were A 

woraus man ganz wie vorher 

a8 N⸗ ).o⸗ re Li + Li? + L,;i® Fall is 

=\f; X%x +Li+ Li? + L;i® + L;it + 2... 


erhält, Die Eoefficienten der Potenzen von i hängen wieder bioß 
von a und @ ab, 


Der Kürze wegen wollen wir 


s-fxa+a, haft s 


feßen, wo 2 und Q Functionen von i find, welche für i=0 
verfchtwinden, St nun K=gY(x) eine ftetige Function vonx, 
wenigſtens zivifchen den Graͤnzen x=a, A, welche alfo aud) 


! 


iwiſchen dieſen Gränzen nie unendlic) wird; ſo fann man fich die 
Werthe von X ziwifchen diefen Gränzen ale die rechtivinflichen 
— Drdinaten einer Eurve denfen, deren Abfeiffen die entfprechenden 
Werthe von x find. Theilt man das Intervall A— a in n gleiche 
Tkheile, deren jeder Si if, zieht durdy jeden Theilpunkt eine Dr- 


 dinate der Curve, und durd) die Endpunfte aller Drdinaten Pa- 


allelen mit der Abfeiffenare bis zu den Drdinaten, welche der 


Ordinate, durch deren Endpunft die- Parallele gezogen worden, 
zunaͤchſt biegen; fo erhält man zwei Reihen von sn Nechtecken, deren 
Summen, wie leicht, helle, — 8 und = N find, Die 


142 > Beftimmtes Integral. 


Summen diefer Rechtecke ändern fid aber, wie ſogleich in die 
Augen füllt, ſtetig, wenn i fich ſtetig ändert; alfo werden auch 
8 ie ſich ftetig Ändern,wenn i fich ftetig Ändert, Kür 
ir 't j 


;A a 
JS, er2=/, x“, — 
J— 
a i a n 


Laͤßt man nun i vom Null an ſich ſtetig ändern; fo. ändern fich, 
wie wir fo eben gefehen haben, 


7— Xöx + Mund J. Ar 
a & 


A ne 
gleichfalls. ſtetig von /. XGx an, und es muͤſſen ſich alſo auch 


Q und 2 von Null an ſtetig Ändern, wenn i von Null an ſich 
ftetig ändert. Hieraus folgt nun auch umgefehrt, Daß i immer 
fo flein angenommen werden fann, daß 2 und 2 der Null be- 
liebig nahe fommen, oder daß, wenn man nur i flein genug an— 


nimmt, S und S' dem beftimmeten integral ya Ar ox beliebig nahe 


gebracht werden koͤnnen woraus ſich ferner das folgende fuͤr die 
— der beſtimmten Integrale überaus wichtige Theorem er= 
giebt: ) " 
Wenn a<A und die Function X zwiſchen den Gränzen 
xea,x=A ſtetig iſt; fo iſt das beftimmte Integral v£ ee i 


die Summe der Producte, welche man erhält, wenn man zwi—⸗ 
fhen den gegebenen Gränzen in gleichen Intervallen die Werthe 
der Function X mit dem immer als poſitiv zu befrachtenden 
Merthe eines diefer Intervalle multiplicirt, mit deito größerer 
Genauigkeit, je fleiner die Intervalle genommen. werden, und es 
fann die genannte Summe diefem beftimmten Integrale beliebig 
nahe gebracht werden, wenn man nur die Intervalle klein genug 

Das Integralzeihen, als Summenzeichen, verdanft diefem 
Satze, welcher namentlich aud) für. alle Anwendungen der Inter 
gralrechnung von großer Wichtigfeit it, feine Entſtehung. Da 


nad) (3.) 
IR = - f, 3% 
A a 


iſt; fo ift das erftere Integral derfelben Summe gleich, wenn 
man nur jet die Intervalle als negativ betrachtet, wie fogleich 
erhellen wird. Man kann alfo den obigen Lehrfaß auch auf fal= 
genden allgemeinern Ausdruck bringen. 
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Wenn die Function X zwifchen dem beliebigen Gränzen x=a, 
x A ftetig if; fo ift das beftimmte Integral ⸗ Xox die Summe 


der Producte, welche man erhält, wenn man zwiſchen den gege= 
benen Gränzen in. gleichen Intervallen die Werthe der Function 


X mie AZ® multiplieitt; vorausgefegt, daß n die Anzahl der 
Intervalle bezeichnet, mit deſto mehr Genauigkeit, je größer.n ift, 
und es kann die genannte Summe diefem beftimmten Integrale 
beliebig nahe gebracht werden, wenn man nur n groß genug nimmt, 


Setzen wir alfo 
„ A—a 








-i, A=a-tıi, 


und bezeichnen die den Werthen 

7 a, ati, at, ati, ....atni 

entfprechenden Werthe der Function X der Neihe nad) durch 
a A FR OR, RTL 2 5 

fo iſt 


Nail + 4m 4 44 et] 


sa 


oder 
A % 
F xx x +, +, +XG+.. + Xa-ı + Xu} 
a 
defto genauer, je fleiner i, oder je größer m: if, 


- 6. Alles Bisherige ‚gilt nur unter der Vorausfeßung, daß 
die Sunction X zwifchen den Gränzen =a, XA ſtetig oder 
continuirlicdy ift. Um aber den in (5.) bewiefenen Sat aud) auf 
discontinuirliche Functionen, zu "deren näherer Unterfuchung‘ die 
Mathematiker feit einigen Fahren durch verfchiedene phyſiſch⸗ ma= 
thematische Fragen geführt worden find, ‚ausdehnen zu fünnen, 
it es nöthig, den Begriff des beftimmten Integrals überhaupt zu 
erweitern (f. u: U, Cauchy Resume des Lecons donnees 
a l’ecole royale polytechnique sur le calcul infinitesimal. 
Th. I. Paris. 1823. p. 96.). _ Finden nämlich zwiſchen den 
Graͤnzen x=a, X=A für die Werthe &; dur @,, ;,, 
200% On-ı Unterbrechungen der Continnität der Function X (So- 

lutions de continuite) Statt; fo wollen wir mit Cauchy unter 

dem zivifchen den ‚angegebenen Gränzen genommenen Integral 
von Xox die Gränze verfichen, welcyer ficy die Größe 


+ @,+ @,+ A 
F. —— + E \_ xöx + — +..+ Xox, 
D ame 


a a,+te ,/ an-ıte 


| 
| 
| 
die obern oder untern Zeichen genommen, jenachdem a Eleiner 
oder größer ald A if, mähert, wenn e, das immer als pofitiv 
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angenommen ivird, ſich der Null nähert, oder unendlich klein 
wird, Unter diefer VBorausfeßung gilt: offenbar der in (5.) bes 
wiefene Sag auch für discontinuirliche Functionen, und zugleich 
erhellet aus (5), daß jedes beftimmte Integral die Area einer 
gewiſſen Fläche darstellt, man ſich alfo auch umgefehrt für jedes 
beftimmte Integral die Area einer gewiſſen Fläche gefegt denken Dei 
Jedes beftimmte Integral läßt ſich auf zwei. verfchiedene 
Arten in andere beitimmte Integrale als Theile zerlegen, welches 
oft von aanz befonderm Nußen if. Kann man zuerſt die 
Function X in gemwiffe andere Functionen P(x), 9, &), 9. &), 
9, (8), +++... zerlegen, fo daß a 
Zzya)+o,() 
iſt; fo ift auch | 
Xx=yR): + pP, MI + RK H+ PM. +... 
Denft man ſich nun, daß x nad) und nach alle Werthe von 
x=a bis x=A durchlaufe; fo ergiebt ſich aus dem vorhergehen- 
‚den Betrachtungen und aus (5.) augenblicklich, daß allgemein 


Ik = / 0w. +/ 90-0 + [0:0 J 


iſt. 
Anſtatt die Function X in Theile zu zerlegen, kann man 
aber auch. dag Intervall A — a in Theile zerlegen, zu welchem 
Ende wir ung eine-Neihe von a bis A fortwährend zu - oder 
abnehmender Größen 3 
a, 0, a, 5 are Any A 

in endlicher Anzahl denfen wollen, fo daß das Intervall A—a 
in die Theile | 

0 — A, a, —a, a, — Ey ++ Ani an-2, A—any 
deren Anzahl = n +1 if, getheilt wird, Theilt man nun jedes 
diefer Intervalle wieder in unendlich Fleine Elemente, und be- 
zeichnet die Summen der mit dem Werthe eines folchen unendlich 
fleinen Elements multiplicirten Werthe der Function X in den 
einzelnen Intervallen, d. i. die entfprechenden Slächenräume, der 
Reihe nad) durd) — 
BIS 8,8, 
fo ift nad) dem Vorhergehenden 


@ 
ER Xox—=S 
; a \ 
0; — 
E Xox = S, y R 3 

. & * & J [> 

@r ae —— 

9 Xox = 8, i * 
@; ı K x on 


EA eb an and Dan. „U nn 27.0 N Fr 


ne Ds Au Du ln nn 


RT 


u * 
re 


Rn 














— — — 
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— En—1 _ N 
? J. Xöx = Sa-iı 
; @n—2 


gA 
mn ä Xox = Sn. 


« On—t 


Aber offenbar nach dem Dbigen | 


Alſo —* 
A Pi * a, @, A 
fi xXx—= V. Xox + S Xox + * Xoxt..+ Xox. 
a ’ßa [77 40, Gn—1 
So iſt 5. B. immer 


ta, 0 +a 
J Xõx x6x . Xox, 
Ja. _ o 
— 0 + | 
FE X Xox+ # — Xox y‚ 
— {on — o : 


oder. überhaupt 


r, Y r A 
Xox=/ x0 X 
fest]: 


wenn a eine zivifchen a und A liegende Größe ift. Es ift klar, 
daß diefe Säße, welche in der Theorie der- beftimmten Integrale 
fehr häufig ihre Anwendung finden, fo wie der in (5.) bewieſene 
Sat, fowohl für continnirliche, als auch für discontinnirliche 
FSunctionen gelten, unter Vorausſetzung des vorher erieiterten 
Degriffs des beftimnten Integrals. Der Kürze wegen wollen 
wir aber im Folgenden, wenn e8 nicht befonders erinnert wird, 
immer bloß continuirliche Functionen betrachten. 


Nachdem nun die wichtigften allgemeinen Eigenfchaften bes 
flimmter Integrale bewieſen worden find, wollen wir verfuchen, 
im Folgenden einen Begriff von den verfchiedenen Methoden und 
Kunfigriffen zu geben, welche zu der Entiwicelung ihrer Werthe 
angewandt worden find, wobei zugleich die wichtigften Nefultate 

angezeigt werden follen, zu denen man auf diefen verfchiedenen 
Wegen gelangt if. | 5 

7. Die erſte und allgemeinfte Methode zur Entivickelung 
der Werthe beftimmter Integrale ift offenbar die in (1.) und 
2.) angedeutete, nach welcher man auf die. dort angezeigte Art 

von den allgemeinen Ausdrücden unbeftimmter Integrale zu den 
gefuchten beitimmten Werthen derfelben übergeht, wobei fich jedoch 
oft Abkürzungen der Rechnung darbieten- werden, wenn man nur 
auf den Gang der allgemeinen Integration gehörig Nücficht 
nimmt. So überzeugt man fich z. DB. leicht durd) Differentia= 
- Kom von der Nichtigkeit ver Gleichung: 
Supplem. zu Klügels Wörterb, J. K 
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xn-+-1 Öx Bei n. xu—1 OXx * 1 an ra $ 
Yi_z ır+1ı/ 11-2 n+i1 


Mittelſt derfelben gelangte man, wie in dem Art. Jutegralformel 
(62. 63.) gezeigt worden tft, leicht zu dem allgemeinen Aus: . 
drucke des unbeſtimmten Integrals 
xn-+1 0x 
N Yrı— x: 
von weldem man dann nach der in (1.) und (2.) gezeigten 
Methode zu beliebigen beftimmten Werthen übergehen fanı. Bei 
näherer Betrachtung obiger Gleichung erhellet aber augenblicklich, 
daß diefelbe zwifchen den Gränzen O und 1 folgende einfachere 
Geftalt annimmt: 


» 











’ 




















(1). IoHox nn 1 xn-1 0x 
! ori-z ar Yo ri-e 
Bekanntlich ift 
OArcesinx= ‚„ Arcsinx = f; Ox k 
— Yı-x? 
Folglich 
e 1 9* Ku 
o Yı-x?: 7 R . 
Setzt man ferner 1— x? =’; ſo iſt xox — — 207, Alſo 
u RE I 
Yi-x? 2- | 
1 xox 








Fa AR 3 
Aus diefen beiden beftimmten Integralen erhält man nun durch 
fucceffive Anwendung der obigen Relation leicht nach und nad): 



































iR ee Pi xox a ' 
N ee Be" o ri1-x? AR 
RN, 1x3 0x — 
tim — ——— * — 
10x _1.3.% 1 a08 mm 
Ya 2,82 In 
xx .:.168.5.% ıx’dx _ 2.4.6 
VERS SE 3.5.7 
eh u ff 
Alfo allgemein 
(2) 1 gta0z 1.3.5.7 (n—1) = 
- ori: 2.4.6.8... 2 
3) IxnHidx _ 12.4.6.8...20 
. Yı-29 7 3.5.7.9... (Qui) 


re. 


en — 





ed a Ze = 
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woraus ſogleich die merkwuͤrdige Relation folgt: 


1 En ae 18 
3 Nr), res ar? 
oder auch £ z 
A IgenHiöx fi zo _ 2 2.2.4.4.6.6....2n.2n 
6. * V3333 (2n-1) (2n+1) ' 
8 Man fee jet ai — 1, fo daß @ eine pofitive ganze 
Zahl ift, und bezeichne die den Werthen 
— Ars Mi, one: af 
von x eut[peedjenben Werthe von 
x2n—1 


'Yı—x? 














refpective durch 


fo iſt nad) (5.): 
Teiler +4 +. + Kl 











rı—x? 
defto genauer, je Kleiner i if. Da nun 
x?n x2n—1 ; x2n--1 x2n—1 
— = KL. , — = 2X. —— 
Y1—x? Mir TIeg Yi-x 


if; fo find die den Werthen 
d,.1552, 3, M, 0, 8 


von x entfprechenden Werthe von 
x?n ab f x2n--i 
Fe. ix? 





vefpective: 
Zur TE., BR. — 
und 
Kos 17X,, (25)2X,, (3)2X,, -.. (ai)?2Xu. 
Da aber ii iſt, und folglich die übrigen Bielfachen von i 
ſaͤmmtlich echte Brüche find; ® iſt 


——— X % 

iX, - X, i? X, — IX, 
2i X, < X, (2i1)?X, <2AX, 
ILCH - KLAR, 
eika. mm X, (ei) X. m eik, 


Be, weil No, Xır X., ... Xa offenbar alle pofitiv 
nd; \ 
82 
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KHK, 4 2ix. HER ix u 


<K HUF +4... + Ro 
KB ik a. 
> PX FAR, +ai: %; +. .+(ei)? Xu 


d. i., wenn man nur in Diefen beiden Bergleichungen auf beiden 


Seiten der Zeichen noch mit i — nach (5.) und dem. 


Dbigen: | 
ix2n 0x Ixan-1dx. , pi in ak 1 x2n--1 0x 
H ri: Jo» Mı—x | > \. Yi-e 
Da nun nad (7.) | ya, 
IxnHidg, Pixin-idgı, m 
— J/,Yıoa Marl? 











und 
— OR 1 
2n+17 Bere 
iſt; fo ift Har, daß das Verhaͤltniß 
1x2n o* 1x2n—10% 3— 
oerY1-—x: Jo i—x? 3 





dem Verhaͤltniß der Gleichheit beliebig nahe gebt werden. 


m a a a 


fann, wenn man nur n groß genug nimmt. Da aber, ivie wir > 


fo eben gefehen haben, 
; I x2ndx 


0 rı—x? \ 





zwifchen den Gränzen 
122n—10x . 1gnHlöx 
0 Yi-x? o Yı—x? 
enthalten ift; fo Fann offenbar auch das Verhältniß 
1x2n+-1 0x bi x2n dx 
o Y1—x?/o N1-—x? a 
dem Verhaͤltniß der Gleichheit beliebig nahe gebracht werden, 
wenn man nur n groß genug nimmt. Alſo fann man n ie 
immer fo groß nehmen, daß die Gleichung 
— 2 DIR AND. 5 se ae 2n.2n 
7 5 '1.3.3.5.5..(2n—1) (2n—1)(2n +1) 

















ohne merflicen Schler erfüllt wird. Demnach fann man n auch | 


immer fo groß nehmen, daß ohne merklichen Fehler 

Te —— 2n. 2n 

T 
iſt, und der Fehler kann immer beliebig klein gemacht werden, 
wenn man nur m groß genug nimmt. Dies. führt auf den. bez 
une von Wallis gefundenen merkwuͤrdigen Ausdruck: 
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er Ri 


1.3.3.5.5.7.7.9. TR 
wobei aug dem Vorhergehenden zugleich, mit völliger Deutlichfeit 
der eigentliche Sinn der unendlichen Factorenfolgen im Zähler 
und Nenner diefes Bruchs erhellet. 

9, Setzt man x—=zP, Ox—pzr-tdz; fo wird die in 
(73 — Relation (4. weil ze0 frx=0, zei 





für x=1 if: | 
6 \p:f 1 z2np--p—1 07 1 zdnp-H2p—1 07 ER 1 ze 
22), hilien- mriR! 


oder, wenn wir ap +p—1=g4 2p + pP — 1=p+4 
Aa+1= m ſetzen: 


— 1 4092 1 
2. Js, Yi- ma Js Pur+D'2’ 











woraus z. B. fr ga =0, p=2; q=0I, p=3; q=1 
pP=3; ı=0, p—43 4*52, p=% 4q=0, P* 63 
q=1,p=5; q=2, p=95; a=3,P= 
1 2207 TE 
Sfr eng 





1 2307 
9) fr Yrı—-z.J/o 11-2 
_202 202. 
10. a 
( 2 se, — —— 
t 2402 
11. ——. — * 
* —— —— 
oz 1 2507 
12. 2 —— 
Neal, Yı-» 
1 2502. 
13. — 
a Rz: Ze o Yi—z:0 
02 1 26 02 
14. zZ 2 
— JS; Y1-2'%,/ , Yi-z:° 
Oz 1 2702 
15. = 
Can fi vl, Yi-aie 
02 1 23 ı 200 i 
16, - * 
eis Nr: —— — 
welche Saͤtze, deren Zahl, ſich leicht vermehren ließe, gewiß alle 
Aufmerkſamkeit verdienen. 

10. Setzen wir in (2.) x — 2? — x=H4 ragt: 
—=1-—z; fo wird 
ar x?n 0x . ds 

rı— x? — 





il 


» j 
a 8 Sa la SR ala 818 ala 





IE 








| 





* 
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Folglich, weil 0 für x —O, z=1 für x=1 if: 


1 zudz gm x2a0dx 
— — 2 
oY2—z2 "Joli-—x? 





vi 





11. Es iſt ferner 
zo xa dx 


Yi-x —F r 


dba 1 x(1- x) (148). Alſo nad dem binoniſhen 
Lehrſatze: 


(+42) ?, 












































xn 0X 
| Yı-a 
xu0x 2x 1.3 u 1.3.5 fntsdx 
— Yı 2" 347 Yo 24 ri 
und folglich auch: — 
gun 
0:7 1x? J 
ur. Ixnt20x 1.3 fıxnttör 1.3.5 1 xn-46 dx 
— ren ori 24.6), Yı-z 
Aa nach (2.) und (3.): ° * 
1 x?n 0x TE 1:3.5...(m —1 
DAB ori: =5| a 
— — 4 
— ——— 2» 
2.42.4.6...2n +4 
1.3.5 1.3.5... @n +5) 
2.4.6°2.4.6...(20n+6) 
+. —— Wr 
(19.) — —— 2n246. — —— 
Yi-x  3.5.7...n+1) ° 3,5.7..(20+3) 
1.3 2.4.6..(n +9) 
+2235.7.@+5) 
1.3.5 2.4.6..(2n +6) 
3 2.4.6 3.3.7..(2n4+7) 
Insbeſondere bemerken wir noch): — 





























ok 31.9.003.51.3.5 
a) Wal rt east] 
IE m 12°, 12.32 12.32.52 | 
SEHE, tree 
1 xx - 1.3 2.4 1.3.5 2.4.6 
a rt a has Tat 
f - =1—}+3—-++3—- .- >75 
f. d. Art, Cyklometrie (30.) in diefen Zufägen, 
12, Da 
 N+zx:=1+4x — art 1 Zasxe ie 
iſtz fo ift | 
sr 1-ax? _ 
Kr * 








I. 1 x20x 4.1, Pier 
— $ ya — 7572 —— 
Yı-x: o Yi-ı? R ri 





Di. nah (2.) 








r: 3,471;9 1.1.1.3.3.5 
Er ST: — —— —— —— 
13. Ferner iſt 
_ [A+x) dx ö 
$ ——— le Yx_x? 
dt 
1 öx N 1 
nr 4 — 
u — 1. xOx ie 1 22% vr 
Jo Yx—x2 ® —— —_ x? RB > oYx— x: hr 
oder nah (17): 
0X 1.9 1.9.85 
* —ã— i- 70 4, 16. 5 | ; 


5 14, Eins der wichtigſten beſtimmten Ontegrale, welches 
* aus den bisherigen Saͤtzen auch abgeleitet werden kann, iſt 


Be dt, Setzt man naͤmlich in der Gleichung (4.) 

* e-at?, g(2n +1) =1; 
pit=w für x=0, t=0 für x=1, wie leicht er⸗ 
hellet. Ferner iſt 


* 


Jo 


x 
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xn = engl? — e-li-gt? , zanhi e⸗i 

%& = — 2ge dt, ax =— 2ge’dt; \ 
xml = — 2gte-(att?dt, 1x? = I— et, 
Folglich nach (4.) 


0° e-t249t 0 e-(g+Nt? tot 





Ag? —— — en TE 5 
Jermem) Ni-em 2 
oder ; — 
1° tot 0e-(H)t?tdt _ m 

2q 2q . 
Durch Entwicelung in eine Reihe erhält man: ® 
1—e-2u? 2gt? „ Ag?ıs ö 
RE — I anne 


Denft man fid) nun, daß q ſich fortwährend der Gränze Null 
nähert; fo nähert ſich dieſe Reihe fortwährend der Gränze t?, 
Dbige Gleichung wird offenbar auch noch dann Statt finden, ° 
wenn man fich vorftellt, daß q die Sränze Null wirklich erreicht ” 
babe, fo daß alfo, wenn man q=O feßt: I 


06-12 0 e⸗12 0 % & 
2f : fl 2 nf — — 
© ß (6) ‘o \ 


woraus fogleich folgt: 


0 
J. etit.=+4Yn.. 
oo ; 


Da nun aber, wenn man dt pofitis nimmt, e—t’dt immer 

© 5 RR r 2 i = 

pofitiv iſt; fo iſt F: e—t? ot nach dem in (6.) beiwiefenen Soße 
o f 











‚pofitiv; alſo |" e—t"öt nad) (3.) negativ, fo daB in der obi- 
gen Gleichung das untere Zeichen zu nehmen, vi N 


a —— as a 
folglich. * — 


FEN ar 
(24.) F e⸗ie Ot ⸗ —— 
o k J 


zu ſetzen iſt. Nimmt man t negativ, fo ändert, ot immer ale 
pofitiv angenommen, e—t? ot fein Zeichen nicht, und es ift alfo i 
nad) (5.) —J 
28) 
26 


iſt. Aber nach (6.) 
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00 —* o ü oa —° 
7? etdt= e-?? dt + f: e-t2 dt. 
2 nn on 0 $ 
Alfo nad) (24.) nnd (35.): 
226.) "eu Yr» 
Jo / 

Wir werden fpäterhin zu diefem merkwuͤrdigen beftimmten Inte— 
gral noch auf andere Art gelangen, und. wollen jetzt zunaͤchſt 
einige Folgerungen aus demfelben ziehen. 

45. Vorher machen wir jedoch auf einen ſich übrigeng 
ſehr Teicht ergebenden Sat aufmerffam, welcher in der Folge oft 
gebraucht werden wird, ft nämlid) 


A 
S. Kö =B, 


‚und. C eine conftante Größe; fo ift 


— — 308 
a 


Denn es iſt bekanntlich 


J = CJ:Xox. 
E | 
E CXox = a fxax — cf xar 
a x=A) (za) 


=c| Köx - (| = © "or. 


(x=A) sa) a 


Folglich 


16. Nach (14) iſt 
e-2? 02 2* 
an 
Sehen wir nun 


—6 O1 = ator, 


wobei wir annehmen, daß a pofitiv fey, damit z einen reellen 
Werth behalte; fo überzeugt man fidy leicht, daß z — + iſt, 
wenn x—=+ » if, Alfo ift 


62 
* 2 u. 
[ra=e/ ve nt, 
_— a an 


(27.) RN ai) 4 =(#)' i 
vv on ! 
Folglich nach (45.), wenn man auf beiden Seiten mit 


62 
ee 
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multiplicirt: 
—VV —— — — 
_o u, ARD 

Sir b=c—=0 wird, wenn man zugleic a? für a ſebt: 


(2. Wan „miri= u 


(50. ) ns eur [E. ' 


17. Auch die Entwicelung in Neihen führt Häufig auf 
eine leichte Art zu den Werthen beftimmter Autegrale, welches 
vorher ſchon an ein Paar Beifpielen gezeigt worden iſt, bier aber 
noc an einem Tone anderen ERerEIgREUNDen Fällen erläutert wer- 
den fol, 

Durch Entwickelung in eine Reihe und dann durch Jnte⸗ 
gration findet man leicht: 








xa-10x 

1 — = xa—l 9x xa4n⸗1 9x rin eE — * 
x 9 —— 
if "a an at2n atsn — 


woraus ſich ſogleich fuͤr jedes a und n ergiebt: 
1 xa⸗i 9x —— 1 1 1 1 : 
(31.) Ka ira "a ayn —— — ——— 
Es iſt alſo auch 
txa⸗ i¶ 4x — 1 1 
ef, 1+x ee 
1 








— 
— 


—E— 























& ix ⸗a 9x 1 1 1 —* 
(2 (rer Sr PT Ya van ag; 4 : 4 
: \ hu 

Folglich — 
Si xa-10x esst Ma. % 
J. 1+x * 1+x — 1—a 1+a ?2-a . $ 

| i ER a te A 
a ee 


Setzt man aber in dem Art. Cyklometrie in Pen: Bufisen (4) 
x me * ſo wird: 


— 


— * 4 





u: ) n 


= + — — (2n —a)r + G+ar 








—— — 
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4 1 | 

















1 
h Mr rer Peru 
nsin — er h; 
et ee + 
ar DER TE 1+a  2-—a — — 





Alſo nach 6). 
(a. ) LS + x=a)0x —— 


1+x sinan ° 





genn iſt, wenn man im Zähler und Nenner mit x” dividirt: 
PK, xa—1dx xa⸗ n⸗ i dx 
—— ren ' 
d. i., wenn man im Obign a—n füra, —n n für n feßt: 
Iga-idx xaen . ya-ın * zu. 
ne a a—3n 77 
Iſt nun n pofitivo und > a; fo ift diefe Reihe = 0, für 
xs=«, und 


1 1 a 1 
MEBSHR 2. an. "La a—_3n a—An Beinen 


für x—=1. Ufo, wenn n pofitiv und > a ift: 


© ga—ı dx 1 1 1 1 
. ra re Sf wur. Te a tim Kor 
Aber nad (6. ) 


*26 1 ya—ı dx + © ga-19x 
F Trxe a F, 1+ x. 





























1 47 1 1 
a Er n—a nta Ina + 2n+a er 
ER A dem Borhergehenden: ; 


xa⸗i qx 7 
E20 Br “= 
— —— 
n 


wenn n pofi tiv und > a if. iR merkwuͤrdige Integral hat 
Euler in den Inst. Calc. int. T. I. $. 351. auf andere Art 


bewieſen. Setzt man n=1, fo en man für jedes a <1: 
(36.) xa—1.x er 
— 1+x sin ar" 


Die hier gezeigte Methode ift in vielen Fällen FERN 
Waͤre n pofitiw und =az fo wäre, fr x=e, offenbar 


xa—n xa—2n xa—in 

















— vo. — 


a—ı a—?2n a—3n 
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Alfo nad dem Dbigen R RL 

















Oya-idr 1 1 1 1 { f 
T. 1+xa —— n+a zu tee * 
* — Ko h 


., arm 
nsın — 
nn 


uUnter der obigen Boransfeßung, nach a n J itiv "und nd 
= a iſt/ iſt aber offenbar auch J 





ar 
nsın — 
n 


© ya-1dx | 
eg. | 


und folglich auch, wenn m pofitiv und — a iſt, 
Ryxa-idx 7c 
I — n sin 
n 


wodurch die Formel (35.) noch) — erweitert wir. Alſo iſt 


auch für a=1: 17} F: 
9 xa—1 dx an $ ® ? 
F. 1+x sinan " wi | 


alſo 

















Folglich iſt, wenn n pofitiv und S a iſt, | 1 
xa—1 0x Te re 

6 Pr item an ? RUE 

nsin — # 

: * u 

und, wenn a <1 if: 8 | N 
© ga—ı Ox Mn TE ; n\ — J 

(3) J; 1+x 7 sinam | kr ! 

Sie a=1if;. 2. | a er 


xa—1 0x RR 
free = Silent). N N 
Alfo in diefem Falle | a 
mir) ‚a N 
T 14% F 5 


uͤbereinſtimmend mit dem Obigen, da auch — 
It ö * 
sinar 


iſt, fuͤr a — 4. F 
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Auch * Reihen⸗Summirungen werden oft beſtimmte In⸗ 
tegrale vortheilhaft gefunden, wie an folgenden Beiſpielen gezeigt 
werden ſoll. Die gegebene Reihe ſey z. * 

n (n—1) (n—2) 


—1 
y=i +—2008@ + F * —E 123 2? cos3p-4 .. 


Setzt man für die eh nus der vielfachen Winkel ihre imaginären 
Ausdruͤcke, fo erhält man, für i — 


eyi + e⸗ vi n(n— 1), e?pi + e-2pi 














Ä > 2 13 7 +... 
1 — alu Zen 2 n(n— — e?yi EN | 


ek 14 fen — — ein hi. 

2y—=(i+zeri) + (1+ AN 

‚= (1+zcosp+izsinp) + J 
Fuͤr TR, ’ 
a = ycosy, zsinp = ysiny 

wird 

2y = y"(cosyw + isiny)® + ya(cosy — isin y)» 
= ya(eniy Lo e-niy) = 2yncosny . 


Aber 

(1+zcosp)? + 22sing’ =1+2% ogpytz=y), 
‘ * 2 sin ꝙ 2in ꝙ 
— 1+zcosp’ NEIN MINE 1+2zcosp " 
Alfo ; 

—* * 2 sin ꝙ x 

„= (1+2zcosp + 2?) —— in 

Auf ganz aͤhnliche Weiſe ergiebt ſich, wenn wir 


2 sin IE) nt... 





— n(n—1) 
RR 


| feen, die Summation 

y=(1+2 c0s@ +2’ JFeinnAretang, T—. 
Aus beiden Reiben, wenn man die erfte mit cosay, die zweite 
mit sinap multiplicirt, und dann addirt, folgt: 


ae a zsinp 
SEE )? ® cos (ey n Aretang, "0 _) 


= cosap +7 2008(@—1)p + Hua ur eos(—)p-+ .... 

Nun ift allgemein ,  . . 
8 2 n — 1 J 

Jeserör = —sinap . 


Solglich für jedes pofitive oder negative ganze & 
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i N sen 0 =0; 2 
70 HE 


wenn a nicht felbit — 0 if. Für a—=0 wird. 


Ser = [o =»; * 


ayfo | a 


SL r.rdr — 
Jo 


Multiplicirt man nun, unter der Vorausſehung, daß a eine 
pofitive ganze Zahl iſt, die 8* Reihe mit dp, und integrirt 
jioifhen den Gränzen BEN fo erhält man ſehr 
eicht 


Pe (1 + 2z2cosp + 2?)? Ener. — n — a) p 


_ na(n—1). — 
1.2. 3. 











at RAN 2% 
oder fr z=—: | 
(35...) * e ꝓPꝛaeos p+r°)T eoe lex n — 

nal). A 4 
a N ”. 


——— x; 





— 
Sey ferner 
y=zcosp + 42?cos2p + +2? cos3p + 4zttosdp + ... 
fo erhält man leicht: 
25  zepih zz?etpi } 123 eöpi + 42% eipi AR er 
S + zerpi+-tz?e-2pi 4 173 e-3pi + 42% e-ei EHE 
= — logn(1—zeri) — logn(1— zei), 
y= — tlogn(1—2zcosp+2z?), 
und für z=1: 
cosp + ie, + — + 4cos4p + ... 
= — tlogn?2 — $logn(1—cosp) 
= — logn2 — lognsintp , 


— lognsinp —= logn2 + cos%p + Zcos4p + 1c0s6p + :«..- 
—fön logn sinp=plogn2 + 4sin?p + 4sin4p + sin6p + .»:.: 
= ki, Oplognsinp = 4p?logn2— 4 c0s%p — 


Sit num n eine ganze poſitive oder negative Bahr B ‘ fir. 
 =nnr: 
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» fs lognsing = — n?n?logn?,, 


und für y=0: 
Oplognsinp=0. 





Aber | 
nz e 
23 Op f Oplognsinp = — in?n?logn?2, 
— 0 
und 
Spöplognsinp=Y Oyplogn sing — for Oplognsinp » 
nr 
pöplognsinpg = — In?n?logn?2, 
2 — 
oder 


6..) * pöglogn (sin p)? = — n?n?logn2 . 


| M. f. über die beiden leßten Integrale ge Auffas von Claus 
fen-in Crelles Journal. B. VI. S. 309. Die Integrale 
jelbit find von Hill gefunden, 


18, Eine andere ganz allgemeine und fehr fruchtbare Mes 
Be; beftimmte Jutegrale zu finden, beruht auf Folgenden, 
Sey f(x, y) eine Function ziveier -von einander en 
veraͤnderlicher Größen, von denen man jedoch die eine, z. DB. y 
zuerſt als conftant betrachtet, und nun auf irgend einem Wege finger: 


Hi (x, y)x=y(y); 
fo ift, wenn ſich jetzt y um 4y ändert: . 
aftary )x=gyly+Ay)—y(y) 


(x, y)= f(x, y+4y) — f(x, y) 
Af(x, y).0x = f(x, y+Ay):0x — f(x, y). 0x 


| y- AtCz, y).08 = Ex, y-+ Ay) x A f(x, y)ox. 
So wie aber nach der Vorausſetzung 
u u tx, y)öx = gly) 
; fo ift natuͤrlich auch 
> f(x, y+Ay)öoy=gp(y+Ay) 


wobei, nur zu bemerken, daß immer Ay als conſtant betrachtet 
wird, Alfo ift 


! 
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. 
J. AUx, y) dx g(y+4y) — ply), 
und folglich 2) 
af", Y)- = alte; y)-oxs 


Nach dem Taylor'ſchen Lehrſatze it aber: 


ei ut 
A f .ox = Ta x 
KR (x, Y) . ox dy. x f(x, y)ox, 


Ay: 0? A 
1.2), f(x, y)öx 
Ay3: iQ A 
N 230 af RT 
be, eine ie ae ne 
a ölx, 5 
ae, n,0 5 ME: Da, y A BD 
+ Ay: O’flx, Ya 





' AB: oy: 


fa. Ay [AalK,y). 
f oo — 3 
7. 4 (x, y) Öx fi —— 


2 AN? 
+ ef. neh nn — y 





1.2 5 
Ay: —— — 
* Hy Oi — 
J 


Folglich mittelſt der oben bewieſenen Gleichung, da * ganz 


willkuͤhrlich ift: 


Adıf(x,y) * 
* ee RE - af f(x, y)ox A 


Hat 'man alfo ein. von mehrern allgemeinen Größen abhaͤngendes 


beſtimmtes Integral gefunden, ſo kann man jede dieſer Groͤßen 


offenbar als veraͤnderlich betrachten, und nach derfelben dag ge» 
fundene beftimmee Integral auf der einen, die Größe unter gu 
w 


Integralzeichen auf der andern Seite des Gleichheitszeichens 
kuͤhrlich oft nach einander differentiiren. Jede Differentiation 


wird ein neues beſtimmtes Integral geben. Groͤßerer Deutlich⸗ 


feit wegen wenden wir dieſe Methode auf das merkwuͤrdige be— 


ſtimmte Integral 
en 9x — 
o 2s 


in (30.) an, indem wir bier nur s für dag dortige a ſetzen. I 
Differentiire man nad) s, auf der linfen ge unter dem Iu⸗ 


tegralzeichen; ſo wird: | E 





2. 
Bu | nn u 








& 
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4 28x? — — — 


⸗2x 9x — — —— 
o ; 25 
[e +] u 
— xꝰ e⸗2x Ox — A 
y o * 2? . 53 


Differentürt man auf diefelbe Weife von Neuen; fo wird: 
, PR < A 2x2 3yr 
(— 25x e=s"x 0x) = — 52,53 — 
* o ⸗ [ 


4 x 3Yr 
er WERE ET ı Buchs 
25 * net Sn er 
Er 70 a 
Be o 3Yr 
— 42252x2 — LEN 
* x’te x = — 
5 “ 0 fr 


j 00 
26x e=s!x? Br) — = = 


9 
—⸗ »f. xt — AR 
0 








’ 
) 2. 5 


1. Tee 





——— 

325 7 
Ei ae — 
6) 3.5.7Yr 

o 


” 3:5.7Yr 
mit ET 
ya ee ar 


Auf diefe Art weiter gehend, . überzeugt man fich leicht, daß - 
allgemein: 


” BT HEN FIN) 
(37.) f; — * — Y”; 


38.) fi wine — — 

On-kign-t+ 
Diefe Methode ift allezeit anwendbar, wenn außer der veränder- 
lichen Größe, auf welche ſich die Gränzen des gefundenen be— 
ſtimmten Integrals, von welchem man ausgeht, beziehen, noch 
andere allgemeine Größen in demfelben vorfommen. 


> Dir wollen jeßt noc im Allgemeinen den Fall betrachten, 
wenn die eine Gränze A felbft veränderlich it. Sey alfo Y eine 
beliebige Function von y, und 


Je f(x, ax = =e(y); 
er it 


x Supptem, zu glogels Woͤrterb. J. 
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uf", na=syta) ein). 
Aber, da Y in Y-+IY übergeht, wenn y ſich um Ay ändert: 
Jũũ 


a 


ST ran - "to, y)x 
= (vr A) - I N- af. ia, 7398» 
Man kann aber offenbar Sy immer fo (poſitiv oder negativ) 


annehmen, daß AV pofitiv oder negativ, » . VYHAY > over ° 
< Y wid, jenacydem Y > oder <a ift, und kann demnach 


immer ſetzen: 
SET rn 


= io, —— ytAy)ös (6); 


alfo 


—59 


alſo — 
TREE N a nor 
—— Men y)os — "f(x, y+fy)ox. 


Aber ferner: 
As, y=tn yhAay)—fia,y). 


7 Af(x, y).0x wi f(x, y+4Ay)0x pe f(x, y)ox. 
Solglih | 
af io y)ox 


= #y ).Ox SG, y+Ay)öx. N 


Nach dem Taylor'ſchen Lehrfage ift aber, wenn man bloß bis 
auf die in die erfie Potenz von Zy’ multiplieirten —— geht: 


X 
— tus yas=, Ef. £(x, VJORH+ 


‚Pi 'Af(x, y).oıx = 2 Mir Br ern +: 4 
Je yhAy)öx Kr | 


Y+ THIL O£(x, y) 
An f(x, na+® ei Bar ei ...o 





> ’ . 2 
a — u en * za . Ce REN 
EL ENTE EEE ZT u Ve ee 


Auch ift 
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nd, wenn wir. uͤberhaupt Ä 
fo y)öx zu(s,y) 7 


feßen: Re 
i® fix, yJIx = B(L+ AN, y) vll, y) 
KUHN. _ArN NY), 
2 Be) GE 4 ... J—— AR -n .en 

Aber : 

vi öw(Y, 

A y=- ter, sn, n=- 5; 
alfo R 


ar, / Ay or 
FE 2, aa EN re 


und demnach, wenn man immer bloß Glieder berückfichtigt, welche 
die erſte Potenz von 4) enthalten: 


HIST Ay oY 
FE 1 4a) nn. — 
Alſo nach der oben gefundenen Gleichung: 


af — 4 


0:43 Tölz, y) 
= FU — nr +2, — 


a 


Folglich, mittelft Vergleihung der BR Glieder: 


Fl a 


—* Yof(x, y) 
= Tr +05 in 


Weitere Unterfuchungen über diefen —— mitzutheilen, ver⸗ 
bietet die Beſchraͤnktheit des Raumes. 


19. Zuweilen laſſen ſich auch mittelſt dieſer Methode Diffe- 
rentialgleichuugen bilden, durch deren Integration die geſuchten 
beſtimmten Integrale erhalten werden. 


Sey 5; 


o 


Man differentiive nach r; fo wird nad) (18.) 


* Se oy 
— xera?2x?sinrxox — * 
Jo or 


e=a’z?2cosısox—=y. 


Aber befanntlich 
22 


- 4 
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SF xera2x? sinrx Ox IR - 
= sinsx f eat’) —-r Ik cosrx 0x f rende ; 
3 DE 


Für — a’tx? = z ift — 2a?xox = 92, Alſo 


1 1 
—-a:x2 —;— — —ama?x2 
J: ıık= , ed = ee B 


J: —— sin xx Ox 


1 
=— en sinrs + 57 e-a?x? oosrzöx . 


und folglich) 





Alfo, weil der von dem Antgrafjeicen befreite * wiſchen 
den Graͤuzen O und * offenbar verſchwindet: 


00 
xemax? sin xx o& — er e-a2x2 cosıx dx, — 
0 2a”? o - ir j 3 
oder nach dem Dbigen: | EN 
oy AR A | 
dr ——— ef: — cosrx dx ) 
j d. k 


woraus durch Integration: 
2 u ER ; 
logny = — * 4 c‚y=e “are =ee,e a2 A 
di, | | 
— 
ya GR, 
Um die Conftante zu befiimmen, feße man r = B — * 
= mei c=h (8). N 
Folglich 
J 
iR oo ; P — 
al! —* ch, = — 


und, da COSIX — 008 (—ı1x%) ift: 
> r2 


(40.) Sa ezadx? cosıx dx = IN, nz * er 


Da immer 
e-a:(—x)? sin(—ıx)dx = — — ——— sin rxöx 


ut; fo iſt klar, daß — =: 


S Sefimntes Integral. | "08: 


(Ay ) L: — = 1 


i Differentüct man in (39.) nad) r unter dem Integralzei⸗ 
den; ; fo wird: 


Ya de “2 
| 7. xema2x2 sinrxdx = —. 
0 


je +} 
x? ematx2 costxdx = — —.— 
F 2a Or: ° 


* a de A⸗ 
7 x3 ematx?sinrxox = — — 


— 94 e 4a2 
V. xt era2x2 cosıx dx = I 2 
0 


* 


Tan zz 0O5e #a2 
i x5 e=atx?sinxdcx = — 
° 2a 


E x q 


pr» n O5e m2_ 
eu TE, — —, 
2a’ or 


EN | uff. 
Alfo allgemein: | 
ra. 
0 Y® One 2 
J, x?n g=aax? cos xx ox æ ( Va 


(42.) 


r2 


Es) | Ya Otn—le —— 

— — 2 ee 
J n⸗ie⸗ aex⸗sin rxx õx ( ⸗I)u. ran. 
2. Wir wollen jet der Kürze wegen, um nicht immer a⸗ 


ſchreiben zu müflen, annehmen, daß a pofitiv ſey. Geben wir 
— ax=z, — aox= 92; fo if 


ö 1 
Sr — — ezdz — — A — — ——— 7 
a a 


a 


Fuͤr x— 0 und x — if unter der Vorausfeßung, daß a 
entio ift, refpective: 


- imo. EEE HEN \ 
’ a 


1. 
a fi” e-ax dx N 


Sehen wir s für a, 100 alfo s auch poſitiv ſeyn muß; ſo iſt 


Afo 
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Y af emixox — 4, a4 4 3, 
und folglich, wenn man nach s unter dem Sntegragien Diff 


rentiirt: ’ 
» Pr: He Br — 
er — 5: » x * x Er 
"0 £ aa 


s 
' © k TERN i 
J x? e-sx 0x == 2 > ! * 
0 a 
© 
FT z3e-sxöx — i 3. 28 
r s 
© N 
4 xte=-s0x — De Er 
o id nn 


u, f. f. u. ſ. f- 








d, i. allgemein: 


—2* xne⸗sx x — — — 


af we-x0x = 1.2.3.4...n. 
0 
2%, Durch theilweiſe Integration findet man: 


f: e-axcosaxox — 
cosax fe e-axOx + a f sinaxox f eraxox _ 


1 @ 2 da 
= Zemascosas — — e—ax sinax dx 


ER e-axsinaxdx = 
sinex / e-axöx — a fe ax af: emaxdx 
« « « ß 


* 
1 r a ’ ) 
== — een sınax 4 * e aꝝx cos ax 0x 


zoiglih | ; 
a [errseoexört e fowsin a = — emaxcosar, 


fer cos ax ae) Kaas sin ax ox — emaxsinax . # 
Sir x = (iR; ; 
— emaxcosax = — 1, emaxsinax — 9 F 
und fr x—=e: 
—er ax cos x — (0, e⸗ax sin xx =0, 


immer unter der Vorausſetzung, daß a pofitio iſt. Alſo 


A * 
Er 
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© 6} 
ä # ensörte | e-axsinexöx —=1, 
r} o h oO 


00 © J 
M. e⸗ax cos 2— e-axsinaxdcx —=0. 
0 o 


Durch Auflöfung diefer Gleichungen erhält man: 
(46.) JS reedsste > 
9.) rer j 


Pacroir (Traitö du Caleul diff. et du Calcul int. T. IN. 
p. 492.) fchließe hieraus für a= 0: 


00 
J cos ax õx —= 0 
o 
© 1 
V. sinaı=—. 
o / & 


Betrachtet nran aber die Rechnung, durch welche die Glei- 
dungen (46.) und (47.) gefunden worden find, näher; fo ficht 
man leicht, daß diefelbe ihre Gültigkeit verliert, wenn a— 0 
it, Für a0 ift naͤmlich 


fenses Ox = cosax fOx-+ ef sinexöx fox 
“ 


= xcosex + a /xsinexox , 


fe axox = sinex | x — u feos axox f dx 


= xsinex — u [ xoosox ös 


woraus erhellet, daß die obige Rechnung nun nicht weiter An— 
wendung findet, Daher bedürfen auch die Formeln, welche 
facroir a. a. O. mittheilt, einer Berichtigung. Es ift aber, 
‚wie man fogleich findet: 4; 


Ser = I sinax 4 C, Jrinexöx = — es ax+C. 
a 


Hieraus ergiebt ſich fogleih, wenn x eine beliebige pofitive oder 
negative ganze Zahl bezeichnet: 

Fe exox = 0 

0 


(8) 


(22-1) 72 


cos ax Üx te ; 
70 « 


* | | "ke Integral. 


ZAT / £ 2. a u“ 









—5— * —— 
sin ax en =0 Re: EN, 
y A Rs 
2x1) m Br 2 —— J— 
49. 2 N 
(9.) sin ax 0 = — a 
o @. = — 
(21) 72 May TE 
1 je | 
inxkx=—. 
0 a 


Bloß diefe Sormeln, welche natuͤrlich — wie groß man 
auch die ganze Zahl x annehmen mag, ſcheinen auf vollſtaͤndige 
Nichtigkeit Anſpruch machen zu koͤnnen. Man fieht hieraus auch, 
wie vorſichtig man Bei ea rg uber — are: 

zu Werfe gehen muß. | RE: 


| 
22, Bevor wir weiter "gehen, son wir folgenden m 
würdigen Ausdruck, Wenn 





a x 
2— 75 
und x pofitiv it; fo iſt NER 
1.2:3..n.008: füiknaseungz] * 
= (1). A 
ur F (x?+y? BE een 2 ii it 


wo der abfotute Werth von Arc tang den vierten Theil der 
Peripherie nicht uͤberſteigt. Differentürt man von Neuem; To 
wird . 

2...n(n-+1)ysin |(u+D Aretang FI 














On-Hz h 
OxuHl a We / (x® +3°) ya 
1.2.,.n(n-}+1)xcos ker. 
— (— 1)" = re * — 
Sa, 1.2..(n+1) cos [HD Aretang£| = =! 2 4 


+ yayr at? sin! (nt) AretangZ|. — 


Nach einfachen trigonometriſchen Gruͤnden iſt nun:; 
— Be IN; 
y 


sin (Arc tang 2 = Go Yx+y? 


DE 


1 





* 


* 


Pi 


REP 





‚cos ( Arctang 


— — — — | 


ee 
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wobei zu bemerken iſt, daß die Quadratwurzel pofitio zu neh⸗ 
men iſt, da der abſolute Werth von Are tang den vierten ' 
Theil der Peripherie nicht uͤberſteigt, alſo der Coſinus, ſo wie x, 


poſitiv iſt, und das Zeichen des Sinus, fo wie das der Tan— 
gente, von y abhängt. Setzt man biefe Werthe in obige Glei— 


ung; ſo ergiebt fi) augenblicklich: 
— N (n-+1 ) cos} (n4%) Arctang | 
(x? +y2)2a+9 


fe daß alſo dag Geſetz fir n +1 gilt, wenn es für n gilt, und 
demnach bloß noch für n — 1 beiwiefen zu werden braucht. Man 





erhält aber durch Differentiation leicht: 











y ‘Oz —* x? y y? LTR 1 x2 y? a 
— @&?-+y?)? (x?-+y?)? sg x? +y:(x?4+y? x? + y? 
— 1 A Z)- — J y 2 
"= a | (eosAretangz (sin Aretang X) | 
1.cos? Arctang 
* | « a 5 - 
ä ‘ : @&?+ ya 


po daß alſo das Geſetz wirklich für n — 1 gilt, und demnach) 
allgemein iſt. 


Differentiirt man z nach y; fo erhält man: 
d⸗ ——— 1 x y 











a a A Zn .2 A 
0, Ftr®T. Pro Yes Yery 
* a2 Arc tang I cos Arc tang . 
di. | 
n y 
37 sin 2 Arctang— 
ea (—1). 


(x2+ y2y2049 { 


Entwickelt man ferner die zweiten Differentialquotienten — 
in Bezug auf x und auf y; fo erhält man: 


0°z _ x&—3y?) 022 _ __2x(x?—3y?) 
x? @?+y?)% ’ 0y2 7 Br (x? + y2)3 3 
alfo 
Rh ei \.0?z 
— 5 (1) 7 


x und folglich) nach dem Vorhergehenden: 


dr’ 1.2cos3Arctang-- 


ae. ER 
Wir wollen nun uͤberhaupt E 
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4 y \ a N 

eos|(n+1) Arctang ze — 
(x? + yayzatı) | x), 





und — 
3 1 
sin (n-++1) a tang &| | 
(x2 + yayra+l) 1 
nach y differentiiren. Den erften Differentialquotienten | finder ' 


man 
+ sin — Arctang $)- — 
x? 
— (gs + parat 2 + cos — Arctang = 

















(n + 1) sin I +2) Arc sang iR 





4 























— 6624 2y2(a+2) h 
Der zweite Differentialquotient wird eben fo: a 
R 
n+1 cos \ats )Arctang | —— Ya = ; 
= x’+y?f } 
ß (x? = yıyra+2 ’ 
— sin (n+-1) Arc tang | 2 Te " 
x? y? 2) 
ER +1) cos \n42) Arctang + I ä 
(a2 + yet? 
Es ift folglich: ! 
32 1.sin2 Arc tangT- 
5 = (—1).— n 
7 (x?-+y?)? (1-1) 
1.2cos3 Arc tang R 
iu ak (- 1 ). x 
J (x2-}y2)? 0 
— 1.2.3sin& Arctang I ; { | 
Oys wi (x? +y2y?0H9 
* 1.2.3.4c0s5Arctang I 
— ——— 
— — 1.2.3.4.5 sin 6 Aretang 
Ey", (x? +y:76+9 : 
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06 | 1.2.3.4.5.60087 Arctang I | 
.dys = (1). —— 
u. ſ. f. a. . f. 
Folglich allgemein: 
An = (— 1)". et .(2n—1) sin Ian Arc tang =| 
1 @?+y’j , 
O?nz 1.2583; „2n cos [en tnareunt] . 
a = (mir. — 


Aus der Formel 


VB emaxcosaxöx = = arm (46.) 


erhaͤlt man nach dem Vorhergehenden wenn man nad) a die 
rentürt: 


rd 1.c0s2Arctang— 
T. xemaxcosaxdx = r 
0 (a24 a2)? 
® [7 
a 1.20o0s 3 Arctang — 
S, x? e⸗ ax cos ax o&x = — 
o (a? + a2)22+1 
2 1.2.3 cos4Arctang — 
SF. x3 e-axcos ax õx = 
Jo» (a? + a2)2 +0 


1 „2.3.4055 Arc tang — 


00 
— x e max cos ex Ox — - 
o (a24 a2)2+1) 


u. 49 4 U, ſ⸗ f. 
Alſo allgemein: 














1.2.3. ‚mens |mtN)Aretmge | 





(50.) * “u gmax cos ax ox = 
Die Formel 
> ac — @ 
£ ea sin axOx = (47.) 
giebt auf aͤhnliche Weiſe: 


(a? + a2 yatı 


. a. 
u 1.sin2 Arc tang— 
2 xe-axsinaxdx = - 
, o (a? + a): 





a 


* “ 
7 x3 e=äxsinaxöx= 
o 


„ 


o 
x5 e-ax sin ax Ox⸗ 
1% 
Es ift aber 


Arctang 


2 Arctang 


rj» gje ae 


4Arctang 


» 


6Arctang— 


& 
8Arctang — 
A u. ſ. f. 

— a 
sin2Arctang * 
WEL, 
sin4Arctang * 

a 
sin6Arctang * 


⸗ 


sin 8 Arctan 8— 


ff 


3Arctang — — 


RS: 
5Arc tang— = 


9 Aretang— = 4r x in — 9Arctang— ; 


u Bit 


xte=ax sinaxix=— 


xt emax sinexdx= 
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1.2c0s3Arctang — 





(a + a2): +0 


1.2.3 sin 4 Aretang — 





(rate 


1.2.3.4 c0s5 Arctang — 





ee 


4:23 4. 5sin6 Arctang— % 





(a? + and) ’ 


U, Ti fs 
[2 

— — Are tang — 
2 

= n—2Aretang—, 
F a 
RO Be 

= ar — 4 Arctang — R 


= 3 — 6Arctang — . 


en An — Aro tang — R 
uf. f. | 


= ' sm2 Arctang — — 
& 
= — sind Aretang — 5 


? — 
=" "sambäre tang > 


” a 
= — sindArc tang-—“ ; 


% TR 


an - in — 3Arctang — — 
— 
2n + 3r — 5Arctang —, 


7Aretang — =Iı — — 7 Arctang — ; 


u. ch 


— 


7 
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cos3Arctang — =— u (3 * $Arctang —) ; 
— — == cos (+r — saretans) | 
ER tang — =— cos (3 — 7Arc ang“) ’ 


; ©0s9 Arctang — = cos (1 — 9Aretang“) ; 





u, ſ. f. x u ſ. 
En | 
7%  oos3Arctang - =— sin3 Arctang— 5 
a u @ 
eosöArctang — = sinäArc tang » 
a . 1 
c0s7 Arctang = — sin7 Aretang — > 
; | : 
0059 Arctang— * sin 9Arctang — 
u. ff. Ri u%L — 
Alſo 


Pr & 
Fr ; 1.sin2 Arctang * 
DE Te Aug 
aa 1.2sin3 Arctang — 
ı  X’emaxsinaxox — r 
0 (a? + a2): 
er | i 1.2.3sin4Arctang — 
x3 emaxsinexOx — - 
o : Ya (a?+ ar)2 0-41) 
1.2,3.4sin5Arc tang— 


F. e⸗ax sin ax o — 
(ara · 
1 uff wtf. 

und folglich allgemein: 














1:.2.3.,nsin } (n+1) Arc tung “| 








(art tr 


——— Die beiden letzten aͤußerſt merkwuͤrdigen beſtimmten Inte— 
grale hat Euler gefunden. Die Richtigkeit derſelben blieb aber 
einigen Zweifeln unterworfen, da Euler fi) bei der Entwicke⸗ 
— Aung der imaginären. Größen bedient hatte. Dadurch ward 
 Boiffon veranlafßt, einen andern Beweis zu geben (, Lacroix 


\ 


| 8 © 
651.) JS. zn e-aXsinaxox — 
— 70 j 


— 
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Trait& du calc. diff. et int. T. IH. p. 490.), von weldyem 
der obige, von mir hier geführte, ganz verfchieden ift. 
22, Wir, fügen bier noch den Beweis der folgenden be= 
J Integrale bei. Durch partikulare Integration er⸗ 
te manı 


fe xnöx=sinxn fin xöx — (n—1)./ sin an-2 cosx — xGx 


= — sinxn-1cosx + (n—1) fsinxn—cosx? dx 
« 


= — sinxn-1cosx + (n—1) /sinan-2dx— (n—1) fsinxuöx , 


n [eins ös = = — sinzu-icosx + (n—1) / sinxn-2x ; 
« 


folglich), wenn man die Integrale zwiſchen den Gränzen O und 
3 nimmt: 


Lr 

N n—1 I; . 
27 sinxadx = -— SS "sinmmöx. 
: 0 n o * 


Iſt nun m eine ‚gerade Zahl, fo kommt man durch ſucceſſ ve 
Anwendung dieſer Relation endlich auf 


in anti (n—1)(n—3) 4 ’ 
SF: sinxndx — Aura —— ox, 


d. i. 
in a Qn—1)(2n—3) ... 3.1, 
m i Auf EEE En FREE 7 = — 
Iſten eine ungerade Zahl; fo ergiebt ſich mittelſt ſucceſſiver 
Anwendung obiger Relation endlih: 
| 2 ini = ee " 


Aber 











ı 
sin x ox — cosx; [}"einzör — 
o 
Alfo 


zr ” 2:0 n(9n—?2) ...6.4.2 
63.) — sin xnHdx — — 





re 
Auf ähnliche Ark ift: RE 
J: cosxudx= cos anoı [eos x0x+ (n—1) f cosxn-2sin xöx cösx 0x 


=cosxn-1sinx + (n—1) / cosın-2sinx? dx 


=eosa-lsinx + (n—1) J cosıu—2ds— (n— 1) feosx x, 


1 





a DE Sl a N a a re ee 
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—J = eösxn-Isinx + (n—1) fcossu-2öx , 


1 1 

Te n—1 TE 

2" cosındxz = —— [7 cosm-0dx. 
o 5 ” o 


t Iſt n gerade, fo kommt man endlid auf: 
So = (n—1)(n—3) 3 an 








o n(n—2)...6.4.2 o } 
ve i 
| De. ee Bis, 
(54.) u cosx’an dx = PN 


St n ungerade, fo fommt man endlich nl 


in „3. (n—1)(a=3)., In 
er cos — —— nd Bi cosxox . 


1 
. TE 
cos xõx = sinz, f cos%x =1. 
; o 





Aber 


Alfo 


4n * — — 
—2 ER AINEN EL 


'(56.) ” ?® sinmox = fi ET oosındx. 
o 'o 


Da ferner’ 





tangxn—2 
cosx? 
tang dx — tangmı-20tangx — - tangsn-2 0x 


iſt; fo iſt 

Jans = —— — [rang x=28x 5 
Folglich 

iangx = — — "lang vad 
Iſt n eine gerade Zahl; fo erhält man hieraus endlich: 


ı 1 1 
Se meaös — —— 27 *unt ös ; 
Aber | 


u 1 — cosx? Ox 
# * 8 — Ox = [5 > — s =tangs—x 


HR. tang xꝰ do = 1—Iirn. 
o 


Bolgig, wenn nm gerade ift: 


tangxn — tangan-2tang 2 — — tangın-?, 
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Ir ; ° e 1 — 1 — | h . 2 
FA tangx Rh; 7 +14 


d. — Tal 4 
Ir 1 —— * N 
.(57.) N tangx2udx = Deu ve ne et —— 
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fen ungerade; fo kommt man endlich auf: a 


Lrt j 7 h BE. 1» x Irr P 

* tangııdx = — +... — / * tangxön. 
4 tar) TR 
Aber | — | 

————— sinxox _  .. fOcosx._ J = 

Min Sehe / ER LEST 
= — +logncosx?, 


Se‘ — — tlogni. 


o 





Alfo, wenn m ungerade ift: 


1 1 ie 
Swen ut rrtse tg, 





0 


f 


oder 
63) [rang nix = — 
— 

Auf aͤhnliche Art iſt: 
" eotxn-2 


cotx2 = cotx®—=?cotx? = ——— 
sinx? 


cotxıdx = — cotxn—2lcotx — cotxn-2dx 5 


 cotxn-i 5 
Je — — 





— cotan?, 





n—1 
Te 1 Lrr N 
Ss: cotxadx = — cot 2 
——— 


Da nun | I 


1 — sinx? —— | 
cotx?oxX ⸗ ——ıt= 1] — -xım=-ootx-x 
; sinx? sin x 8 


Bi | — A 
Ki cotx? dx = — 4 — (1a) =1—ir, 


+ 


COSXOX Osinx j 

BR u = logn sin x = #10 mx? N 
Jerrsöx — sinx er 8 ea: eb.» aut * = 
f® RR ZN = — tLlognt | 

« It J 


J 


iſt; fo überzeugt man ſich leicht, daß allgemein“ an 


* 
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(59) — — —— 
In 
iſt, wie übrigens auch leicht aus dem in (5.) bewieſenen Satze 


geſchloſſen werden kann. 


24, Zu einer neuen Methode zur Entwickelung der Werthe 
—— — fuͤhren folgende — Nach (18.) 
it fen 


Aöf(x,y) * 9 
IR Ef a 
8 Dame f(x, y)öx R 
[“ f(x, ea — + Const ; 


Setzen wir num 
| Jr: = y(x,y); 


4 


R 
f f(x, y)x=v(A,y)— v(a,y)- 
Alſo 
w(A,y) — va, y) - ef —— == + Const 
und, wenn wir — 
x, ae 
6 =g(x,y) 
feßen: E x 
—9— . p(x, y) õx 
b a . 
=y(A,B)— y(a,B)—v(A,b)+ v(a b). 


Aber - 
\ of(x, =yp(% y)öy, 
i(x,y)= [p(s, y)0y 


3 ' | 
‚tx, BJ) — f(x, b) =/, so y)öy» 
f(x,B)dx — f(x, b)xk= fo y)oy , 

b 


h Ss B) 0x ft (x, b)ox TREE „20y . 
9 a "1 m R 


Be nach dem Dbigen 
fi y)x=y(x,9)5; 
alſo a 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, I. IM 


WB. Seflimintes Integral. 


Sie = iple, 2, fir, m = 02), 
Se B)öx=w(A,B)— w(a,B), 


\ 
u en eh nn 





JS »%& = via, ») a) 


— 
4 
A B h 
} nf wi vlay | i 
VD) HB) YA) EMab). > x 


RL PR, nf" uf! p(% nür, — 


welches man kuͤrzer auch ſo zu ſchreiben pflegt; 


—⏑⏑⏑—— — y)Oyox « 


Diefes Satzes bedient man ſich oft mit Vortheil bei der R 
Eutivicelung der Werthe beſtimmter Integrale, ‚© ißn 


1 u rz 
fr? 0x: = * xu10x ⸗ 
de x — F 
Folglich 


1 | 
ST, za-1 0x = f@ — logne > | Bi 
70 — 
vg ; — 
SF. xe-10x — logn — ; | a m 


Aber nach unferm Safe: 


Sf; xe-1 0x 2 * xe-10e, u f 


und bekanntlich 
— de = I, = — Nu 


{ "M ga 94 = —— 
lognx — 
— — —— 
— 
Alſo 


(60.) PUNKT TEST az 2% ot. ? 
"Jo 


E ""Togux x logux x 


und folglich 





Ferner ift nach (43.), wenn @ poſitiv ift: 
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% N er% = — a { 
J/o0 a 
Alſo Di 
RR Sof, emax dx =/% — logna 
x o a 
a & % = 
5 fe af ermaxox = logn — : 
! ; [14 « 0 5 & 
Aber 
[.% I e-ax — = Ye af! e-axda, 
Se da = — — FR e-ax da — e⸗ex — er ax 
* 
Folglich 
© emux — er ax R 
(61.) if, — 05: — logn — ji 


Nach (46.) und (47.) ift 


00 
e⸗ ax cos axx o = — 
o a? u? 7 





* c 
N axOX = ——; 
J/o0 a’-+o 
£ aa 
da — cosıxıı= | ——— ; 
o — 
 ada 


da e-axsinaxdx — i 
fi TE a? + air a: 


ra’ to? = zif 2ada — 92; alfo 


0 ; 
Taxe — er = ılognz — logn (a? + a?) — 
a a da sa alfa? 

— ee 


os 


b 


Ferner iſt 


— a. — Argtang-— A 


7— «0a _ Arctang— — Arc tang X 


— b @a?+ae: 
Alſo haben wir 
2 
TR af“ e-ax cos ax a +logn (FB 7 —2— 


Arc tang— — iang 


e-axsinaxdx = 
b [17 A o 
IR M 2 
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‚Aber 
Jereo exda—t — em cosax, 
e-axsinala= — —ersinor, y 
| ;; 
a e-bx _ e-ax — 
J, e=ax cosaxda = ——— cosaox , j 
b ee i 
a ur e-bx — e-ax v2 
emaxsinaxda = ——— ZZ sinoxr . 3 
% — 
Folglich, ganz wie vorher! R iM : 
Ra ki = 
(62. ) a EST en = an (FE a, I: E 
-bx — e- k 
-.. (63. J TI sin «x ös=Arctang © Aretang” . 2 
Fuͤr a — ⸗ b0 erhält Pr aus den zwei teten Kefultaten: | 
(64. ) A nn, 
o 


(65.) Fi ine, 3: — u 


ud fuͤr — a/e—=0 aus (61.) 


Ga A —— 


26. Wir wollen nach Laplace noch das doppelte Integral 


N Yösdr 


betrachten, wobei wir annehmen, daß s pofitiv und n > 1 jey, 
Betrachten wir zuerſt s als veraͤnderlich, und: feßen 

— s(1+t)=z, s=— dı:(1+%); 
ſo ift 


g i n 
Jeema =. Je 01 wa A ee e=s(i--x®) 


er ige Tee 


woraus fogleich folgt: EN \ | 


— msi") d s — 
o — — 


wenn man nur kan f I“ S * — Alſo — (a5) 


e ; 1} hi 
0 2 — 


— 


oder, had) ı einer kuͤrzern Yıt iu fehreiben, auhs \ 
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I ee — 
n sin — 


Man kehre num die Drdnung der —— um, ſo daß man 
s als conſtant/ x als veraͤnderlich betrachtet, und ſetze sa" tr, 





x #, X=s nat; fo ift 


Jet = [es "times fra b 
Folglich, weil = 0, wen x= 0, t=e, wenn x=e:, 


3 er, 70.0 ; % 
ER )öxme-ss Us. e-t" dt, 

FR au futter a e-ss Faftera ‘ 
o 


Setzt man nun ferner, welches offenbar verftattet it, s — ", 
ös—ntät,s. — ſo wird 


FÜR 
l. e esthe")dxös=n Pr ef et dt. 
70 o 


Aber nach (24): 


3* — re Hi: N Ersten) ds dx. 
— —. 
o ° n sin — 
hu n 
a 


|. offenbar eine conftante Größe iſt; fo laͤßt fich diefe Gleichung 
auch fo fhreiben: 


— ang ort 
nz 


5 n=2 wird 


a i. 
— eirot ⸗ Vn 


vie ſchon in (24.) anderem Wege gefunden worden iſt. 





Alſo 





Da nun 
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dann 1 fir yß RT 


— u Er fin 
n? e⸗ ir⸗ Kr BER, — — — er * (r E ; 
(V Rn ) sin Ir e 
(68.) n? V "elle dt Was a ir 
0 — sin — 


26, Cauch y hat in feinen Exercices de en] 
Ze Livraison. Paris. 1826, einen Saß beiviefen, welcher ſei⸗ 
ner Allgemeinheit wegen merkwuͤrdig iſt, und ebenfalfe 8 häufig bei 
der Entiwickelung beftimmter Integrale mit Vortheil angewandt 
wird, Dieſer Satz iſt folgender: x 

Wenn f(x) eine beliebige SUNCEON von x, und dag be 
ſtimmte Integral 


Seht man zuerft 





v 


m fan, A 


won eine willführliche ‚ganze Zahl bezeichnet, betanut J fo ! 
laͤßt fich immer das beftimmte Integral - | 


Ban le out 


; — , indem naͤmlich 








3:2 


(69.) Bun = 
—— dm manN, 
+ EN hen. 
at a (2n — EN * 2 N 


iſt. 
Um dies zu beweiſen, ſetze man der Kuͤrze > 
1 
x — — y. 


Nun ift offenbar 


A2n =/ x2n f(x?)O x * re )öy ; 
Je yan£(y*) öy = BR )öy 5 
* yaf(y?)oy a or se ——— 


d. * *— 
IM Eur 7 Ak: are yä % | 
-_ nn. o * 


An — —— 


Iſt x 80, a Sr == — 
An ." > A? 
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| | Sa = S. = 3). 2 1J * Ya — 
I ee 


Setzt man ferner 
2 F 1 

—— | 
fo eat 


Eee! 
| fa Gele N ehe 
= a) x" 2; 


— 


Nun iſt aber, wie in dem Ai Goniometrie in dieſen Zufäßen 
gezeigt werden wird: 


A ÖX 
=, —,h=—-5; 


\ me 


cos(2n +1)0 = 


(An +2) . (2n-+4) (2n-F2) 2n (2n—2) 
IT DET 1.2.3.4 


und, wenn man 





cos 0 1— sin ©%- # 





or = x 


1 N 1 1 
cs = (+7): sin —= — er) ; 


cos (?n +1)0= «(vet + — 


(Cyklometrie in d. 3,17.); alfo 
zart + . H= 


\ 1 (n+1)n (a+#)(n-Ht)n(n-1) 1 
Tee: issue) 
Multiplicirt man nun auf beiden Seiten mit 


1\(«-5) =, 


E ind integrirt zwiſchen den Graͤnzen O und =; fo erhält man 
mittelſt des Obigen ſogleich die zu beweiſende Gleichung. Der 


or Coefficient von Arm in dieſer Gleichung ift 
(nm) (n-Fm—1)..(n—m+1) _ (2m+1) (2m+2 ... (n+m) 


1.2.3,...@m) - - 1.2.3...(n—m) 3 
wie e leicht erhellet, wenn man über Kreuz multiplicivt, 


E fest: 
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6) ⸗⸗⸗8 — 
wo 8 hofktiv it; fo ift nad) (30.) hl, 
: a © — Ya REN 
Be Ann 2” 


und nach (38.) 
1.3.5...2m—1). —*— 





— 

Am = xame—sx2 0x — 

r « zur sin N 1 

Arne ift eh 
* ie Di Ber, ox ⸗ ef” x?n en) X. 

Alfo nad) (69.): a 


(70.) JS. x” +); — m, 
e-2sYn lu + ern. (2) + Gar 0 





— 





— — 9 


# EEE 
eine ebenfalls ſehr merkwuͤrdige Sormel, var: 
Für UT 
(x?) = ermacostx, N 


wo s wieder pofitio feyn muß, ift nach (41.) — 
12 ar. 


5 Yr Ö?me 4 j: 
Ay Er fi Xu ement eos ix · Öx= (Nm. In ET, 
00 
— nt can. dr ET m, 


Ferner iſt 

‚Bin = — cosı( _ 3). Ox / 
ef merretz a 
Botgic nad) gt I a 2 2 


nn. ) £ x’ne er) se u 2). 0% 


—J 








en. 
BREN | —— (n-+1)n te ® 

le i.2 ° 0 | 
RER ie 
+ (at) (nn mt) des ; 

1.2.3.4 a 

‘12 

— .(m-—2) OseT is 





12.34.56. 0008 
ru 
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Man uaͤberſieht leicht, daß der von Cauchy gefundene Sas 

eine neue reiche Duelle beftimmter Integrale iſt, die auf anderen 
Wegen ſich nicht ſo leicht ergeben wuͤrden. Wir wollen nun 
©. einige befonders merfivärdige und wichtige ‚beftimmte Integrale 
etwas ausführlicher betrachten. 

27. Zuerit befchäftigen wir ung mit den Integralen, welche. 
Legendre aus leicht zu begveifenden Bepnden Eulerfche Inte⸗ 
grale genannt hat. 

Euler’fhe Integrale der erſten Art nennt Le⸗ 
— di ig dem Ausdruck 

Hy " __xP-10X 
un ) », q ganze pofitive Zahlen ——— enthaltenen be⸗ 
mmten Integrale. 


Euler’fhe Integrale der —— Art heißen die in. 


dem Ausdruc 
S; (12) R 


wo 1 immer den natürlichen Logarithmus bezeichnen fol, und a 
als pofitiv angenommen wird, fonft jede rationale „Geste be⸗ 
zeichnen kann, enthaltenen beftimmten Integrale. 
Euler und Legendre haben für dieſe Integrale ihrer 
- Wichtigkeit wegen befondere Bezeichnungen eingeführt, Dem 
gestern folgend feßen wir 


— 


ray — — 


28. Beide Arten von Jutegralen geſtatten eine Transfor- 
mation. Setzen wir nämlich in den Integralen der erſten Art 


se 
oz, = hh,xem; 


fo wird 
1-4 


— 
12,02 
xP-10x * 2 9, YAl—xzu)a-ı= i1—) "7. 





Bot, wel z=0 für x=0, z—1 a x — 1 if: 


E: 1 xp-10x 1 pt - 
[7 —— — 
J 0 —— 


J 
“ pe was daffelbe ift: 


4 — Mu ef et ; 
a 


—xn)n—gq 
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Unter: der Vorausſetzung, daß p und q poſi — * —— 


rationale Größen find, ſetzt Legendre — 
— * — —— =(p, 2, —— Bi u 
o 


fo daß alfo in biefer und der in (27.) angegebenen Barimung 
immer 


Ferner feße man in den Integralen der zweiten Ark 


l—=z, -=e, x e=2, Ok em2dz;, 
iſt — Ra 
fo if — —— | — 
(17) = 2 -lem20z ——— 


Sfr xl m x 1 iſt ae a=e,ı —0, ‚ 


Alfo iſt 


\. af)” u fe rn, . 
Jo 


' oder, was daffelbe I 


er) (a ös( 14) er eff: a 


29, Beſonders —3— und wichtig iſt es, daß 
Eulerfchen Integrale der, erſten Art, oder vielmehr die durch 
(pr g) bezeichneten Größen, immer durch Eulerfhe Integrale 
der zweiten Art ausgedrückt werden koͤnnen, welches wir jeßt, 
nach einigen nöthigen Borbereitungen, zunächft beweilen, — 
Setzen wir naͤmlich 


— 


Fuͤr x— O iſt aber y=0, und auch, weil a pofitiv if, 3 
y we — N 


Bu af (12) = af. (12); 
FIRE 


(73.)  (2)=-3@ 9 hit re 
q an. on $ HD 


iſt, die durch & ) bezeichneten beftimmten Integrale folglich i 
mer auf die durch (p, 9) bezeichneten gebracht werden koͤnnen. — 


2 
zu 
9 


ee Va EEE U AN —— 


— Se ee 


ie 
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Dies giebt in der eingefuͤhrten Bezeichnung die merkwuͤrdige und 
‚wichtige Relation 


(3.) T(a+1)=arla). 
I si a=1 rd f, x = 4, und man efält alſo— 


wenn a eine ganze Zahl ift, durch mehrfache Anwendung  vorfte- 
hender lation ſogleich den merkwuͤrdigen Ausdruck: 
(76.) I(a) =1. 2.3. 4....(a—1). 
9, Wir wollen jetzt 
‚y= »(1—x)ıa-t 


fegen, ‚und annehmen, daß q eine ganze Zahl ſey. Durch Diffe⸗ 
rentiation erhält man: 5 


Oy = pxr-1 9x (1 — x) — (g—1)xr dx (1—x)ı-2 
= pw dx(1—x)ı-i + (g—1)xp-10x(1—x)I-1 
— (g—1)xr-1 dx(1—x)1-t — (g—1)ar dx (1—x)I-2 
= (p+g—1)w-1d& (1 —x)Imt — (g—1)ar-1dx (1 —x)ım2 
y- (+41) fh Ox (d—x)I-1 (4-1) femtös-gm. 
Für x—=0 it y — O, und auch fr x1 iſt y 0O, weil 
g—L’pofitiv iſt. Alſo iſt 


0=(p+g—1) "A xp=10x — — dx 1 g)a-2 

Durch N Anmwendüng diefer — erhaͤlt man: 
——— —— 

— N 7 Glen). Zee Mk 


Aber Rs io — Alſo, weil p poſitiv iſt, fx iR 


Botslig, nad) der eingeführten. gung n wenu q eine ganze 
ahl iſt: 











„7. a ala y..:e + RAR 
7 REN, 7 mes re merken 
a Für 1—x=zitx=1-z, oxX = — Oz. Alfo 


Jrru-0m = - mau. 


Egir x=0ifzel, frx=tif z—=0. Alf 


i — ru-om=- HL: öl, 
ER. 1 


oder, was daſſelbe ift: 


. 2% £ 19x (1 -x)ı-! fi xg9-1 a —xjr-1, 
’ a 
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Iſt nun p eine ganze Zahl; fo. ift nad) (mai 


Nr &u-nm= BE ni: 


Alfo, wenn p eine ganze Zahl if: 


h P-NP-2.. Ei, 
8. ’ * 
(78. (BI)= ERROR Kurs: q' 








Daß die beiden in (77.) und (78.) gefundenen Ausdrücke ein- 
ander gleich find, erhellet Leicht," wenn ‚man über Kreuz — 


plicirt. 
Iſt q eine ganze Zahl, ſo folgt aus (75.) leicht 
FKp+ga)=P+rg4—1)(P+4—2)---(p+1)p7(p); 
und nach (76.) it D(Q=1.2.3...(4—1) AMfoif 
T(P)T(g) _ (a-1)la=2) 1 —— 
T(p+g)  (prg—i1)p FI—9...(p+N'p 
Solglich —5— wenn eine der. beiden Größen p und 4 eine 
ganze Zahl iſt: 
— 
(79.) (p, q) — I(p+g) y 


Nun ift aber nad), dem binomifchen Lehrſatze — 


1x (1x) — 


xl ⸗ F — ED in. 4 
Folglich, da p eine poſitive Größe ift: | 


Je xp—1 Ix(1—x)I-1 = 
o 


g—1 1 + ala 2) 1. (g-Nig-Dg-3) | 














el 
p 
+ . 8 2. Dr 


eine Neihe, welche ims Unendliche fortläuft ; wenn q feine ganze | 


Zahl ift. In diefe Reihe muß ſich alfo nach (79.) 
T(p)T(g) — 
—— 


’ 


wo wir ung unter den mit ZT’ bezeichneten Größen ganz allge- 


mein die entfprechenden Euler’fchen Integrale der: ziveiten Art 
denfen, entiwiceln laffen, wenn zB. p eine ganze Zahl if, 
Denfen wir ung aber nun die Entiwicelung von 

IXp) la). | 

P(p+q 
Be jedes p und q ganz allgemein ausgeführt; fo iſt klar, * 
fo lange p und q ganz allgemeine Symbole bleiben, und die / 


Entwickelung in dieſer Ruͤckſicht ganz allgemein vorgenommen | i 
wird, die Form der allgemeinen Reihe nicht von der Form 
der Reihe für einen —— Fall verſchieden ſeyn kann, ſo 


i ‘pri 1.2 DER u Fe 


en ee te 





Beſtimmtes Integral, 488 


fange nämlich, weldyes wiederholt erinnert werden muß, p und 
 q ganz allgemeine Symbole bleiben, aud) in dem in Rede fie- 
henden befondern Falle. Man ſieht alfo, daß auch für jedes 
poſitive p und ch 

pofitive p und q fi Tip) TCa) 


Mi 3 WRKPITD 
in die obige Reihe entiwiceln laſſen muß, und. daß folglich) die 
allgemeinen Entwickelungen von 


1 — 
s10x(1i—x)ıi=(p,g) 
o 2 


für jedes pofitive p und.q, und 
Ä 4 T(p)T(g) 
\ T(p+9Y 
zu denfelben Reihen führen müffen, welches ung berechtigt , für 
jedes pofitive p und q zu feßen: 
_T(p)rf(q 

(80.) (p, q)= Tertgd . 
Mittelft diefer Relation kann alfo immer das mit (p, q) be— 
zeichnete beftimmte Integral durch Euler'ſche Integrale der zwei— 
ten Art ausgedrücdt werden, - Auch laſſen ſich die Eulerfchen 
Antegrale der erften Art ſogleich auf Euler'ſche Integrale der 


I zweiten Art bringen, da aus (73.) und (80.) folgt: 














(81.) @) * 6 
ET re) 
Die Entwicelung der Eigenfchaften der Eulerfchen Integrale 


kommt alfo lediglich auf die nähere Betrachtung der Euler’fchen 
Integrale der zweiten Art zurüc, | ; 


31. Man kann aber auch umgekehrt die Euferfchen Inte⸗ 
grale der zweiten Art durch Euler'ſche Integrale der erſten Art 
ausdrüden, Aus (81.) erhält man nämlich: 


Wr 
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2 Hr(rez) J 9— 

—— — 9— 
irn 

Bi 


Multiplicirt man die erften a —1 Glieder in einander; ſo er⸗ 


haͤlt man: 
SCHLHILHICH Aus — Er 


woraus: \ —— J 


82) T(—)= 
{ "G) na—-1(1)(1)(1)(2). — 


Multiplicirt man alle Glieder obiger dihe in einander * ws 
hält man, ‚weil nach (29.) 16 = Ti)=1 RR: 


— 


wu 
8) r(L)=ar nennen. * — 
Folglich nach (82.): 


1 | 
—— — — 


EIERN 5 


































ai 


WON 2) = 











— —20 





ti, uf einander reduciren, 
32. Auch das Integral. 


JS xm-1öx (! ya 


BR, immer durch bloße Eulerfche Sutegrale der zweiten Ark I 
ausgedrückt werden, Durch partitulaͤre Integration erpält man I 
nämlich: N | 


vk xm-10x (12) =: = —— PR j amt BU. ( — 


wenn nur n poſitiv if: 
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Sr Ja fat ET. 


| Iſt num n eine gan‘ Zahl; fo erhält man durch RR: Anz 
wendung diefer Relation: 


% 2)n-9..12.1 
gay 


Iſt aber n feine ganze Zahl, fo feße man xm—z, mxm-i * 
=0z. Alſo 


——— (17 s) man) 


Solglid) 1, wel z:=.0 für.x, > 0, wenn nur m poſitiv ift, 
sel füirx=1: 


(86.) 4 — 69 * wis "(lt)", 
fo daß es alfo auch hier nur auf die Yerrachtuig der Eulerrfchen 
- Integrale der zweiten Art anfommet. 


33. Die Euler'ſchen Integrale der giveiten Art haben meh- 
rere merkwuͤrdige Eigenſchaften, von denen wir jetzt die wichtig— 
Ken beweifen wollen. Für a <1 fee man — g=1—a; 
o iſt 





ld (1x )T-t m xa-lox (1x), 
— 
5 = dr (1-x)% 


ER ———— J— 
1—x’ I+r? ya in2r 


BrzId fix 0, ze füir x-1 Alſo 
Ixa—1 dx —* © za-1dz 
Menke A — 


Aber nah) (35.), da a<1 if: 2 
“gi  " 
F: 1+z ” sinan " 


(87.) (a,i—a) = 
r Da nun nad) (80.) 
“ (a,1—a) = 


Sey nun 


( x 
1—ı = —, za 
zZ 








Alſo 





” 
sin arı 


T(a)T(1-—a) 
ri) = I(a)T(1-—a) 


| in fo ift für jedes. pofitive a, welches <A iſt: 
. (8.) I(a)T(1—a) = 
Seht man a=4+, fo if 








sin an" 
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TE 7 
sinan  sinde 





Alfo nad) (88.) 
— ——— 
oder 
(90.) Ye )= — 
da T(#) offenbar pofitiv ift. 2 
Nach (75.) ift 
2n+1 a In —1 
Py=eztre 


. euch, 


2n—1 2n—3 a — 


T 














en re a yr, 


ER 2n 3 2%n—5 
* EEE Pe v 8, 


d. 1. nach (90.) ° * | NR 





Hieraus kann man auch einen neuen — — ſchon in 
(24.) und (38.) gefundenen merkwuͤrdigen beſtimmten Integrale 
ableiten. Setzt man naͤmlich m" —z; fo if - 4 
_ Ise-sx?x0x m Oz. 


Folglich | ! 
02 
x’n Ems? 0x m zn, , Rx 
ia” } 4 
Aber ——— 
ei ra 
-"=lh”’=- a) : N 


Folglich | —— # 
ee e⸗vxe Or — de 5* * Te. 25 4 
Für x=0 ift 1, für. xe — iſt 2=0, wobei | 

wir vorausfegen, daß s pofitiv fey. Alſo iſtt ol 


— a 
:&) Fre Bea): TR: 


de i. nad) der eingeführten Bezeichnung: '  ı° | 











.übereinftimmend mit (38.). Fir n— 0 wird 


8 
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Kin Or = — an +1 

RR: OL en 
NT. — 2 
rer 








7 +: — —— 


1. | 
o 
| JS. 2 ——— 
o 


$ m; mit (24.). 


34, Nach (88.) iſt: 


de — 
AH 
Hz) 














—— — * a „=: ; 
Alfo durch Nultipfication: 


KOSCwOer 











Nach dem Eotefifchen Lehrfage (f. auch d. Art. Goniometrie in 


. diefen. Zuſaͤtzen) iſt nun, wenn n.eine gerade Zahl if: 


ek an * a: )(x2—2axcos” "+ a? :) 


(x — lax cos“ +a: ) r 


> 
Ey. ‘ . ® 
et N — 6r 

— —2axcos — + a? ) 
ER ? . 2: . 


(x 2ax eos I —9 


Alfo, wenn man mit. x? — a? dividirt: 


ne Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. N 
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xu⸗2 4 424 + x? an—4 + an? we 


® Re as + a: )(»°—2ax cos=r + “)\ 
} (20x00 cos.“ + gr 


VER 
. R Bun 


x (2 2axcne‘® cos? — ob: 
Solglih, frx—=a—i: | | 
} n—? ER) 4 hr 1 er *9 
Bu =2?° (1-22) (1-c0% „(een } R N, 
2 BN n n)J v.m 
oder, wenn wir 64, n 20 feßen: — — 
— J 
wi ft — cos) (' — 0).(t- — 
& II 
1 nr ——— 18 ao—1i1 — 
ve 2a)! sin —.—)\,sinf —.—).sint— —N\.. “ 
22(a Er r) sin (- 2, sin” 2) sin (“ * a 


1:78 VER 3% @— — ® 

— — — — — — — 

Ye ze de sin 2:33 sin > le 5 
Aber allgemein 
PR REN ke | ce TR ei . fe—# — 
Alſo 
Re „Le= —1)r 
@ 


EIER 
sin — sin — sin — ... sin- 
@ BE 


— 2e-1sin| An Ks .. sin be . sin 2 = . 'sin| — 
= 2 ER : — — & 2). 

















*— *sin —— sin —— sin EEE ep nn 
— N . = . 2 # ps SH *».5$ F = 
—— “ & Re @ a LA / } —J 
F—— 7 Do. Di 


* 


RR 


KORK 2 
——— — 














Ferner iſt nach (75.) 
—— 
n n . k 
2 ' 
r()=77(2): 
n n n 
ee. 
n n n 5 2 





Ben. BARON RN | | * | 
3 | re") Et (=) | 
| r(® En r(® +2) r{® 
⏑ 
d. i nach (o2.): | | 
(93) rt ) ) r(® = N | 
oder, * Lacroirx (Traite du Calc. diff. et int. T. IH. 


p. 480.) die nach feiner Angabe von Euler gefundene Formel 
darftellt: 


te. 2 n—1 
| ht Sf {8 Lah AN 
BELA LH 

2.2..(0n—1) Y(2ry-l\, 
gr: nn—i n " 



































35. Bevor wir zu andern merkwürdigen Nelationen uͤber— 
sehen, wollen wir, um den Zufammenhang der Darftellung nicht 
durch Hinweifung auf andere Artifel diefes Woͤrterbuchs zu un— 
terbrechen, einige Säße aus der Integralrechnung furz erläutern, 
Zunaͤchſt bemerken wir, daß, wenn die endlichen Integrale, wie 
gewoͤhnlich, durch I bezeichnet werden, immer 





Oy . 02y 
Ä *— 
— z0y ; - ed, 
d. 5. ein Werth von I iſt. Es iſt naͤmlich nach dem Tay- 
lor’fchen Lehrfage | 
d2y _O2Zy Ax |, O?2y Ar? Ta; 
ARE Ten me 
und eben fo: | | 
023 Ax , 0?3y Ax? * 
4233, = 7.7 + x: —— + 2... ’ 


woraus durch Differentiation: 
OA2y _O?2y Ax Ax⸗— 
.“ "a ıtieızt 
02% OALy | 
*— — u) ’ 
Aber nach dem befannten Begriffe eines endlichen Iutegrals 
42, —=y. Alfo 





Alſo 





02y _ dy 
OR 


A 


und folglich): 
N2 











} r x e we 
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\ — 3%, 2” K H 3 = 
oder allgemeiner: ; h 2 
N E Z= Ä =) +c. ; — 
Da nun bekanntlich —— 
EN 1 — 
Bad A %xı1 + 022'1.2 + 0x°'1.2.3 + Br h 
ift, wenn wir Ix = —* ſetzen; ſo iſt — Be 
| —* 0? oe. ek 
: Yu ® I. 2, ae Be 
und- folglic) > J—— el — 
== = I Ik: * { a — 


h 02, h8 „or “ 
S»=7 ung at mas® ten 


1 Fi) ö° a 
A= nf * —— — 2. — 


"dh wir die numerifchen Coefficienten der Kürze wegen u] 
» %7, 0 20. bejeichnen, und. die Deifügung einer € 
ante, welche ſich von ſelbſt verſteht, unterlaffen. Durdy Dife- 
rentiation diefer Neihen erhält man giten des oben beipiefenen 5 
Satzes: — 


ö — 0: d⸗ ———— 
2 =y-17 —— — ph? 255 — zz Ex 
022 1 07 03z en zZ "95 Z 
25 = ware — 3 — a 
217743084 o*z in '0%z ; R 4 
Fa er ee 
m ſ. f— wre | 


Durch Subftitution in obige Reife ergiebt fich hieraus, eine, 
Reihe von — Form: J 
— 


0 A=z/w0s4 A + Eh + — —— +. 


** 


wo A,B, % D, gewiſſe numerifche Coelfie lenten be⸗ i 
zeichnen die ſich auf folgende Art beftimmen laffen. Da namlich 





ö Lars a AR a er 
x = 0, = a 


iſt; fo iſt | Rn 
Sex ⸗ Der + Aex + Bhex + Ch?ex + Dh’ex +... 
Aber auch | 








— 
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Wovon man 2 überzeugt, wenn man die Differenz 


nimmt, da 
ex Ae* ex-+h — ex ee 


NETT — ea er we 
if. Da nun beide Ausdruͤcke von Ie* in allen Gliedern e* 
enthalten, oder beide Ausdruͤcke für ex — 0 verſchwinden; fo ift 
— et De ++ Aex + Bhex + Ch?ex + Dh? ex * a 
indem bie beisufügende Conftante in diefem Falle = 0 iſt. Alſo 
et, J 1 


—— DR FOR. R aneey 





en daß man folglich die numerifchen —— A,B,cC, 


D, .... erhält, wenn man die Function (e®—1)7! nad) "Bor 
tenzen von h in eine Reihe entwickelt. Diefe Entwickelung ift 
aber in dem Art. Bernoullifche Zahlen (6.) i. d. 3. gegeben, 


und das Gefeß der Eoefficienten ift dort allgemein — 


und folglich 


worden. > wir nun, wie a. a. D,, 
— 
eh — 1 

fo it a. a. D. (8.) ‚gezeigt worden, daß 


mA, Are a. m=0, 


4 +A, + Ah + Ah? + Ah + Ah’ +. , 


Z—+rA+ Ah + Abd + AS +... 


Pe ne 


iſt. Vergleicht man aber den a. a. D. in (6.) gefundenen Aus—⸗ 


druck „mit dem allgemeinen Ausdruck der nten Bernoullifchen 


Zahl B in (9); fo findet man leicht: . 
z n—1 
2...(2n—1)(2?”—1)2?2 Ay, _ 227 (2?”_1)B 





(hr a 
B 
fe ga 0 Dean Dr ga 
A, if, wie man leicht findet, — — +, Aus allem Bisheri- 
gen — ſich: 
A— — — ⸗ 
B 
le An er 
; ae 0 
3 
— 1 B 
— Paar 1.2.3.4 
* 060 
B 
BET: 
—— 
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Alſo * 
* et ne x 7 Ina 
s Er >. 
B 252 ae 3 






— — ar 


Iſt nun = P (x) das allgemeine Glied einer Reihe deren 
Summe in Bezug auf ihre x erften Glieder wir durch * de 4 
zeichnen wollen; ſo iſt J 
KEIN LINIEN —04 6 
RT —0 HIHI H:.. + TR ; 
:- ım=y). a 
zZololich, wenn wir I. = f(x) ſetzen, für — — 
Is = Ki) = 6*1) - 6) ⸗ Kr = 90); a 
und umgefehrt 
S-ı = Zpla) + Const, — 
Ss: 2) 6) + Const , ' DE r 
= 22 +2 + Const. — —— 
Alſo, N, Sg gefeßt: i N Be 
3 \ ! 
See FREE EM = = - a 
5 


| —— 
Die beizufuͤgende Conftante iſt ſchon in — begriffen. 
36. Sir z— ix if: 


a Ro on 12, 
ET ae — 
0*2 1:2.3 0% 1.2.3.4 


FE ee re jr; x5 ne 
Oxlx = xx [a=ıu-x. 


Alfo i 
EEE 2 5 2 En EEE ze Be N 
1 8. hi 
B B Bo aB 
STEH BRETT IN N u oe 











Zur Beltimmung der Conftante ‚gelangt man auf ÄRIRERe: Art. u; 
Nach (8.) if ; 
m _2.2.4.4.6.6.8.8..... (2x—2)2x 
77733.53.7.7.9..(22—1)(22—1)’ 


defto genauer, je größer x ift. Alfo 
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212 + 214 + NH + 22) + 1x 
1-23 — 25 — 217... — 1x1 
deſto genauer, je groͤßer x if, völlig genau, fr x — », Für 
— iſt aber nach dem Obigen: 
Sk=-C—x+(xtt)k, 
S12x =C-%x + re * 
wo naͤmlich 
ee 8x =4U+R+B ER J 
Auch iſt le FÜR: 
j "RB +U4 + I + IS +... + 1% 


—— 
== Sie Mal, \ 


ak —R= 


Folglich six =C—2%ıx+ (+ 12x 
+ B+B+ 17H... +.1.x-1) 
ER a — 
=U+B+B+.).+ 1x1) + Six + xl2 
=U+B3B+1B5+1+...+ 1-1) 
+C-—x+ (x+t)ix + xl2 
we ll ri) 
= — x+xax+(x+t)32 
212 +24 +26 +... + 212x—2) + 2% 
u BZ li) 
20 — 2x + (2x +1)1x + 2x12 + 2x 
TE 2 — (2x1) 
= C++ k—12. 
Alſo; wenn man auf beiden Seiten 12x. abzieht ; a dem Vor⸗ 
hergehenden 


In - 2 = 20 + 1x — 12 — I%x 
=C + kk- RR — k — 12 20 — QA2 
C=yilk49)- 4 = In. 





Folglich 
— — — — 
1 3 
Ta. Rt B B 
, EN De * nel ae +.» 
" ı B 5 
m Gym 1 B 
— * Y2r + Me De — 
1 3 


— xlx + 3ll2nıx) - x + —— 
37, Nach (76.) if 


ce 
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TERN EL.2.E... Be, 
ra+)=1 Herner. .+in tan: 





B 3 1 
— SB — 
— xlx - I. * BR Ja + ... 
Setzen wir a 
— — 
ey au. * 9* 5; ns or | 


fo if flar, daß 11 e) ſich der Null, dv, i. & * der. "Null: 
defto mehr nähert, je größer x iſt. Es ift folglich 
Ir(x+1) = xx + 1@n)? + ir te) 
= 1gt} + 127)? + le + iHe) 
= emtertestte], } 
‚oder — 
Pix+1)= (2m)? x xtro=x(4-48), 


wo s 8 eine Größe if, die fi der Null deſto * möge, * 
größer x iſt. Da nad) (75. 


iſt; ſo iſt | 
Ix)= (ax e(ite), 
eine Gleichung, welche zuerft von faplace, gefunden worden 
iſt. Dieſe Gleichung ift hier allerdings nur_für den Fall bewie- 
fen worden, wenn x eine ganze Zahl if, Da aber die Function 
‚auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens eine ftetige Function 
von x ift; fo erhellet Leicht die Nichtigkeit obiger Gleichung für 
alle. Werthe von x. Wir haben alſo für jedes poſitive 8 


— 


Auch Legendre hat dieſe Formeln bewieſen, in den Exer- 
eices de caleul integral. T. I. p. 290. — 


38. Aus dieſen Formeln laͤßt ſich nun noch eine ſehr — 
wuͤrdige Eigenſchaft der Eulerfchen Sntegrale der zweiten Art 
ableiten. . Es ift nämlich. immer 


—— —— — +x 2% = 


er 


(06.) 








— 
— an. a mai Zn er jE — — le a nn ae un - 
ee wen SIR a ee TEE 
* - Zt au 


nux 


(6.) ) - (aux) 
: or) ) — A) 
Nach (75.) if * { 





£ 


——— 











— — — — 


vr en Et ee nA +3 
FR, 2 J — —— 7 Ar, 
— Ea)n?ẽe (+5) (145) “ (' ars — 
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na(x--), 


r&+9r(L+x41) r(2+x=+1).. r(e43+1) I 
Ta&+1)j | 
we ei rer(tz)..r "—4r) u: 


1: n F 
ze (nx+n—1)(nx+n—2) ... nx['(nx) 


—F 1 "u /n—1 
r@H).- rent) 

x I'(nx) a 
fo daß fic) alfo diefe leßtere Function nicht Ändert, wenn- man 
x+1 für x fest, und daher Überhaupt ungeändert bleibt, wie 
fehr man auch x wachien laffen mag. Kann‘ man alfo den 
Werth diefer Function für x = © beftimmen, fo wird ihr Werth 
überhaupt beftimmt feyn, Für x= @ if ddr s=0 in (%.). 
Alſo frx=»: 


Folglich 











T(X) * (An ji x} erX, 
rar “)r(a+ >). Ye + x) 


« 1 2 —1 
ARE +! sb 7 nv 
a (air (* 4 Pr (+) B.0? (+? -) re 








n n 


(+4) 


xe — — 
n ; ‚ 1 — 2 xt a 
— (In)? x? — n 24 2 8* — — * 
a 
A | ee | 
un e- — 
I(nx) = (?n R* ⸗ — ex 
5 2, 5 1% 
& — xt——1l — 4 x-h Pa 
* (2)? nnx—3 xxdx ” et ...X Mr 3 Ye, 3 


wel. 
' ed 4+ ler 7m)+(er +) 





2 


iſt. Folglich, wenn man die einzelnen Factoren durch) einander 
dividirt: * 


— — —— (4). te H+r), 





n" 





A: I(nx) 


— 1 n—1 


Gebt man der Kürze wegen 


— 





a=(144) — AAN ee 
fo ift: ; X 
an ge 
+ («+2-2ı(t +5) 
+ (+2—: 1(1+;,) * 


Re en au 
* 











I 
⸗—e0 
* 
* 


4 
DZ +: 





| 
ni 


+ 
Ä 3 3\2 
re) | 
ee . . EL ei Er “ . ü IR? R x * R 
+) 
Multiplicirt man wirklich; fo erhält man einen Ausdrud von 
folgender Form: — Mi 
EN nt. AN dB s 
J — 

















n 


Folglich, weil x= » if: | | 
n—1 _n—1 


J 
Deu arte J rn, 5} > 


n—1 





Q=e*?. 


R n—1 n—1 h e h 4 

Alſo, wile”.e ? —=1 if, fi. x—e, d, i. nad dem 
Dbigen für jedes x: | | te 

1 — fi 
‚rer(+r) (24). (4) 0 


a 
9% I'(ux) =(an) nm, 


w. 3. b. 10. Legendre bat a. a. D. T. H. p. 23. diefe merk’ 
wärdige Formel auf ganz Anderm Wege beiviefen. Der obige 
finnveiche Beweis ift von Cauchy entlehnt aus deffen Exerci- 
ces de Mathematiques. 15”® Livraison. Paris. 1827. p. 91.92. 
Man vergleiche hier die Formel (92.), welche auf ganz andere 
Weiſe gefunden worden iſt. Die bisher bewiefenen Formeln vente 


— 








NT 


— — 


— —— 





Bo 
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halten die wichtigſten und merkwuͤrdigſten Eigenſchaften der Eu— 
lerſchen Integrale der zweiten Art. | 


39, Die Theorie der Euler'ſchen Jntegrale der erſten Art 
ift, wie wir oben gefehen haben, in der Theorie der Eulerfchen 
Antegrale der ziveiten Art enthalten, und es wird daher hin 
veichend feyn, in Bezug auf jene hier nur einige Relationen 
aufzuſtellen. Nach (80.) ift 

_ T(p)T(g) 


Bm T(p+g) ' 
Da fich in dem zweiten Theile diefer Gleichung die Buchftaben 
verfeßen laſſen; fo erhält man: 
Bu (7) (, D=(HPp)- 
Nach (73.) iſt 


BRENNT BAHN FAN SUR 
— 6 
Folglich nach (97.): 
BR 
(= 
Ferner ift nad) (89): 
(p+4 r)= 
Folglich durch Multipfication: | 
(99.) pp; )Jp+g, ) = en — 


Alſo „weil in dem zweiten Theile dieſer Gleichung die Buchſtaben 
ſich verſetzen laſſen: 


(100.) HB *4, =, Np+r,g=(g,r)\(g+r,p). 
Aber nach (73.): 


(Ef) -A(P ,a\(P+3, x 
q r —m\n’n n 7)» 
P\/ptr\ 1 fp “EN /ptr g 
r q —nz\n’n — =)» 
a\fatr\ _1/a \fatr P\ 
r p IT m a): 


Alfo nad) (100.): 


E-EHI-OCH. 


| Rad (7.) if: 


T(p+g)T'(r) 
I(p+g+tr)' 





IKp)=(p—-1TTlp—1), — 
(p * ( ———1), 
IXp)Tlg)_ p-t' Fip-1)T(y) 
FPFIN Prog 1) ? 
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* 





—— ge 1,9), CE RE 


n 1 p—n 
\ 


dv. 6 wenn man nur noch) auf — Seiten mit — % malte } 
cirt, nach (73.): — 


————— 


Für q=.n ift nad) (27.) 


(+) = Sei = r 


Alſo Naar 


(102). (p,g)=- 








Nach (87.) iſt 


d. i. nach (73.), wenn ei ein für alle Mal un = © ſetzen: 


AR 0 
— („2 ) Sn: 


Mittelſt der beiden letzten Formeln erhaͤlt man den genauen Werth g | 
von. (2) in allen den Fällen, wo eine der beiden Größen p, 2 3 


oder deren Summe — n if. Man hat hierbei, nur noch w { 
merken, daß nat (98.) und (104.) £ 


ar wollen jeßt einmal —— ae der Werth von. 
auch in allen den Faͤllen befannt ſey, wo p J gy=n—1: 


ii; fo ergeben ſich neue — Reductionsformeln / wobei 
wir der Kuͤrze wegen Ne 


es). 


ſetzen wollen, wie auch Le gendre thut. Es iſt alſo 


F— 
—6 (+5) ARE, 








iſt. 





x N 
gr oh — * * ———— — 


— Da 
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a 
(>) = (5) == 
(n—4 3 : 
( 3 )= (65) ns, 
—5 4 
K; (S ) — (5) zn A, er Bust , 
U.) 


di allgemein: 


Au: 22 An—a-ı . 
Die Anzapl der Werthe der durch A, bezeichneten Größen iſt 
— 2 n—1 
.alfo = =, oder = —— jenachdem n gerade oder ungerade 
Fuͤr 1 9 z. B. find diefe Größen: 
A — (7) (4), 
A,=($)= (#) ’ 
A,= (3) =(3)5 
A, = (3)=(#) 
an der Zahl = 4 Für n= 10 find biefilben? 
A= Er (#) 5 
A,a=(4)=(}), 
3, =($)=6G); 
A=(6)=(6);, 


an der Zahl ebenfalls — 4, | 
Sey nun zunaͤchſt p+qa<n. Nach (101.) if 
E=)E)-(=)). 


d. i. nach (98.) und (105.) 


, A We n—a—i oO 
— — — 6 


n—a—1 _—_ Assina® 
or) ( u ey a 


\ oder, wenn man afrn—a—i1 feet: _ 
} n=-a— RE —— 8 
en 
Aber E00 dem DObigen 


= 


& x An—a=ı = Aa; 


— 1 
amd, weil © = —n iſt: 

















— sintin—(a+1)0) = ups: 10. 
Alſo 
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doo (+ —* Assin(a+1)O 


— 
Allgemein iſt nach (101.) 


en (a (=) — 


d. i. nad) (107.) * 
(=>) A,—ısin (1) 0 ———— sin (a4x—1) © — G 
? . ” 


a sin © sin G. a 




















n—a—x Aa, sin (a+—1) @ n—a—sHt? 
A RE TE = Ba h Au. 


CR 
Durch ER Anwendung diefer Nelation ergiebt ſich 


n·A⸗1 A⸗ti sin (a4+x—1) 0. . Sin (a+1) © n-a-1\ 
TA ‚A, sin(#—1)©..sin2®sin @' 


(==) = A» 
Alfo SE 


BEN DD Andarır Anten Mar 
(110. A,A,A, ... Az-ı' sin @sin2® .... sin(«—1)® 








der 








Mittelſt diefer merkwuͤrdigen, von Legendre gefundenen, Glei- 

chung läßt ſich alfo_der Werth von (*) ‚wanptqg<n 

ift, immer mittelft der durch Aa bezeichneten Größen darſtellen. 
Sey ferner p+g>n Nach (101.) if 


—— (+) - ee Ei. 


| Nach) (103.), (109.), (107.) " aber: 


en re 

















_ Arsin(x+1)® ur, | 

sin © “ Be RER | 

n—a+tx A nr — 

De | * sin © —— i 

‚ BR 4 
Dies giebt: — 





n-a+x+1 SH A,sin(«+1)© (nahe 
a 7 z#+1 Am -ısina—x—1)@ 


Da nun nad) (101.), (105.), (106.), (107.) 


| x 
ee 








a 
| 
a 
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n—=a #3 0 — — 
a assmae” Ni). ı-> 
n—a\ _ A,-ısinfa—1)® 
ee sin O 
iſt; ſo it 
(+) —* sin O 


a — An-ısinaOsin(a—1)0 ' 








Durch fueceffive Anwendung der vorher gefundenen Relation ers 
giebt fi) aber: 

n—a+tx+1 EL See Lie? FAR La 

Na —— Pr 1“ "3'7 

Az Ax-ı A-_a ... A, 

Ar Aaı=2 Aa—3 Aa=2 ; 

sin (<+1)Osinx®,...sin?20 n—a-+1 

sin («—x—1)O sin (a—x— 2) 9..sin (a—2)Q ; a 5 


dit.) (=) * 


1 ki: 5Kr @sin Osin29...sin(«+1) 0 
# + 1’ Aa-ı Aa=2.. Aa-a—ı sina9sin(a—1)6...sina—x—1)0 ’ 











Alfo | 











oder 
n—a-+tz 
(112.) ( = ) — 
A A· A⸗i 9 sin Qsin29...sinz® 
# A-a1Aa-2 ... Anz sina@sin(a—1)9...sin(a—x)9’ 


eine Formel, durch welche (*) unter denfelben Vorausſetzun— 


gen, wie vorher, gefunden werden fann, wenn p + q > n ift. 
Auch diefe Formel hat Legendre gefunden, Die Berechnung 
der durch ) bezeichneten beſtimmten Integrale iſt alſo ledig— 
lich) auf die Berechnung der durch "A, bezeichneten Größen zu⸗ 
ruͤckgefuͤhrt. Legendre hat in feinen Exereices de calcul in- 
tegral. T. I. p. 231. noch verfchiedene andere merfivärdige 
Unterfuchungen über diefe Größen mitgetheilt. Da es aber doch 
vorzüglich auf die Werthe der Euler'ſchen Integrale der zweiten 
Art anfommt; fo wollen wir lieber der Berechnung dieſer letz— 
fern einen größern Theil des ung zu Gebote fichenden Raums 
widmen, und uns ruͤckſichtlich der Eulerrfchen Integrale der 
erfien Art mit noc ein Paar einfachen Relationen begnügen, 
Es ift nämlich nad) der Gleichung (101.), welche als die Haupt- 
gleichung bei diefen Unterfuchungen zu betrachten ift: 





r 
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6 


folglich durch Multiplication: 0% AR 


VE - Se ) ; 


Aber nad) (98.), (105.), (104.): 































p+q — 0 
n—p—q) tn 2 


— A 
A q RR — mar Pa 











pP * 
(GH) me. 
(= — — 
n—p—qg) na n—p—q 
Alfo ' 
n—p Osinp+g)® 
: — (2 )\= (a—p-—g)sinp®sing® " 


RR 


Iſt aiſ⸗ eins der beiden beſtimmten Integrale — ): (=) ß 


welche man Complemente von einander nennen kann, befannt; ſ fo. 
iſt es auch das ander, Fuͤr p— a erhaͤlt man: . 


n—& 200020 j 

(114.) (2)G=) > ar 
Kennt man alfo (# *) für die Werthe von ä, welche. nicht 
> }n find; jo fenut man (= ) auch die Site « Ivo va>in 


iſt. — TER re 4 
Es if ; ‚a | 
— Er 


Be — 
En 
fi Er * 





Man ſetze 
12 sr — 
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wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen iſt, jenachdem 
Ex® > oder iſt. Hieraus findet man leicht: j 

| —— oe. 

er 


xa—1 Öx ea zu—10z 
— Axn-aY1— za 


za 


ray 





a N 
 xa—1 9* — 2a⸗i 92 — 





Nager 
Sir wer, m—i it reinective =0,23=1, 
z—=0, Mfo mit Berücffichtigung der obigen Beſtimmung wegen 
der BR 


n 





V% ya-idk REN 
Re): 
2 Y(ıi—xe)n-a — * 
Ye ze N — za-1 07 
Br ee 1a 


— iſt — 


— —— 1 xa⸗i 9x 1 xa⸗i Ix 
o —_— 0 ,/ı pe ed) Ya 


YA an)a-a Y: Y(1— xa)a-a xa)n—a 
0 za-10z Fi za-1dz 
ı Yı-ıau oNi-a 
Alfo ift er 
a In pad 
e ——)=2?2 * en 
(115 ) (*) is Yi-x ’ 


‚da es offenbar verftattet iſt, x für z zu fchreiben, 
"Seht man n —a für a; wird 


Pa en ixn—a=1 0x 
16. = “et ] 








7" 


dolguch nach ea 


(117.) 1 xa⸗i zaldr 1xn- a⸗-i /x 20 eet ao j 
— o N—x n—2a 


Legendre febt — M.. Da man a nit > #n 


zu nehmen braucht ; fo bat man nad) (110.): 
Supplem, zu Klügels Wörterb. 1. 








bekannt zu feyn braucht, weil die Werthe von Z' für. rdie andere 


— 
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— 
— An Aati · An-a-ı sin(a+ 1)9.. sah) 0 Er 
118.) Ma = A, Ay.» An-2a-ı "sin Osin20 ... sin (a a p 








"tk —1) 0 x 
Megen 3: 
An-ı = Ar ’ 
sin(n—x)® = sin(n—x0) — sinz® 
erhält man aus (118.) leicht: — 

Aa * Ada—ı sin (a+ 1) Osinca +2). ‚indie 
IT N ArA, AL sin Osin29...sinaO. J 
40. Was nun die Berechnung des beftimmten Integrale u 
T(a) betrifft; fo iſt zuerſt zu bemerken, daß man die Deere 
deffelben in verfchiedene Perioden fir a—= O bie a—l, für 
a — 1 bis a — 2, fuͤr a — 2 bis a=d, u. f.f. theilen kaum 
und daß man diefe Werthe bloß in der ‘ganzen Ausdehnung eine 
dieſer Perioden zu fennen braucht, um fie in jeder andern Pe⸗ 
riode zu kennen. Man erhaͤlt naͤmlich leicht nach RN. Po; 
T(ate+x) = 
—=(a+e-—1-+x) I(at@e—1+x) 
— — «—1+x) 4 +e—2+x) —— er 


* 





. . — e 


* late-tsn)late—24 8). AH HTIER ” 





T(a—ce+x)= 
RR a—aH+x 
T(a—c+2+x) 





lea sRslanahite 
T{a—e+3+x) 
EEE i 


. s . . . . . 





rar 
Tara 14x) ,.4a—-1+x)?2 \ 
ſo daß alfo die Function T' für die Airriopen ate, + 
ud a— a, a— a +1 befannt iſt, wenn fie für die wo 
Ausdehnung der Periode a, a 1 befannt it. Sind z. B— 
Werthe von I’ für die zweite Periode a=l1, a=2 ee 
fo erhält man mittelft der obigen allgemeinen. Sormeln für 
ei und vierte Periode leicht: ee 


Wi 


T3)=3T() T5)= $.$ T(})- ' 
Aus der Gleichung - —— 


T(a)T(1—a) = zu —— (88.) ——— J—— 


erhellet aber ferner, daß die Function 7° bloß für die ganze 
dehnung der Hälfte einer beliebigen Periode von a bis a ++ 








Hälfte der Periode mittelſt obiger ae — — = 
den koͤnnen. | 


ur | 
En 
} 
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an kann die Gleichung (88.) auch fo augdrücken: 


7E Te 


TG RITA = 


sin($—a)n  cosan ' 
— iſt nad) (75.) 
T(3—a) = (4—a)T(}—a), 
T(3+ta)=(3+ta)!T(z+a). 





Alfo 





r(# —-a)T(3+a)= = (4- a 


Auf ähnliche Weiſe ift: 
T($ se, ee FEAR 
T($+a)= (3+ra)T(3+a), 


T($3—a)F(3+ Er = (4-a?)(3—2?). 


cosan " 














cosan 
Es ift alſo: 
— 
T(3—a)T(3+a)=(j—a?). ’ 
(120.) 7 ” cosan 
T(3—a)T($ta)= (4a) (dat) az > 
— Tij+a) = 4a) ga) (28). 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Wir wollen nun noch zeigen, daß es bloß nöthig ik, die 
Function T(a) für a=0 bis a=+ zu feunen, indem mir 
der Kürze wegen IT(a) — [a] feßen, und eine Größe, die 
als gegeben oder befannt betrachtet werden kann, überhaupt durch 
G bezeichnen wollen. Nach (88.) und az ift: 

[al + [i—a] =1-— ; 


sinar , 
.Lal+ [+21 — [2a]= 4K2R) + 42a), 
oder —— 
[a] + [1-2a]=6 
Lal+[4+21- [al=G. 
Denkt man fi) aber für [++a] feinen Werth aus (88.) ge- 
ſebt; ; fo wird die zweite Gleichung: * 
es 
Sest man in diefer Gleichung a=++ , und denft fidy zu- 
gleich fuͤr 1426] ſeinen Werth aus (88.) eingeführt; fo wird 
[714 +74) 7 Bra] =, 
| Seht man aber a= 2%, und führt ſtatt [+ —2e] feinen Werth 
aus (88.) ein; fo wird 
| x [a] +l2+%21]—-[Ie&]J]=C. 
| 92 
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In der Gleichung 
Lal+ [1-al=G 
feße man ferner a=3+ 0; fo iſt 
[3+e1+ [—-e]=G. 
Wir haben alſo folgende Gleichungen: 
[H+rel1+ [3 +e1- [l3+%e]=G, 
[22] — [4%] + [3+%2]=G, 
‚=-Tre]- Bel 6, 
durch deren Addition. man erhält: | 
[te] — [4-01 + [1 -[&]J=G, 
[+e.]1 = 13—el+, [4e}.— [2 RG | 
Sf nun & <zr; fo ift 12 <1, 16a <1+4a, dito, 
und es ift alfo [4 + e] durch andere Sunctionen ähnlicher Art 
ausgedruͤckt, wo D6 iſt. Fuͤr e — —— ft4++ oe Fe 
und nach den Gleichungen. a 
[a] + f1-al=G 
* La] +[l3+a]—-[a]=G 















[31+ BEl= 6 [sl + [3] —— 
woraus: 
31=3[41 +6. E 
Giebt man alſo dem alle Werthe von O bis +5 fo fann man 
‚alle Werthe von [a] von a = K bis a= 3 finden. Man muß 
nun bloß noch [a] von a— 4 bis a=+ finden. Aus den” 
mehrmals angewandten zwei Gleichungen erhält: man, a — a 
geſetzt, durch Subtraction: 
Me] —[# +e.1+[2]=G. J 
Denkt man ſich aber für [1 — a] und [+ + @] ihre Werthe 
aus (88.) eingefuͤhrt; ſo wird 
— [a] + [4—e1l+ [2e] + G 
L3—.e]=[e 1 116% — 
Giebt man nun dem a alle Werthe von + big O5 ſo erhäft man 
nac) dem Dbigen mittelſt dieſer Gleichung alle Werthe von [al 
von a=4 dig a=+, wie verlangt wurde ‚Man fieht alfo, 
daß zur Kenntniß aller Werthe von Z’(a) nur die Kenntniß aller 
Werthe dieſer Function von — O big à — erforderlich if. 
Man koͤnnte den Theil der erſten Periode, fuͤr welchen die Function 
T(a) befannt ſeyn muß, noch kleiner machen als +, welches 
uns hier aber zu weit führen würde, und in Legendre Exer- 
cices de caleul integral, T. II. p. 28. nachgefehen wern 
muß. 
41. Es kommt nun noch auf die ——— einer go 
mel zur -annähernden Berechnung von I’(x) an, wenn x Elein 
ift, da man, wie wir — geſehen haben, x nicht > — an⸗ 
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zunehmen braucht. Zu diefer Formel gelangt Legend read 
D, auf folgende Art. Man feige h 

— + 


y 











ae | 1 1 
ee zitierter te 
fo ift fir jedes pofitive ganze x 


iX) 6 — 1 — 4 
de i. rt 


wo 


it. 


i&)+y@)=C, 
Gei+ttrttitrtt.n 


Für —E erhält man aus (35.) 
7 1 3 5 
— 1 B B B 
ER A +lx + re Fi 77 dr + 0:35 
Seh Formel, welche, wenn man fCx) als die Summe der 
eihe 


it 
— J 


deren allgemeines Glied + iſt, „betrachtet, natürlich bloß gilt, 


wenu x eine pofitive ganze Zahl iſt. Abftrahire man aber von 
diefer Vorausſetzung, und denft fi) FCx) als eine ftetige Function 
von x; fo it flar, daß dieſe Function auch für. alle andere” 
pofitiven Werthe von x, welche Feine ganzen Zahlen find, durd) 
die oben aus (35.) hergeleitete Reihe ausgedrüct werden muß. 
po wir nun P(x) in eine Reihe nach Potenzen von x; 
‚fo wird — 





og) 1 4 
*4 N ———— 
Ar 4 
u RE VER TREE 
+rltagtgtgtet | 
Er Er raflah 
| -rlisgtgtatnt| 
. : 
a ME ER 


oder, wenn wir die Summe der nten reciprofen Potenzen der 
natürlichen Zahlen überhaupt durch Sn bezeichnen: 
a — 

ch x (x) — c RR S,x En S,x? — S,x° + S,x* — 101. 
Alſo ” 
BER fx)=C— y(x) 
| = $,x — S;x? + Sa? — It + 9,87... 


| Nach (9.) iſt aber 
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Ir(k) = 4l(2n) + (x—4)k—x * +0 








2a 1 B 5 


= 4l(ın) +» (xAl)k—x EN MEER 
B 5 — 4 ‚ ı u 
+ 13 = * Tr Fan ’ 
alfo ö — 


AK) a er B 

Te Ir — Fra + ge 6x6 — 

d. i. nach dem Obigen 
AT(x) 

i ox * 

oder 


a) 


x 


woraus durch Integration: 
} +5, x 


1 a 
-S+2R)—-C, 
= — (CC +58 — $,:? + Han — + u} 


12.) I)=—Cx—ix + 45,22 — 
. Eine Conftante ift nicht beizufügen, Ende naͤmli ii i 
Iti+3r) = — 5 —5 * ER 16, F 
II’(1+x)=\k +1Ir(x) 
‚ = C" — Ck + joe +. 
ift, wenn man 
Irx)=6C"— ck kr iS, ihn. 1 
fest, Fuͤr x—= 0 iſt aber Be. 
Iri+4+s)=eiIrt!)=1-0. 
Alſo C’" = 0, Zugleich erhellet Hieraus, daß 
(122) IT +) = — ee 15,x° + 4Saxt SEEN 
iſt. Nach (121,) ift Si 
Iri+x) = — Od+) — In +3, A1+9)—. 
Ird- x) = - Cd-D -1Ü-n +48. do... 93 
fo daß alfo IT(L—x) aus IT (1+x) entfpringt, ienn man 
x fuͤr x feßt. Dies giebt nad) (122.) J 
123.) Ir(i-—x) = Cx+4$,22 + 45,85 Hirt don. 


Nach (75.) und (88.) ift; A | 
. Tli+x) =aT(x), rx)ru-)= —— — 


sin ax 3 
Alſo durch Multiplication auf. beiden Seiten der Big. y 
zeichen: — 


AX 
sinsex 


TÜ+STU-R)= \ 
| woraus ——— 
—644 — 


— 5* * 15,x* + 45,x° + 45,2% — —— 





sin Ax 
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! 


Alſo nach (122.) und ( — 


24) Ird+3)= 27 gib 


— Cx 15,23 — +S,x? — RL ICH 





sin ıx 


(125.) Iran) = = 11-— 35 Cx ++ 38; x3 + 15,35 — 


sin zıX 
Setzt man in (125.) x=}; fo wird, weil nach (90. U’ (#) 
= rail: 

(126.) C:=12 — ı ı4S,.4 RE II nn 


Diefe Formel dient zur Beſtimmung der Conftante, Die 
Summen der reciprofen Potenzen laffen ſich mittelft der allgemei- 
nen Summenformel in (35.) finden, worüber Euleri Inst. 
Calc. diff. T. II. $. 147. nachgeſehen werden koͤnnen. Legen— 
dre hat diefe Summen a. a. D. T. H. p. 65. bis zur 3öjten 
auf 16 Decimalen berechnet. Ihres häufigen Gebrauchs wegen 
will ich diefelben hier mittheilen: 

== 1,64493 40663 482264 

— 1,20205 69031 595943 
Ss, = 1,0823? 32337 111382 





1,03692 77551 433700 
1,01734 30619 844491 
1,00834 92773 819227 
S, = 1,00407 73561 979443 
83928 260822 
45751 278180 
‚ = 1,00049 41886 041194 
1,00024 60865 533080 
1,00012 27133 475785 
1,00006 12481 350587 
05882 363070 

1,00001 52822 594086 

1,00000 76371 976379 

1,00000 38172 932650 

1,00000 19082 127166 
= 1,00000 09539 620339 

1,00000 04769 329868 

1,00000 02384 505027 _ 
01192 199260 
1,00000 00596 081891 
1,00000 00298 035035 
1,00000 00149 015548. 
1,00000 00074 507118 
1,00000 00037: 253340 
1,00000 00018... 626597 


“ed 

» >} 
— — 
883 
83 


⸗ 
» 


Im 


2 
* 
| 
N 
8 
w 


[23 
a 


DIENEN 


18 
[3 





vn mn nm mn mn m nm nn mn ın 
* 
2 


f 
BD» » 8 
au» 


w 
@ 


nun un un 
o 
Ss 


» 
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S;6 = 1,00000 00009 3132774. 

$,, = 1,00000 00004 65669 

S,. = 1,00000 00002 328312 

S,, = 1,00000 00001 164155 ' 

$,, = 1,00000. 00000 58207 ° va 

S,; = 1,00000 00000 291038 . N 
Man kann der Formel für I(L-F+X) auch noch eine, andere 
Geftalt geben. Es ift nämlich befanntlic) 

1+x)= x — 4x2 din — ind 2 ir _ Rage 





KHi—s)m= oz. 4x2 — ix! — ix — 12° — .. 
1+x | —— 
sl = x 4 42x? + 425 + 4x7 + — De 
f f 


Alfo nad) (124.) | 
(127.) Ir(1+x) =4ı1 SL PB las: de 


sin ax 1—x 





j 38 x5 S x be 
+ 4-0) 8,1). — BE Er ER — 
Iſt M der Modulus Ar oulgären ae fo feße man: 
M(i-— -C)=E, Es — 39 FE-d=E, ER 
Dies giebt: 
(128) logr(t+ 2) = Hlog-"® — HlogıF* 
+ E,x — Ex? — E,x° — E,xT — 1... 
| Band ara in (1277.) x=1; fo wird, weil EN E Bee 
1i 


0=$lr — 10 — 22 + 110 
+1-—C te 13-85: -N4-& N. Ihe. 


(129.) 1— =1S448, -DHLSHSAN) +IS-D)r.. 


Setzt man dagegen in (127.) ı= 45 fo * weil, a4 
5* iſt: 

ET 

+ 1-04 (8, —1).2.43- HD .4.35 — 

(130)N—C=12 +46, —— —1). st s 

fegendre findet: Pla: 

C’ = 0,57721 56649 01532 8606 . 


Er giebt a. a. D. T. U. p. 85. eine Tafel der Logarithmen | 

von I’(a) für die ziveite Periode von a—=1 bie a2 in F 
zwölf Decimalen, welche in vielen Hüllen von Nutzen ſeyn kann. 
Es find dieſer Tafel die erſten, zweiten und dritten Differenzen 
beigefügt. Aus’ den Eulerfchen Antegralen der zweiten Art laſſen 

Br ee bekannt, immer bie Eulerſchen Integrale der ic 
rt finden, 








N TEE TE 
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42, Mit den Eulerrfchen Integralen Hängen ſehr viele 
andere Jutegrale zufammen, Der Raum verbietet uns aber, 
weitere Unterfuchungen über diefen wichtigen Gegenftand beizu— 
bringen. Nur folgendes Theorem darf feiner befondern Merf- 
wirdigfeit und Wichtigfeit wegen * nicht fehlen. Es it näms 
lic) immer: 








0 

kn ES ERBE | 1 
(131.) fe; 2108 / ——— = L E 
Kuss, — xa)n—y * Y(1-x2)n-q 


Euler hat in den Inst. Cale. int. T. IV. p. 166. folgen- 
den Beweis diefer merkwuͤrdigen Gleichung gegeben. 


Nach (108.) ift, wenn man p + n für p feßt: 


% Ger ieı) 
G-FE) 


ee Prater (® ==) 
— 


— p+tatn ptg+in (7) 
? : +» pt \g 








_p+g p+g+n p+g+2n P+q+3n 
p . p+n . p+2%h . p +3n ....,. 
oder, wenn wir der Kürze —— DR 


(1 — zu)n—g 





ſetzen: 
221 — p*4420 p+g+3n 
p p+tn ' p+2n " p+3n 
Nimmt man auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen, und 
differentiirt nach p; fo wird 

















OZ_ „Op _ _öp\ + — >.) + (= 
z \p+g p p+gtn * Bra — 
— 
| x Gr Fre) Ta: 
Senyh jeßt 
J — 
WITT hate Toren 


vp-+?n vp+ 41+2n 
pFzu pa res 
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fo it fen Re — J——— 
Hrn FR" 0Z a 


Differentiiet man aber in der Gleichnngg 


N Mer san mr \ J 
Ya u er 


—— 
unter dem Integralzeichen nach p; fo wird: gr 


02 _.L!. mtöxix 


m r 1 N 
op” a. 
Yıda— ir TteE 72 den 


j BZ i x sp-10x I ) PER a RL) 
Fa 13 —— —— N 

Me Ya mE 

Folglich | 


ee 
Nr: 


Aber nach dem Obigen | 
vp—i + vpFn—1 + vpHn—i 4 FERNER —— | 
=) 


— vp+Ha—t — vphta-l — vphatHam 0...) 
d. ler wenn man diefe Neihen fummitt: 


gt vom Ä 
— nn rare aa A | > 


vP—t— vpHi=1 ' 
Re ee 


wenn man diefes Integral fo nimmt, daß es ki v0 ver⸗ u 
ſchwindet. Seßt man danı v=1; fo wird R 


Et Pi: 
oder, was daffelbe ift: ö 
Alſo ED | 
TR ap — | 
if; — * 
ray — 


xp-10x 52 


1, \ "4 — — — — & 
near e — 
at ee | 











— Me er 
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are Br 1xp-3 _ sp 
de ah er 
razanı ang Yazazı zuja-qY ° 
43, Man feße 





Serra = —— — 
o ° 


fo if, wenn man die erfte Formel nad) p Differentürt: 
“ — =, xp=10x(1 —.)1-11x 


.= -//, ds txt e 
Sigi nad) (131.) für n—=1: 


.oy Be OR 2 
BT 
Aber nach (80.) 
Tr(p)r 
— AN ‘ 
y=Ir(p)+Iirfg)—If(p+g, 
Aly _AF(p) _ Alr(p+g) 
Pop ölpt+tg) ’ 
d. i. nach, dem Dbigen: 
A(p) _ ar(p+4) _ _ 1xp-19x(1—x7) 
Op Pre) J 1x 
oder, wenn man-p +q =r feßt: 
EN air) LP — x) x 
1199) a SE. 
“ (133.) — — — — — 














Dies ſind auch zwei merkwuͤrdige Gleichungen, die öfters An⸗ 
wendung finden. Nach (122.) ift aber 





- Ar 
== € + S,p — Sp? + Sp; — »-- 
Folglich fürp=0: 
olT{1+p) ni 
TIERE — — C — — 0,5772156649 . 


Alſo, wenn wir in (133.) r=a,p=0 ſetzen: 
134.) — __c v 


a 1—x 





2 
iſt; fo iſt 


Tfi+a)=afla) 
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At) lar ira), —— a 
Alfo — — — 
135. — JRR rin? ya) Au dar | 
a Et o Im 
Nach (83.) ift I 


Ir(a) +Ir(1—a) = Ir — 1sinar . 
Alſo „wenn man: nad) a differentiirt: 
OlT(a) olT(1—a) 
er — — 
Aber nach (132.) — EN 
ölf(a) „. Ar(i—a) - (Er 
0 











0a o(1—a) —F 
Folglich — 
(136, ) F ae = ncotan. 
0 i : RR 
‚ Rad) (%6.) iſt 


T(a)T(1ta)=T(2a). (Amtai-n, u 
Ir(a) + Ir(i+a) — Ir(2a) = (2) + Ga 2-0 
BD ölr(++a) __ 2AT(2a) 212 

7 Dame). Ware 





Aber nad) (ls) | 
Alla) OAT(A). filz—a)dx _ 
Da. ae 
ArG+a) Art) _ Fiat) | 
(+) 0(2a) =/, matile 











Folglich | 





’ 4a __ 2a 
(137.) ee )0% ag‘ 


"Auf ähnliche Weife bat man nad) (96.) 


Ir@) + 1IfG+a) ) — I7(3a) = 1er) + 4-3) 13 
Oll(a) , OlfT(4+a), ollf(2+a) 3r(3a) _ * A 








— O(#+a) + Oldta) ° 98a) ee 
Aber nach ( 132.) i a 
ölr(a) ölr(3a) — I(x3a— xa) Ox 





day lie Pat Re N Be 
öryta) Ara) Mami) 
O(4+ a) 7 988) — x(1—x) : * 
irdta). Ara) e 


= 


°@G +8) ol) £ o x(1—x) 

















An 
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I fo 
: Ai * 4 Er + Sr 3x?a) dx 
x(1-x) 
Wie man auf diefe Ark weiter gehen kann, falt ſogleich in die 
Augen. Man kann dieſe Formeln, wie Ira erhellet, auch fo 
ir 
J; ak Pre er =R, 


x a6 / 
(139.) fan — 14x4x2 — 3x6a —— 
0 


= 313 “ 





(138.) 





1— x? 


2 EN 2 * 
— ee u 
R 





1—x* 
Tut uff 
oder, wenn man nach und nach in rien Formeln a för 2a, 
3a, da, 22 ſetzt: 


—* — —— ——— 
Jo 1—x 











BY hie 14x 4x? — Ix?a 
(140.) V, PN I 4.38, 
Jo : 
2 — 3 
N Bei uam ger —— 14 
— sr 
u. 4 4* u. ſ. f 2 
Da DIR, 





Ii+4st 84er 4. 6 eis 
iſt; fo findet man leicht : 


xa⸗i qx nxna⸗i x J 
u, ze - la 


44, Es ift 
Es xuhe=10x — =. 


1 —— — wo 
u n? n* 


Entivicelt man aber x“ nad) — von a; fo ift befanntlich 
| mad öl +5 + — ku + ls)? 








. 





’ 


+ ar 
Sen in a0 T. 2, — Pr 4 
Folglich 
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a * — — xn⸗i dx — a 6 & 
if. we) 


a? 
2 Sr, — a) 
Bu BE N 
Durch Vergleichung beider Reihen erhält man abelnstictig: | 


1 r \ 
T, ERROR. . ee 
* n J 
U 


— 
a = — 
n 


( N I: an⸗i 0x (2) = * 


u, EEE REIHE BR 


ee 2.3. ..m 
FE wo (1t) Tr: rl 


45. Seht man in dem beftimmten Integral 
® — 4: 
o ( +3) | 5 * 

x — — 1; fo erhält man, da z — 1 für x=0, 0 
für 2 — | 
© ya-ix | N ER | 

hi Afar - J rain n ö 

= /,; — == — 9. 
Aber nach (80.) 


— ⸗ 








- T(a)T(r—a) 
I A] 


xa⸗ 9x — 
— ee. | ‚ 
a und r fönnen bier alle pofitiven Größen bezeichnen, wenu nur 
a<rif. 3 
Iſt reine ganze Zahl * — 15 ſo iſt nach 68. * ei 


und (88.) | 
‚T(a)T(rza)_ (Fetla)lr—2ma). „(—a)T(a)Fi--a) 


(r-a,a)= 


Alfo 














TI'(r) Far 1.2.3.4. u r 
ft Arall2 ng a)... BER 
WEHEN en‘ — 


Ale, wenn r eine ganze Zahl und a D1 ift: une 








— Integral. u 


@ xa-10z u Ba 
N, ara 1.2.3.4..(r—1) "sinam " 





Setzt man in (18. ) #x für x; fo wird: 
— RR äh ‚Tla)Tir=a), 
(145.) — Uhr?" £ I(r) 2 
46, Betrachten wir jeßt das beſtimmte Integral 
————— — 


> Fee 
o 1—x 1er 








Differentürt man nad) a; fo wird. 


Oy 1xa-l(f-— xu)Ox 
a=/, 1—x > 
& Nach (133.) ift aber 


j Lxa—1(1 —xn) dr 1 (ga—1— xatn—1) dx 
F L—% 7 =, 1—x 


- AlT(a-+n) olf(a)._ AT(a+n) _ Ara). 
— dlaa—1)  da-1) ” 0a 0a 

















Folglich 
oy =0Olf(a+n) — Olf(a) 
y=Ilrfr(a+n) — If(a) + Cons. 
Sir at verſchwindet y, und T(a) wird — 1, IT'(a) EN 
lſo 





0O=1f(1+n) + Const, Cont =—IrT(1+n). 
Sotglich | 
(146.) amt) ‚dx — T(a+n) 
s 1—x ıt T@fli+n' 
= ; 


Geht man a Fe m für a; fo wird: 


1(1— xahn-1)(1 —xn) Ox — T(atm+n) 
“ EIER u T(a+m)f(1+n) ?’ 


x 








woraus, wenn Man von diefer Gleichung die Gleichung — 
ſubtrahirt: 
(147.) * —9 — T(a)T(a+m-+n) 











32 71. Flarmjmmtre)! 
* x i ; 
Fuͤr a ⸗1 iſt: 
F dm) da). er T(i+m+n) 
us) — 





(149.) J; amd San) Öx dx _]T(m+n—1) 


1i—x "a Tim)r(a) # 
x 


>. ee Beftimmtes Integral. - - 
Si a= 4 pm=pn=p, wo p < 4, erhält man. 1 
aus (147.): 2 


"d—z)? x — 1 — p)TE+p) 
fi 1i-x:' * F 





i, nach (120.) und (80.): 
— r dx — — 


1x7” P Z%? Hatte Öx 1 ; < 
J. 1—x si cospre f 


o 


girr>pitt<i1, E<k Alfo fan man 2 fie pP. 
feßen, Dies giebt: 














NE ie ’ 
— —— 235 pr 
— — lcos — “ 

S. 1—x xlx Ar | 
Sux=0, xl it x@=0, x —1, Man kann alfo 
x” für x feßen. Dies giebt: | N 

xp — dur Lido Ox pr x 
(150.) — — — — 


wenn r>p if. Daß man p auch negativ neben fann, wenn 
nur der abfolute Werth von p <r if, fällt fogleich in die 
Augen. Setzt man r — q für p, wog pofitio und <2r feyn 
muß; fo- wird 


451.) A 1 — 2x + am dx Öx — 1sin I® 





1—x?r xk 2r ? 


wenn q pofitiv und < 2r if. Die beiden Testen Formeln hat "| 
Euler gefunden. RR A 
Nach (86.) if 
Te—Y)T(r)=T(?r—1). (An? tn = ran. ala 
—— ga, 
TC) T@r—1) 4 
Setzt man nun in (147.) a=#, re n=r—4; 4 
ſo erhaͤlt man: * 
J. — — — 221 rl N 


a 1—x | 14 








oder, wenn man x? für x, und r—=1 + +a feßt: 
— x —9 
(152.) 4 a412. 


1x — 
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Dsm—r— er poſitiv, alſo r > 1 feyn muß; fo * auch 


1+3a>1, 4a>0,a>0, d. i. a pofitio ſeyn. Diffe- 
rentiirt man die Gleichung (152.) nach a; fo wird: 


a3) fi: 2 


Dieſelbe Formel haben wir ſchon oben auf anderem Wege 
gefunden. 


47. Ein anderes fehr merkwuͤrdiges beſtimmtes Integral iſt 


— — 
4 lx : | ; 
 flm1)dx 


ſo erhält m man durch Differentiation nal n: 


—— FH Er 


sy=latt), + 


wobei zu bemerken, daß eine Conftante nicht een ift, weil 
Kl offenbar für n — 0 verſchwindet. Es iſt alfo 


(154.) Fe — — 
Hieraus PER, ſich Teicht 


1(xn —1)xm dx 
— Ix ; 


Setzt man nämlih wet! —=z, — = a; fo wird. 


A - SEE - i649 
Sue vage 2 


(15. ) Nr: - Pt j | 


Dan ſetze 


dıy= 


72 





Hat man im Allgemeinen das Polynom 
5 -K = Axn + Bxn-i Cxn-2 4. 
welches für x —=1 verſchwindet; fo ift — 
XAG- 4* a + Cam-—1) +. 
alſo 


6.) — = —— 
no (1) i Rn | 


Ef E) — (7ER) —- I(m+n) — Im, 


Supplem. zu Ktügels Wörterb. I. i P 











226, | Beſtummtes OR 
ſo daß man alſo ie Formel auch ſo ſchreiben kann: 


an) DC 


Seßen wir jeßt : | k 
" * ea — | xın-ı 1 di 5, i — — * 
En Fer N 


t xn_4 N Sr r : a 
— —— Jette KR > (1572 | 
Aber | | | > 





)nıör = = 4(lm). 





rk — — = x(k-1). 


Folglich, für 


— JJ ee 


| ann, — J 










Alſo s 
y-(m+2) 1m +20) - 1} 2m + |im+m} 2 Com, 


wo die Conftante fo zu beftimmen ift, daß y—=0O — n =D E 
Nämlich) a 
0= m(lIm—1) — 2m(lIm—1) + Const 
Const = — 
Dies giebt: 
— = (m+?2n)I(m+?2n) — EP ge son. + — 


(158.) J, FE) xm⸗i x ⸗ 4 Gimn), — 


wie leicht erhellet, wenn man die zweite Difeeen; von mim ent⸗ J 
wickelt, indem man m umn zunehmen läßt, — 


Auf aͤhnliche Art ſey jetzt 


ı=f, CE) nor 
— (a) zuta-1öx 


— 3(m RER A LE ! 


Aber 
Jr = 4x — fe = 4? —H) : 


d. i. 














Seflmmts Integral. 297 


Ye Ten Ka+bx) = * 2 02 l⸗ 


= (a4 bu): EC Por 
Alſo 
— —— Il(m-+3n)— 4} — !m+ D)rhllm +20} 
3(m + n)?$l(m+n)—+} + Const. 
Beſtimmt man die Conſtante wie oben; ſo erhaͤlt man 
Const = — 4m? RUMSET: 
Folglich 
— MR ee lI(m+\ m) | 

— — + 3(m+n)’I(m+n) — me Im in Di 
1. 


. 1 Ran 
/ (159. ) f. $e- Sy xım—1 ÖX = — 42 (m? Im) . 


Man überfieht hier ſchon das allgemeine Geſetz. Der allgemeine 
Beweis deijelben unterliegt feiner ‚Schwierigkeit, wenn man ſich 
die folgenden zwei allgemeinen Formeln merkt. Es it 


1 1 
in ee —— 
* Ox lx — * Ix m öx 
a 











ode 
— I: FRE Det: & 1 
fer oxl{a+bx) = a yı + arm | 


und 


0 = (m+an)a-ı — En 


ml 








Dr a (a—1)(@« —?2) 
142,3 
- Die Reihe auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens iſt näm- 
lich offenbar die ate Differenz der Reihe 
: - me-!, (m+n)e-i, (m + 2n)emi, „.. (m-+aen)e-, 


. E weiche eine arithmetifche Reihe der lien Ordnung ift 
«ZH.1L ©. 209.) Daher. it die (s—1)te Differenz conftant, 
die ate Differenz = 0, Es iſt alfo allgemein 


nt 1 
«10.) f, ("7 Yaıd=; 3,3. a RT 


eine zuerft von Euler (Inst. Cale. int. T. IV. p. 271.) für 
einige befondere Fälle bewiefene Gleichung. _ 


1.48, Gehen wir num zu’ einigen beſtimmten Integralen uͤber, 
welche trigonometrifche, Größen involviren. | 
©, um 


’ | ?2 





—— +: 











s — A x 


N Wr J — 
28 Brceſtimmtes Integral. 


@ Oxcos ax —* — 3 
zu finden, x eine beliebige gange Zahl, ad 0 
2er —— On 78 

— 0x cosex cosex N Bu 
o 1 + Ir 3 ; : , J— a 6 
‘ Kolglich, weil die Gränze — wenn man nah, a ie 
ſelbſt veränderlich # ‚ nad) (18,). | 
Yen. ; 


* & — ———— cos ?#rr NER 
Er 14+-x? PPFNER 0a 6 
—— 


2 = 











En en ——— ax len Dr 
1+x? 0? +42: 2 ? . ee 
um. * N 
— = Pr tönen _ —— —— Se 5 * 4 I 
+ = vi 


ẽ — x cos xx Akon 





N 0 1+x? * (a +4)? o 
Alfo | 
Zum, " 
er, OX cos ax — — 
By * (a? + 4x? n2)? ’ 
dl, nac) (48.) | R 
5 0?2 Axare ö 
de! (ea? $ 4x2 22)? ° 
Für x —= © iſt aber der Bruch auf der rechten Seite J 6 Gleiche J 
heitszeihens — 0. ar wenn - wir # 
Ar a Ox cosax cos ax Br Bi 
x ö ——— 
ſetzen: * — ———— 
REINE eye age =0. — j 
So findet Legendre dieſe Gleichung in den —— de ‚cal- 3 
cul integral. T. 1.357. Lacroir in dem Traite du ale. J 
diff. et du cale. int. T. IH. p. 493. ſchließt auf folgende Art. 
Man feße für ein pofitives a: “ 
— © Oxcosax’ — 
y-= — 2 L 


o 
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ſo iſt, wenn ** * @ differentiirt: Be 
xox sin ax ! 
ae Ir iz 
oa, x? Ox cosex (14x? —1)öxcosex 
da: 7 2 1** * nf: ’ 1-+x° u 
“© dx cos ax cos ax 
N ze =-S, Öx cosax A ya 


93 _ gf» Oxcos ax 


AR o A+x — 





Hierbei iſt 
—— Oxcosax = 0. 


gelegt. Gegen diefes beftimmte Integral find aber ſchon in (21.) 
Einwendungen gemacht worden, und Legendres, wenn auch 
weitlaͤufigere, Deweisart verdient daher jeden Falls den Vorzug. 
Die gefundene Differentialgleichung zu integriven, fee man 
y=A+Be + Ca? + Da? + Eat + ....;5 


ER 

— = B + 206 + 3Da? + 4Eas +. — 
o 3.4Ba2 
Au: = 4.20 +2.3De + *860 +... 


Alfo nach obiger Gleichung: 
=1.2C—A + (2.3D—B)«e + (3.4E—C)a? 
+ (4,5F—D)a? + ...., - 








woraus 
P = 
== 
Een 
ae 
rn 
0 u. ſ. f 








dt auch fr ae: 
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dðe ie wenn we Y— Ti feßen: A — A 
y- Acos(ei) — iBsin(ei). 00% 
Aber bekanntlich Be FR 
cos (ei) = 2 Br | — | = 
Folglich ee en J—— 
u e-a- e« ee — et ? j Bo RN "ARE 
y= A — — — ; \ E 

= ;3(A+B)ee + 3(A—B)e-a , Ki 





N) 0 


NG — 
y= Ce + Gere, 3 REN 
wo ER EG ae willkuͤhrliche Eonftanten find. Sir & cn ift v 


=C+C ; und nad) dem Digen, unter —— vule 
ſetzung: ni 









20 ox \ ; ‘ ———— 

Kr Rt Ta c ) 0 
Alſo J 

G + * — ze . 


Es iſt aber, wie groß man auch @ annehmen mag, wie licht 4 
erpellet, der abjolute Werth von cd 


h © Oxcosex , — © ER 
Je immer eye, 





F Buck ax. . 
ea, Be | 
Für a =» wäre aber, wenn C nicht = 0 wäre, “ aBfofute, f 


Werth von Cer + Ce unendlid) ei 5 jo daß BR =0% J 
mr und folglich 2 


dx cosax cos ax 4 

(161.) FR — ine 
Setzt man — für x und ca für @; fo wird m 
ER © dx cosiex wi N 1 

an) f, — ze. an ; 

Differentüirt man nad) a; fo wird > 
Oxsin ax RN 

(163.) Sr are = Ze Ä 


Differentürt man dieſe beiden rap nach) a; io erhäft mai 
nad) und nach: 
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x r -aa 
ÖX cos «x 24 re 4a 


amt 
o ‚Oxcosax — 1 nezer (a? 3 
(164.) — —— Bo N 1.2' — — +; —— 


© Öxcosax _ 1 en a? , 60? 
RZ (a?+22)°  1,2.3..2° h@* FTSE a® + Be Si 









































weh TT 
RxOgFinar ner @ 
3, BEER xOxsinax FR ne=aal a? 4 ea}, 
(19) J ep ⏑ > et 
k  xossinex _ 1 —3 30? 36 
er sm 
—. —— 
d. i., wenn wir augemein 
ax—ı x(z<—1) we @+N «m —2) ar—3 
AR = a% + 2 RT 2. 7 u Sr | 
„ EHDEerN.. .@—Y)(x—3) art 
2, 7. 6. "arr+3 
ſetzen: 
® Oxcosax _ A) me—ca 
(166.) 4 (a24+22)* 7 1) 2# ’ 
f ” xOxsinex X AK@—N) grae-ar 








a +r? 7 nal) 2% 


Laplace hat das Jutegral (161.) mittelit doppelter Inte— 
gration auf folgende Art gefunden (Bulletin de Ja Societe - 
philomatique. Avril. 1811.). Es iſt befanntlich 


Ss — 2ye *x)0s x ox oy 
2 =2/ cos uaör ye-r2u-+x2)dy 
0) 
* N yerräy (7 exeye cos ax ox 


Sey 


i 4x2) * 2, 
alſo 


00 1 oo 
® re-y2(i4x2)dy = e-zdı = — 
J. i } arm), zur’ 


und nad) (39.) ' 
| e 9Eyr 


je +} 
l. e—x2y2 cos ax Ox = 
« o y 
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NT Re BR u. 0—— 


® Öxcosax o —— Äh 
J 1+x? 3 ; 7 ! ; 
Seen wir nun in (70.) u für x, alfo Ax?0x für x; p 
wid 








= Zeh + — — * 


dt fürn=0: 


(168. ) FAZ — — - sr 4 Ei 


Es verdient - hier. beiläufig bemerft zu werden, daß die 


Zormel (167.) aud) gilt, wenn m negativ ift, wovon man fic) 4 


auf folgende Art überzeugen kann. Es ift 
2n 1 er) 
Ox 


— 





— 6 — 





— x 


‚Um den —* Theil des Integrals zu uk feße man x — # | 
p.itz= ,=1l,vumx=0, =1if Alfo iſt der A 


erfte Theil ER 
J n “ . 
A, ee), 02 =/ 2 RT — * 
1 


— 


Folglich 








* uf — — 6 J 
Alſo, wenn man in dieſer Gleichung - — — 1) fürn D % 
welches. offenbar verftattet if: r 


— SEHE 
A er), 


an > — =; 
=/f I + x "fe er ’ EN 


Folglich), wenn wir der —— wegen 


2n 


oo Ani 
SE 
0 








Zefa 


3) x * Yin) 
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en — =g(-n-1), 
oder, was daſſelbe iſt: 
y(a-1)=y(—n). 
Alfo nach) (167.) | 
; (169) p(—n) 
A ee -1) KO (n—1)n—2) 2.6‘, te ; 


— —— Ba „ertaeotnencen Eee J 











fo daß folglich (167.) auch gilt, wenn m negativ. if, Setzt 
man Ww_ * ſo ergeben ſich leicht folgende Integrale: 


— — 





— re me dr (14) rei 
1-+-x2 *28 
(172.) re me " IRun, 


— — 
(173.) xie a km (i42)e 8; — 


o 





Die beiden letzten Integrale hat Euler gefunden (Inst. Cale. 


int. T. IV. p. 415.), —— man dieſelben reſpective durch 
A und B; fo ift 


x | En 1: 1+x. & 
Enter giebt diefes Verhaͤltniß a, a. O. fehlerhaft an, | 
Für 





s=-l,,% — On 2yoy 


s ’ 


erhält man nad) (168.): 


Alſo 





© Oxcosax 
T. — Br 


wie vorher. 
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49, Wir betrachten nun * merkwirbige ne Anz h 


tegral | 
© x J 20x RD 
o a +w1—2rcostex+r? ’ a — 


wo man immer annehmen kann, daß r fleiner als die Einheit | 
iſt, weil im entgegengefeßten Salle ar wo oe < 1, für r ger 


fetst werden koͤnnte, wodurch das Integral auf ein Integral der⸗ 
ſelben Form gebracht werden wuͤrde, in welchem nun oe<1. i 
Durch Entwicelung in eine Neihe nach Potenzen von r findet 
man leicht, wenn wir dag obige —314 SER der. ‚Kürze 
wegen = X ſetzen: 


F =” SEE (ein dert rsinden +r? sin bax + .... —5 


folglich nach (163.) 


—— —— + re-iwa 4 r?e-dan + r’e-dea RS —— 





6 In 
a?+x?2'1—2rcos2ax tr? ” eier’ 





o 
(175.) © xx sin 2ax BE 3 
i L a? x?'I+2rcoslext+r? elatr' 
Alſo — en ee 
x õox cot ax 
— ar 


— xoxtangex = 
(177 .) — ———— — 
Durch Addition der Gleichungen (174.) uud (175.) ehäten man: 


xoX sin 2ax e?aa 
are ) a?-+- x? ‚Ar F — Ar? De aeg T Mar 














o 
alfo, wenn man 


feßt: a 
Rn xox sin2ex ee — —— 
J. uf? IR? cosdex Fr? — I+ re en 
und r für r?, 6 für 2a gefeßt: 
— © xox sin ax a 
—89 o arm i—lrcostaxtr? +2 elanr 
Alſo fürn = 1: | 
© xox 1 niena 
Sl * vin ⸗x —1 


Aus (174.) folgt: — — 


cos2ax? = ti + tcosdex 

















u 
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; ) — | sin 2ax REN AB, da 
Ins 3 * art x ee Da Br 6 ewa_r 


Aber 
fe ak = f“ re-taal« 1 eeu> 
Bar Er Pe 
Js ® u r a 3 zaf, u 


ivenn wir | Da. Fi - 
Kar:k Ij— re-ta u 
feßen. . Alfo 


u « roda EEE 
— erea—r 77 9. 1i-r Y 


Ferner ift bekanntlich 
Sul” xoxX - sinlax . . Fox Se xdasindex | 
7. — — — "1-2rcos N =/. — — 
As; e 01 
= / a? ae x — Az’ 


1—2rcosiux + r? = 2 














wenn wir 
feßen. Alſo | 
@- ® xox sin lex 
en * ATcos 2ux r⸗ 


NE ” x 1 — 2r cos 2ax + r? 
— > (1—r)? — 








und folglich nach dem Obigen 


“dx 1—tres2drr _ 





d. i. 
ge l(1—2r cos2ex + r?) ai 
— ——— — 
= —ı (1 re-2u0)— =1it-r) ; 


Aber nad) (162.) " a—=0: 


dx 
F a?+x? = — — — in dm j 


5 
(180.) — — (t—2rcos2ax+r’) = ia ————— 
= und, wenn eg — rfürr fest: 
(181.) — — — 10 — = 04 re-20a) , 
o 


Fiir r—=1 wir: 





am u * N 


rt 
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X — 
—— 


— 


5 * Br 
182.) TS. apart? 2000der) = Zi —em, 


(183.) WERBEN Rn = Z1(1 + e-2ea) u — 
— RR 7 ER 

Aber 2— 2cos2ax — Asin ax? ; alſo ge f # j 

Be a er 

—n — 20 —— 3 — 

ee A Ale — 


— 


x * — x 
= 2, print Ciee | 
Folglich — Bern 
(184.) He iain aꝛ == — 
Ser wa en an 
2+2cos2ax —= 4cosax? ; 


fo erhält man ganz eben ſo aus (183.) En 
» dx “1 +e-ua ee 
185. — * ER 
(185.) V. Gelesen te er 
Subtrahirt man (185.) von (184.); fo erhält manı 


© OX — e2aa — 1 
186. —— ERBE N SEE 
( /S, Pr pa ag Ka = — 
Differentiirt man (180.) und (181.) nad) r; fo wird: 
(187.) N x ur 008 2exı- ir 1 
o 


a?+x?'1—2r cog2ax + r? Zu ear ’ ® 


(188.) J% Ox r + cos2ax — 1 A - 
0 


a? --x?2'1 +2rcos2ex+r? 2a mr" 

















Mehrere der hier mitgesheilten beftimmten Integrale hat Bidone 4 
gefunden in den Mem. de lV’Academie de Turin., 1812, J 


50. Größere Ausfuͤhrlichkeit in der Entwickelung der Werthe 

beſtimmter Integrale geſtattet hier der Raum nicht, weil wie 

denſelben noch beſonders einer wichtigen. hiermit. in Verbindung N 
ftehenden allgemeinen Unterfuchung widmen müffen. Zur Ber N 
vollftändigung diefes Artikels dient vorzüglich der. Artikel Ellip- 

tifche Funetionen. Außerdem f m. vorzüglih Euleri Inst, 
cale, int. T. I. Cap. VII. IX. T. IV. Abhandlungen von 7 
Euler in den Nov. Comm. Petrop. T. XVI, XIX. Le- 
gendre Exereices de caleul integral. T. I—HL Paris. 
1811— 1816, eim Werk, welches faft ganz den beftimmten In- °F 
tegralen gewidmet ift. Mehrere Abhandlungen von Cauhy in F 
den Annales de Mathem. T. X VI. p: 97. T. XV. p. 84, 
dem Journal de Y’ecole-polytechn,. Cap. XIX, dem Bulletin 9 
de la Societe philomatique. 1814. 1817. 1818. 1822., vem 7 
‚ Bulletin des seiences. Avril. 1825. Resume des legons | 
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donnees a l’&cole polytechn. par Cauchy. T.I. Paris. 1823. 
‚Lecon 21—25. 32—35. Memoire sur les intögrales defi- 
nies prises entre des limites imaginaires par Cauchy. 
Paris. 1825. Cauchy Exereices de Mathenratiques an vie— 
len Orten. Abhandlungen von Poiffon in dem Journal’ de 
Ve&cole polytechn. Cah. XVI. XV. XVII, Bulletin de la 
Soeiete philomatique. 1815, den Memoires de la classe des 
sciences mathematiques de Institut. 1811. 2° partie,. und * 
den Memoires de l’Academie des sciences. 1816., von Bi— 
done und Plana in den Memoires de V’Acad. de Turin. 
T. XXI. 1812., einen Auffag von Dirichlet in Crelles 
Jourmal. B. IV. S. 94., und von dem Verfaſſer diefer Zuſaͤtze 
in demfelben Journal B. VIII. S.146. Außerdem gehören hier- 
her alle Schriften, welche Anwendungen der Integralrechnung 
auf Wahrfipeinlichkeitsrechnung und die Naturmiffenfchaften ent= - 
halten, von denen wir hier nur unter vielen andern, als vorzig- 
lich viele beftimmte Sutegpale enthaltend, Kramp Analyse des 
refractions astronomiques, Leips. 1798., Laplace Theorie 
analytique des Probabilites. Trois. ed. Paris. 1820., Fou- - 
rier Theorie de la chaleur. Paris. 1822. erwähnen wollen, 


51. Mit der Theorie der beftimmten Integrale fieht die all 
gemeine Theorie der Entwicelung einer jeden Function in eine 
nad) den Sinuffen und Cofinuffen der Vielfachen ihrer veränvder- 
lichen Größe fortfchreitende Reihe, womit ſich namentlic) in neue— 
rer Zeit die Mathematiker vielfach befchäftige haben, in unmit— 
telbarer Verbindung. Man gelangt zu diefer Entwicelung ge— 

woͤhnlich auf folgende Art, wobei wir von der Entiwicelung ei— 
niger beftimmten Integrale ausgehen müffen. Es ift nämlich, 
wenn @ eine pofitive oder negative ganze Zahl bezeichnet, die nicht 


— ut: 


1 a 
sinexOx = — —cosex, Sinax0x=—0; 
[7 * 
“ ı/ —ır ke 


| 1. 4a 
cos x o&x =  —sinex, cos axx õ&& 0. 
* & 
« « — ; 


Nur, wenn «= 0 iff, wird: 


Jera=sf cosaxcx = Rn. 
— ⸗ 


Ferner iſt 


sin(m--n)x -sin ſm -n)x 











sinmxcosnx — 5 i 
: . cos(m—n)x — cos(m-+n)x 
- sinmxsinnx — (m—n) (m + n) : 
2 
j F 
N os(m+n)x cos(m —n)x \ 
| & ——— = (m 2 


Ufo, wenn m nicht = + n ift, nad) dem Vorhergehenden: 








—*— — — 
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Fi sinmxcosnxox = 0, — 9— 


189. ) "el mxsinnx 0x 


Fir m +n aber erhält man: 


Rn 0 
/ sinmxsinnxox 
—-n — 


(190.) 
TE Mm. 
cosmxcosnxox =n. 
— 


Iſt endlich m—=n—=0; ſo wird 


J * 
(1981.) — cos MX cos nx0ox 
Ä ——— — ⁊ 4J 
(x): 


Seh num für die beliebige Function ꝙ 
g(X), A, + A,cosx + A,cos?%x 
+ B,sinx + B,sin?%x 


ſo iſt 
p(x)Ox = A,0x Acos x x + A, 
+ B,sinsox + B, 
I» TE 


Muftiplieirt man auf beiden Seiten o 


COSNXOX, dann mit sinnx ox, und nimme die Integrale zwi⸗ 


ſchen den Gränzen — und + 75 fo 
vorher — Formeln: 


* — F 
fi te cosnxöx — Auz, An = ik: 
« — nr 


‚7E 


*4 3 
F "p()sinnx ox = Bar, = * 
— 


Alſo, wenn man zugleich unter dem 


ſchreibt: 
(192) x) = 


cos ff — ada-}-cos 2x 7? e)cos2a EP 


NV a —— —— 
ln 7 — 


ir 


de 
{I 






+ A,cos3x hi N 
+ B,sin3x * 


cos 2x ox +. 
— +. 
—— on, 


AR as 


biger Gleichung zuerſt RR { 
erhält man leicht nach ni y 


* (x) cos nx dx ; 


—n 


"p (x) sinnxöx : 
— T 


Jutegralzeichen a für 


* | | 
1 ' — m! 
SI datt > BER > | 
Korn sinx y(e)sin@Öc+sin 27 A —8 Rah : 
EEE RS 


Gegen. die hier gegebene Entividelung dieſer — Reihe ; 
würden fich En verfchiedene Einwendungen machen laſſen, in, 






N 
4J— 


ü— mn | — 
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ſchon die willführliche Annahme der Form der im Nede ftehenden 
Reihe Zweifeln genug Raum giebt. Wir geben daher bier noch 
einen directen Beweis diefer wichtigen Neihe, indem wir dabei 
vorzüglich Herren Fejeune-Dirichlet in Crelles Journal d. 
r. u. a. M. B. IV. S. 157. folgen. 


52, Es fommet dabei zunaͤchſt auf eine nähere Betrachtung 
des beftimmten Integrals 


h sin if 
N 9% * 


an, ruͤckſichtlich der Graͤnze, welcher ſich dieſes Integral naͤhert, 
wenn i, welches ſtets als poſitiv angenommen werden ſoll, waͤchſt. 
Wir ſetzen hierbei voraus, daß h pofitiv und nicht größer als 
+72 fey, und daß die Function F(B) zwifchen den Gränzen 20, 


Bß=h ftets continuirlicy bleibe, d. h. daß diefe Function für 


jeden Werth von 6 zwifchen den angegebenen Gränzen einen end= 
lichen beftimmten Werth habe, und daß die Differenz; f(?+e) 
— f(P) fih der Gränze Null fortwährend nähere, wenn e ab« 
nimmt, und diefer Gränze beliebig nahe fommen fünne, wenn 


nur 8 flein genug genommen wird. Es müffen nun folgende 


Fälle unterfchieden werden. 


I. Die Function fCP) bleibe zwifchen den Graͤnzen 0—0, 
ß=h fets pofitiv, und nehme von = O0 bis 3 h fortwaͤh— 
vend ab, fo daß alfo f(p)— fg) und p—q immer entge- 
gengefegßte Zeichen haben, wenn p und q zivifchen den angegebes 


nen Graͤnzen liegen. Sey das groͤßte in h enthaltene Vielfache 
von = fo daß alfo eur >h if. Nach (6,) ift 


re 


hsiniß Kr i siniß A 
N rar = N tm, 


2r 





3 siniß A 
+ 3 mp (P)eR, 

— 

Im 

i siniß * 
— — 


— 


1 








sin 


— 
| +f ——— 


— 
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Die Glieder dieſer Reihe ſind abwechſelnd poſitiv und negativ. Es Ei 
iſt Bauch allgemein, wenn wir der — ur im unse 4 


immer 7 = 7 feßen: 


an J—— 
2n41) ⸗ sin iß J 
u ee © 
(2n+2) =’ sin iß eh 
L Et ECR)OR. | ie 
n. —— sinß 


Da num nad de Borausfeßung zwiſchen den Graͤnzen zwiſchen 
welchen die Integrale en werden, 66) und sin 4 ſtets 
poſitiv ſind; ſo iſt auch IE) — zwiſchen dieſen Graͤnzen ſtets poſi⸗ 
tiv. An den aͤußerſten Srämen der beiden obigen Integrale iſt 
aber reſpective 2 
..siniß.—= sin nin’ = ein Zur y : 
sini? = sin (2n+1) ir’ = sin (?n+1)r ; 
und RN 
sini? = sin (?n +1) in’ = sin(?n +1)r , 
sini? = sin (2n+?)in’ = sin (?n+#2)r - 
Alfo ift — 


sin ip; 


— 


— den Grän a = Ar, = = (2n +1) immer Do: | | 
ſitiv, zwifchen den Öränjen = — zw ꝰ⸗(n4y 
dagegen ſtets negativ, Folglich ii nach) (5) La pofitiv, Lauti 
dagegen negativ. | | 
Ferner läßt ſich aud) “2 zeigen, daß ‚ ohne Ruͤckſicht auf ei 
dag Zeichen, immer > L iſt. Es iſt naͤmlich | 4 
na siniß, 
— ELR)OR , ; 
"nl 7" siniß, 
sinß 








In. = 


ne 


EB)OR , 


wobei wir zuerſt n < r feßen. In dem zweiten Integrale ſetze 
mad HP, 66 663 fo iſt, jenachdem nn oder 
—(n+ N iſt, vefpective rn +ß =ım, nm ETF ; 4 
e=(n—1)a, f=un,. Alſo A 


'na' sin(m+i),,, a 
„= Sen 756 44 


oder, was daſſelbe if: Be vr EL 
nn! siniß, e)o⸗ 


he sin ß 
a2! sin(cw+ in) 
(n—1)z' sin (m + 6) 





Ini. = 


„= 


f(n’ + P)OR ’ 
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oder auch, weil sin(n +Hiß) = — siniß: 


”"  siniß 
Incı = NR 


na sin if — 
K=-— an na +A)OR ; 
wodurch man den Vortheil erlangt hat, daß nun beide Jutegrale 
zwiſchen denſelben Graͤnzen genommen find. Da i immer poſitiv 
iſt, fo iſt aud) ro pofitiv. 8 iſt zwifchen den Öränzen (n—1)z 
und nza, rd + 8 alfo zwifchen den Gränzen nz und (n+1) m 
enegalten, Folglich iſt wet n <r ift, offenbar fowohl 8, als 


aud a * ßı <Zım, * S, d. i immer tr. Folglich 
iſt nach ber Vorausſetzung 
fEC 46) £(P) ’ 








dagegen 
* * sin ( 4) > sinß ; 
alſo 
6 — 
sin(n’+ß) 9 * 
sin iß siniß,, .,, 
ae AS (Pf); 


alſo, ohne Ruͤckſicht auf die Zeichen, In-ı > I ‚6b n=t if 


a sin siniß, 


Isa —— f(PB)OP , 
N 
„= tar. 
Folglich, auf ganz hnliche Art wie vorher: 
2 ” siniß R 
Ir = ie — 
Le hun! sin iß HERE 


(1) sin(a' *4) 
Nach der Vorausſetzung iſt rze SR, (r+1) "> 9 m > 
h—r. Aber, wie vorher, ohne Nücficht auf die Zeichen: 


* siniß, hen’ siniß £ ’ 
YA RT Tee 


folglich um fo mehr: 
a Prr'  siniß hon' siniß m i 
ö m 1) z' sin <RIOR Mr (v1)! —— TAI 2 
» i. L > I. r} wm. z. b. md. A 
Da zwiſchen den Grängen, sioifehen welchen ſaͤmmtliche 


sin 


vorhergehende Antegrale genommen werden, wie aus dem Dbigen 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb, 1. 











J 
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Fuͤr nn und B=(n—1)n ift ls yın und 4 
a 


Rd KAREL. 













unmittelbar hervorgeht, immer einerlei Zeichen behält; vo — 
aus dem in d. 3. in dem Art; Mittel (11.) bewieſenen es A ; 
N 3% A nr u — —— en; OR se | 
ift, wobei En eine Größe bezeichnet, welche Bun { 1) | 
—* ER (nr) if, Setzen twir alfo ge 
n2! sin iq de — 

— sin 4 ; 5 A — 

ſo iſt x bin | 


In-ı = Re . 





a i 





er — 


Um die Gränze zu finden, welcher ſich Tazı —— wenn i 
wächft, indem n ungeändert bleibt, ſetze man * z für B fo ik 


=(n—1)n. Alfo " FR TE 


yon sin sny 


Gl); —— 


Nimmt nun, indem m ungeaͤndert Sit, 1 zu; fo — ſich 
offenbar 5 der Gränze 


Je siny siny, 
(nl) .7 © x 


deren abfoluten Werth wir durch Kun-ı begeichuen. wollen. e⸗ ; 
erhellet leicht, daß | 


T n—-1 = 


27 sin 
J. —. — %) 
„» 7 


Niane-r, n 
Ir Y 

RE. ch | 
if, und daß #4, Kur Kar Kar eine abnehmende Rei 
den, Auch ift befauntlich ker — 


—— —* 
— er +, — fr — — +. 


N cr 


und nach. (65.): 
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BR, rannte +... 
Setzen wir nun ferner vi 
-  "TDKalsh-- Ts =K,TY,=—K,, 223 
ſo iſt nach dem Obigen 
I, =gKo; ı=- 4K,; I. e 2, |]; * — e .. AL, 
u Ei | 
— if: u ER 


| — x. FERN A K. - of; + ea . ee Ru 
wo nun nad) dem Dbigen 
ar \ -@oKoy 0ı Kı5 0a R23 0; Rz y ererr s 
-fämmelich pofitio find, und eine abnehmende Neihe bilden, deren 
Gliederzahl offenbar defto größer ift, je größer i genommen wird, 
Sey nun a eine beliebige ungerade Zahl, die, mie fi) auch i 
ändern mag, als conftant betrachtet wird, fo if, da man i offen- 
bar immer fo groß nehmen kann, daß die Anzahl der Glieder 
obiger Neihe größer als u + 1 if: 
J h sin iß 
Nr a 
= e· x, —M taR,— e⸗* MEER eu Kal 
3 | eat Ku — Our? Kot? + Oah3 Kats — Qapr Kaps + our. | 
re ER 


Die Größen Qo, Eır 6, Psr +++ Qu find vefpective zwiſchen den 
Gränzen 
Wr j Z(0), f(n’) > 

£(r#), £(2n’) 5 

f(2n’), f(3n’); 

f(3n’), f(An’); 
| | f(an’), f((@+1) 0) 
‚enthalten, und nähern ſich alfo, weil re’ fid) der Gränze O nä- 
hert, wenn i ohne Ende wächlt, fammtlid) der er f(0), 
norausgefeßt, daß @ ftets ungeändert bleibt. Die Größen K,, 
K,, K,, K;r +++ Ku nähern fich, unter denfelben Vorausſetzun— 
‚gen, refpeetive den Gränzen zo, Kır Kar Kar Kar + %a. Alſo 
nähert fi), wenn i waͤchſt, die Neihe | 

5, Z=0K&K, —gK, +0.K, —0;K; +... — Qahu 
der Graͤnze 
(vn, tn —2 +... — 2a) fl0) = S“f(0), 
und kann diefer Gränze beliebig nahe gebracht werden. 

Ferner ift — 

Q2, 
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— | Oa-+t Kai —Qa-+2 Kur] * | 0a-+3 Ka-3 — Qa-+4 Kara + ne 
= 0a+1Ra+ı — | Qa-+2 Kat? — Qa-45 Kar | * | Qu++K. a as as +. 


fo daß alfo diefe Reihe, da ihre einzelnen Glieder nad) dem Obi⸗ 
gen fortwährend. abnehmen, fo wie ihr erfies Glied Qarı Karı 
pofitiv, und fleiner als diefes Glied iſt. Die Gränze von Qctı 
K.rı, wenn i wächtt, iſt #4 LO). Denkt man fih, daß ı 
waͤchſt, fo wird in I+ > ber erfte Theil fich immer mehr und mehr 
‘der Gränze Se fLO) nähern, und Z wird kleiner als Karı 
ſeyn. ' Zugleich wird fi) aber auch Qayı Aunrı feiner Gränze im⸗ 
mer mehr und mehr nähern, und man wird ſich im jedem Falle ' 
ar derfelben fo nahe gebracht. denfen fönnen, daß I’ aud) 

feiner als diefe Gränze zur f(O) ift, welches für jedes @ gilt. 
Laßt man aber @ zunehmen, fo wird nad) dem Sbigen 
alfo auch) xuıf(O), immer Eleiner und Fleiner werden, und fich 
der O immer mehr und mehr nähern, fo daß man alfo i, und " 
zugleid) @, offenbar immer groß genug nehmen fann, daß I 
£leiner wird als jede gegebene, noch fo Fleine, Größe, Zugleich 
überfieht man, daß die Öränze, welher ri 


h siniß 
R Era / 
ſich nähert, wenn i waͤchſt, einerlei ift mit der Gränze, welcher ” 
S.£(0) fich nähert, wenn 2 waͤchſt. Die Gränze —— welcher 


: Sem—n munter. ke 4 
fich nähert, wenn @ waͤchſt, ift, da nad) dem Dbigen 
ana thumb, 


und diefe Neihe eine convergirende Reihe if, =+rz, fo daß alfo # 
die Graͤnze, welcher das in Rede ftehende Integral ſich nähert, 
wenn i wählt, = (0) if u 


U. Dan überfieht leicht, daß der vorhergehende Beweis” 
‚auch für den Fall gilt, wenn die Function F(&) ziifchen den ” 
Graͤnzen ?=0, P =h conftant und der Einheit gleich iſt, in⸗ 
‚dem nämlich der Beweis vorzüglich darauf beruht, daß die In 
tegrale, in welche Ä a 

h siniß 

VAES ON. | 
zerlegt worden, abwechſelnd pofitiv und negativ find, und eine 
abnehmende Reihe bilden, Beides findet aber, wie man fogleih 
überficht, auch Statt, wenn FL) zwifchen den Gränzen PO, 
ß=h fiets =1 ift, da die Abnahme der einzelnen Integrale F 
ſchon allein durch den Nenner sinß bedingt wird. Die Gränze, 
welcher ſich, wenn 1 waͤchſt, } 


Ah siniß SER 
Nr Hr 
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fürh < <tn, — iſt alſo 4m, da f(0)—=1 if, und 
alſo die Gränje, Bene für jede pofitive oder negative Con- 
ante a, das Integral 


hasin iß 
TV. sinß Ting °P» + 
wo ebenfall® h< 47r,. ſich nähert, wenn i wächft, = tar. 
I. Wir wollen jest annehmen, daß die — f(ß), 
welche zwiſchen den Graͤnzen $=0, ß=h, wo h immer 


<en iſt, continuirlid) ift, von a —=0 bis $=h zwar immer 


abnehme, aber nicht immer poſitiv fey. In diefem Falle denke 
‚man ſich eine pofitive Größe a von hinreichender Größe, daß 
a + (8) zwifchen den angegebenen Graͤnzen immer pofitiv IeD3 
fo ift flar, daß die Sunction a+f(Pß), fo wie f(P), von P=0 
bis A = h ftetig abnehmen wird, und folglich, weil fie aud) im- 
mer pofitiv iſt, die Anwendung von I. und 1. geftattet.. Die 


Gränze, welcher 
Se + — —— 


ſich nähert, wenn i waͤchſt, iſt nach I. =+a+1(0)]m, und 
nad) I. die Gränze, welcher 
hasiniß 
J sin 4 Op * 
ſich nähert, wenn i waͤchſt, — za, Alſo iſt die Graͤnze, welcher 
Aue h siniß 
I: ECB)OR 
ſich naͤhert, wenn i wächlt, 


= 1ja+ HOlim tar — srEf(0). 


IV. Nimmt f(ß) von P=0 bis A —=h fortwährend zu, 
- fo nimmt — 166 2) von En —=0 bis A h fortwährend ab. 
Folglich ift nach III. die Gränze, welcher 


h siniß hu hsiniß, 
2 sin ß -nla=— [' sin ß CP) OR 
fi nähert, wenn i wählt, =+ I f(0)| a=— 7 (0). 
® ao ift die Graͤnze, welcher 


h sin P 
Ne 
nter denfelben Vorausſetzungen fich nähert, offenbar = +7 f(0), 
V. Wir wollen nun allgemein dag Integral 
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hsiniß ; a. 

| — N E(B)OP en 
betrachten, indem wir annehmen, daß g und h’pofitis find, daß | 
h=zz3n, 8<h, und die Function 6(6) zwifchen den Grän- | 
gen, zwifchen denen das integral genommen werden foll, ftetig 
iſt. Größerer Deutlichfeit wegen nehmen wir einige geometrifche 
Betrachtungen zu Huͤlfe. Weil fl) zwifchen den Gränzen 
=g,P=h fletig if; fo fann man ſich diefe Function zwi⸗ 
ſchen dieſen Gränzen durch eine krumme Linie dargeftelle denken, 
‚deren Abfeiffen die Werthe von A, die Drdinaten aber die ent- 
forechenden. Werthe von £(P) find, Denft man ſich nun das ' 
Intervall h — g in eine unendlich große Anzahl unendlich Fleiner ' 
Zheile getheilt, deren jeden wir durch) 9 ihre Anzahl Dagegen 
durch n, bezeichnen wollen; fo ift — 


— S. ————— 
B g SR 
















sin A sinß - 
@ sıniß ,,, 
ee RE 0), 
F 8 
o siniß 
—— 


r h siniß 
—_—l 
— 





JOB « 
Ueberhaupt kaun num der dem Intervall 

: 8 + (x-1)9,8 +x9 Nun, 

entfprechende Theil der Eurve, weil derfelbe als unendlich Flein 
angenommen worden, als eine gerade Linie betracdytet werden, ” 
fo daß alfo, wenn wir die Gleichung diefer geraden Linie dur) - 
" y=aß +b — J 
bezeichnen, die Werthe der Functionen (4) und aA +b um” 
dem Intervall — 
—84(6-1) 8, 4—8 *0 sr 
als mit einander zufammenfallend betrachtet werden Fönnen, wo- 
raus fich unmittelbar die Gleichung - | 

: @ siniß _ fer® siniß ' Lager 

vi nr DR = EN erman 
ergiebt. Da aber aß + b offenbar: eine Function J 
welche von ⸗—0 an bis zu jeder beliebigen Gränze offenbar 
entiveder ftetig abnimmt, oder ftetig zunimmt; fo it na I—-IV.: 7 
N siniß — = 4bn, 

o 


sin ß 


N e+Da = Ih 2 \ 


sin ß 














u 
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Aber ee — | 
N Gerda — 
gC(*-iõo sin iß +9 ‚siniß, .,. 
— amp («P-tb) + nes (aß+b) 0% — 





— —— 


u I gran on P 
f 9 siniß Ser&@-)9@siniß, ; 
y. =” A ; ma (P-4-b)0R ’ 
woraus nach dem Vorhergehenden ſogleich folgt: 7 
R f ab) 0, 


gt) aß 
3-20 siniß iR, 
— f 2 
— o sin 4 (B)OR —= 0 
z s-+@ sin iß i * 
* sinß f(P)o$ —=0, 


wobei aber vorausgefeßt worden, daß g>0 if, Fuͤr 30 




















waͤre 
9 siniß,, B— 9 sin iß md 
F, ee, za ter. 
‚Aber | 
sını r 
= sinß @P+b) OP — ba — 
Alſo — 
m i(A)0B = dhn. 


Da aber F(P) und aß -+ b in dem unendlich Fleinen Intervall 
80, B=O gleidye Werthe haben; fo ftb=f(0). Folglich 


N pas — — 


o Sinf 
Hieraus ergiebt ſich mittelft des Dbigen ſogleich 
sin iß 
Nr wa=0, 
wenn g>O if, Dagegen . 
a — = 40) . 


sinß ie 








Man bemerfe, daß hier, der Kuͤrze wegen, die Integrale ſtets 
rg vefpectiven Gränzen, für wachfende ĩ, gleich gefeßt worden 


. 


Graͤnzen — 76 und + 78 liege, und daß die Function P (x) zwi⸗ 
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Da hier bloß die Function f(P) zwiſchen den Graͤnzen 
P=3g, ß=h als fletig angenommen worden ift, ohne die Bes 
frachtung durch befondere Annahmen über das Wachfen und Ab- | 
nehmen derfelben zu modificiren; fo ergiebt fich jeßt folgendes | 
wichtige und merkwürdige Theorem: a 


Wenn g und h pofitiv find, h —* ın, g<h, und. die j 
Zunction FA) ziwifchen den Grinen B=g, = ſtetig if; 
fo nähert das beftimmte Integral m iR Du e % 

h siniß 5 ae 
if na ıtA)OR ’ Ä — 


wenn ĩ waͤchſt, ſich fortwaͤhrend der Gränze O; nur in dem Falle, 
wenn g ſelbſt — O iſt, iſt die Gränze, welcher fich diefes Inte— 
gral, indem i waͤchſt, nähert, — 47f(0). 
Auch ift Far, daß diefer Sat noch gilt, wenn die Function 
FR) zwar zwifcyen den gegebenen Gränzen ftetig bleibt, an einer. 
dieſer Gränzen felbft aber, oder am beiden, eine Unterbrechung ' 
der Kontinuität der Function Statt findetz nur muß man, wenn 
diefe Unterbrechung der Continuität bei der Graͤnze g eintritt, ' 
wenn g—=0 ift, für +rrflO) offenbar die Gränze foren, wels 
her fi Hzefle) nähert, wenn 8, das immer als pofitiv an ” 
— wird, ſich der Graͤnze Null naͤhert, oder unendlich 
ein wird, & 


VI. Bir wollen nun verfuchen, die Reihe 
s= m S. "pla)de 


cosx Sf. x (e) cosad@a-+-cos uf * (e)cos2ede + ... 
⸗2 —* 


sin f pla)sin dat sinds |" "plo)sinede — 
—⸗ —7 


zu ſummiren, d. h. die Graͤnze zu finden, welcher ihre Summe 
ſich nähert, je mehrere ihrer Glieder vom Anfange an zu einan⸗ 
der addirt werden, unter der Voransfeßung, daß x zivifchen den 


4 


1 
+ 
TE 


ſchen diefen Gränzen ſtetig ſey. Dean findet durd) eine leichte 
Verwandlung: _ — — — 


5* — — cos 3er) » } 


v4 a 


*2 "Te 
oder, wenn man die Summe der m + 1 erfien Glieder dieſer 
Reihe durch 3 bezeichnet: FE gs ni 


<= „fo (e) «| ++ eos (a-x)+0052 (o-x) + casn(a-x)} — | 
— a —— 


d. i. nach Thl. U. ©. 532: 


un he nn ru 
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— Nr cost Atn-Fi)le—x))sinin(a—x) 
En N; + sint(e—x) * 


sin(n+!)(a—x) 
Ysera) due 








= 4 ‚.Pp(e) 
wie man leicht findet, wenn man - 

cos (4(n-+1Ka—x)) = cosiin(a—x) + («—x)} 
“entwickelt. Es fommt num einzig und allein darauf an, die 
Gränze zu finden, welcher das legte Integral fich nähert, wenn 
n im8 Unendlicye waͤchſt. | 

Es iſt | 

| 2. = * RN a RR = f" ee. 


2sin+(@—x) 2sint(@e—x) 








Sm eriten Integrale fee mn a=x— 2, da—=— 20; ſo 
iſt fͤr ⸗ — — BB = — n, e=x— B=x refpective 
ß=+4(n 4x), P=0, Im zweiten Integrale ſetze man 
e=x +, ea = ap; tra x + =x, 
e=x + 7 reſpective  =0, P=r(a—x). Alſo iſt 


a =f,. sin (en EP Bj öp 
* 4(a-+x) 


sin ß 

1 fia-n)sin(2n +1)P 
+ 5 — —00— 
—— YUn+x)sin(2n 41)4 
kann 
> 11 ffitax) sin(2n +1) R 
ES, Tran PLENTOR 

— + r| : 
nu 


Betrachten wir nun zunaͤchſt das zweite Integral I. Zuerft 

fey x pofitiv. Fuͤr x—_n if ofenda I =0. Firx<r 
iſt (ax) nicht =0 und <a, Wäre die Function ꝙ (x+2P) 
zwiſchen den Gränzen des Integrals nicht fletig, fondern es faͤn— 
den für die zwifchen diefen Gränzen liegenden Werthe A, A, A;, 
ser Ay von B Unterbredyungen der. Stetigfeit derfelben Statt; fo 
koͤnnte man nad) (6.) das Integral T in mehrere andere zwi⸗— 
fhen den Gränzen O, A; A, A,5 A, , Anz ad A,, 4(R— x) 
genommene beftimmte Jutegrale zerlegen, welche, das erſte aus— 
genommen, nach dem in V. bemiefenen Sage ſaͤmmtlich —O find. 
a8 erfte diefer Integrale, folglich aud das Integral L, ift 
—=+nogp(x) (V.), wofir man nur +zp(x +e),d i die 
Gränze, welher Errp(x+ 8) fih nähert, wenn &- fi) der 
Null nähert, oder unendlich) klein wird, feßen muß, wenn 
für = 0 felbft eine Unterbrechung der Continuität der Function 
9(x +2), di. für den Werth x der veränderlichen Größe 


‘ 








1 
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eine Unterbrechung der Continuität der Function px Statt i 
finden follte, Iſt x negativ, fo ift I(7 — x) 2 Man 


ſetze alfo | 
x NEE ar 2900 “ 





sin 4 


En 1 
— a LITER SETE 


BET — EEE Ga, 


sin 4 
oder — 
3 (7-2) sin(2n +1)2° 
zap(x-+e) +, ——— — 
wenn — den Werth x der veränderlichen Größe eine Unterbre 
hung der Stetigfeit der Function ꝙ (x) Statt finden follte. 
An dem letzten Integrale fege mn o=n—y, PB — ; 
alfo für = —— 4, P=en—y=tn—x) tefpece 
tey=+n,y=+(n a x); fo daß alfo diefeg —— 


— ) sin (2n +1) (r — dp 
— yatm-ay)y 


sin(m—y) 





fir 


sin (2n +1 

at ar plahn—2r)0r 

ift, wobei man zu bemerken hat, daß. n eine ganze Zahl iſt. 
Fir x— — — finder man auf ganz ähnliche Ark, wie vorher, 

diefes Integral = ınp (+26) = +Inp(m), oder 
= ımp(— an + m—e) =tnp(n —e), Sofern für 7 
x—=n eine Unterbrechung der : Stetigfeit der Function (x) 
Statt finden follte (V.) Für <> — iſt diefes Integral 
==:0 A Nimmt man alles Vorhergehende zufammen ; fo er= 
giebt fi x — 


F raen; 
Y=4np(—n+e) + inp(n—e) für x=-n; 
T=ıtngp(x+e) frxZ 0, <a, 

= snp(x+e) frx<0,>—-n; 


mit der Bemerfung, daß e alle Mal — 0 zu ſetzen ift, wenn für 
den entfprechenden Werth von x feine Unterbrechung der a 
unität der Function ꝙ (x) Statt findet, 

An dem Integral J ſey zuerft x negativ. Sr} x=—r 
ift offenbar 1=0,. $iex>— nr it I=tno(x) wer 
— +p(x— 8), wenn: für den Werth x der herduberlichen J 
Groͤße eine Unterbrechung der Continuität, der Function p(x) — 
Statt finden ſollte. Iſt x poſitiv, fo it * +x)>sm #: 
Sey daher ve 


N 





| — — = 951 


— —— 
"pen — (x26)0 

= 496) il — aa Be 

=ima-n+f, — (x-2p)0R , 


wenn für den Werth x der veränderlichen Größe eine Unterbre- 
hung der Continuität der — P(x) Statt finden follte, 
dur p=n —y, õ6 — —Yiltymın, y=4ln—x), 
wenn refpective B=+r, NE, it, Alſo ift dag 
letzte Integral 





F $(z-%) sin (2n +1) (r—y) 
5 Pe sin (n—y) plz=2=42y)ör, 
sin (2n-+1)y 
— A —* (xX— SE a Ai: 


Sir x7 iſt diefes Sach Iro (n—2n) =4no(—n), 
oder — Inp(n Inpg(— nm +e) (V.), 
wenn für x — 7 die ÖStetigfeit der Function P(x) unters 
brochen werden follte. Für & dagegen iſt dieſes Integral 
=0(V.) Es iſt folglich 

I=4np(a—e) + 4np(—nte) fen; 

ee Ra 

I=tnp(x—e) für x 5 0,<nr ; 

I=inp(x-e) rx<0, > —-n;3 


unter der Bedingung, daß e—=O gefett wird, wenn fir den 


entfprechenden Werth von x feine Unterbrechung der Stetigfeit 
der Function p(x) Statt findet. 
Hieraus ergiebt fih nun: 
IH =4r)|o(—n-+e) + — 
für x — — nwwxen;. 
IH =4injp(x—e) +yp(x+e)}, 
fl x>— nn, x<n; immer unter der vorher oufgenent⸗ 
roingung. Alfo ift 
z=3lp(l-nte) + pln—e)l 
für se nwxen; 
57  Zz=3%lp(x—e) +yp(xH+te)}; 
file s>— n,x<nm. Ze größer demnach n wird, deſto mehr 
mähert ſich I den hier angegebenen Gränzen, und dieſen Grän- 
zen. fommt alfe aud) die Neihe S deſto näher je mehrere ihrer 
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Glieder vom Anfange an ſummirt werden, woraus ſich ſolgen⸗ 
des wichtige Theorem ergiebt: — 


Die Summe der Reihe 


1 


et +7 
} 7 ꝙ (a)da 9 
Te + ’ 
os f p(e) cos a da + cos} p(e) cos2ada +... : 


a8 
” Isinx Ya te) sinade + sin?x w> 
iſt für jeden Werth von x, welcher > — nn, <H+ nr iſt, 

=3lplz—e) Hplxte)l, ee 
and — 9 (x), wenn für den Werth x der veränderlichen Größe 
feine Unterbrechung der Stefigfeit der Function ꝙ (x) Statt fin- 
— Fuͤr x — — und x* +7 iſt die Summe der obigen 

eihe 


(o)sinlede +... 


it 


| = zlp(—nte) + pla-e)}, 
worin ebenfalls = 0 zu feßen ift, wenn fir den enffprechenden 
Werth der veränderlichen Größe feine Unterbrehung der Stetige 
feit der Function ꝙ (x) Statt findet. Zugleich ergiebt fih aus 
der vorhergehenden Darftellung auch unmittelbar, daß obige Reihe 
immer convergivend ift, welches eine fehr wichtige und merkwuͤr⸗ 
dige Eigenfchaft derfelben if. ee 
Kürzer druͤckt man dieſen Satz fo aus: 5 
Für jedes x, welhes > — rn, <+ re if, if: 
(193.) 

= nf v@öst 2, "" pla)oosn (x —a) de; 
dagegen iſt — 
(194.) 4p(—a+e) + p(z—e)] En 


= 2 "Pla)de + — rate cosn(x—«)da ? —4 
‚Arı * T ni — — ri —— Schr h 


fuͤr x — nwı=+n. | 9 
Der Kürze wegen wollen wir in der Folge für jedes 
x>—n, <r immer u — 


6 * * J TER "pl eosn(s—a)de 
— * — 


ſetzen, unter der Bedingung, daß man, wenn P(x) für den 
Werth x feiner veränderlichen Größe eine Unterbreyung der Ste F 
tigkeit erleiden follte, für PX) das arithmerifche Mittel 1 
PET —————— 
2 
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an de den Gränzen aber, fir x— — 7 und x=+n7flürgp(x) 
das arithmetiſche Mittel | 
g(n—e) 5 py(—a+e) 





ſetzen muß. 
53. Sey jeßt die beliebige Function 
Ex) = Axe + Buß + Cr + Dei +. 


fo it au 
1%) —6 ıX We —* 24 ze 2) — 
—6 Mi 
| Se nr +07 Et ey. ia 
Wir fönnen alfo | — 
— —— 
ſetzen, für — 
gi xs=+rtefto=H+n; firx>—eo, x<e if reſpec⸗ 


tive o>—n, o<n. Sud ift 
= "%. 


Nach (52.) ift 


cos O m. («)cos«a Em + cos y Bid (0) cos2ade +... 


—⸗ — 


sin © / (e) sin ig -+- sin Sy Bi (a) sin2#&.0« + «. 


‚wenn man nur in den beiden in (52.) bezeichneten fpeciellen Fällen 
| — — 


4 


3248* 





und 
— * —— 





fuͤr 9(6) ſetzt. Alſo — wie nun leicht erhellet: 


— (a) de 
cos * )cos — le) cos = da +. 
x 4 4 @ Pi * 

f sin * de pein = — f(«e) sin du +. 


u) -o 
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fuͤr jedes welches — < iſt. Faͤnde fiir Werth 
x der veränderlichen Größe eure rend der. Stat der © 


Function f(x) Statt; fo müßte man 


f(x—e) > Fx+e) für f(x) fegen 5 





an den Gränzen aber, fr x= — em x= + 0, muß m man ni 


— + Hoete) 





* r 
für FCx) in vorftehender Gleichung feen. 
Kürzer drückt man dieſe —— fo. aus: 


106) Kay, dar .z If“ Ela) eos — 


fr x>—o0,x<e. —— or | 





(197. f(e—e) zei 


— dat = Some, ı 
I — e ——— 


fr = —o und ——— An (196.) muß man, wie im⸗ 

Änderfichen 
Größe die Stetigfeit von FLx) unterbrochen würde, dag arith- 
metifche Mittel ziwifchen (x — e) und f(x+te) für a: 


mer, in dem Falle, wenn fir den Werth. x der ver 


fegen. Genüge die Function f(x) der DAUER Ä 
.ffn)=f(—x); er 


fo verſchwinden offenbar alle die Sinus der vielfachen Winkel 1 
involvirenden beftimmten Integrale, und es iſt folglich in Aalen 2 


Falle: N 
(198.) =” — Zr 


+” [ le) 057" da + — a 4 000" dc. 14 
Kir jedes x, "wähes. >— [2 <oift. Auch iſt in diefen EN 


alle, wie leicht erhellet: 
0.9.) Het@) —— oje 


AR 


4 ul E(e)0s "det cos — I 
für jedes X, welhes > — 09,-.<e if. ER fur den —— 


x der veraͤuderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigfeit der f 


Function f (x) Statt; fo muß man, wie ——— 2° 


f(x—e) + f(x+e) 
2 





für £(x) feßen. 





„i@ one h | 
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a... ee 


(200. ) I(o—e) ed 





""rta)öa 
* pe f(a 2 da f zu 
+ eos & 4 («) cos + cos- * (« Bo at. 4 


fee) ee — 


ER f(« ycos = da + — ———— Au 








Kur ivenn die Stetigfeit der Function f(x) weder für xp, 
noch x eo unterbrochen wird, werden die Summen diefer beiden 
Reihen im vorliegenden alle vefpective = Ile) und ee). 


‚orange die Function f(x) der Bedingung 


i(x)= a f(—x); ’ 
fo. erhellet leicht auf ganz aͤhnliche Weiſe wie vorher, daß 
20i.) f(x)= 
————— Ela )sin da + in [7 "Lie sine +; 4 
— 


für jedes x, ER > — 9, <eif. Findet * den Werth 
x der veraͤnderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigkeit der 
Function f(x) Statt; fo muß man in er Gleichung 


f(x—e) + f(x+te) - 
2 








für Ex) ſetzen. Fuͤr x — — e und x— G if: 
— fe=e) + zero) 


| —1 in? £ (a) sin da + — "le )sin “Ed +. J 
— * e 





Nur in dem Falle, wenn weder für x — at uwhx=+oeo 
eine Unterbrechung der Stetigkeit der Function I(X) Statt findet, 
| wird die Summe vorfiehender Reihe in diefem Falle — 0. 


Auch erhellet Leicht, daß in dieſem Falle 
(203.) —— se 


sin EAN f(a) sin le — — )sin da +... 
ik, für jedes x, weldhes > — iſt, wobei bei einer _ 
| Unterbrechung ver Stetigfeit der Ge netion a (x) für den Werth 


x der veränderlichen Größe wieder das befannte arithmetifche 
| Mittel fuͤr Ex) zu feßen if, Fre —omwwx—Hte if: 
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can, „Re — 












—— —— tin - inf f(« — J * 


Nur, wenn wor fuͤrx — — 6, noch x — + gem Unter- 
brechung der Stetigfeit der Function f(x) Statt finder, ift die. 
Summe diefer Reihe = 0, 


M. f. über diefe Reihen auch eine Abhandlung von Dirk 
fen in Crelles Journal. B. IV. S. 170., und von Caudy 
in feinen Exereices de Math. 24° Livraison, p . 341. 
noch einen Auffag von Dirffen in den Ubhandtängen der —* 
liner Akademie von 1827. 


54. Wir wollen nun dieſe Site auf Bi an- 
wenden. Fuͤr f(x) =x ft fa) = — Au F fuͤr 
jedes x, welhes > — nz, < iſt, nad) (201.): 


RR = ins" ara kön + sin?x asin2eda +... 
y — un. Br ini 
Aber ’ 


Jesnnede= ef inneda— [oe Jin vade ; Fa Ä 


a 1:% 
— — aha — 5——— 


(205.) "asinn«de = — (1). 


— 


Folglich | 
(206.) 382, =isinx — 4sin2x + Zsindx — 4sindx + su. 7 


für jedes x, welche > — n,<n if. —* x — iſt 
nad) (202.) die Summe dieſer Reihe = O, wie es —— wirklich 
der Fall iſt. \ 


Auf ganz ähnliche Art hat mar | Re EN > 
ur? = ax sin «da + sin 2x / ‚adsinlede +... 
—⸗2 —* 31 1-03 ! 

Je snnede = « [sinne da — fe 00 Jsiane da 3 “er 


$ a? 3 
= — —cosnae + — fe? cosnade 
—— —— 
= - Zcosne +? fcosn« Sie A f cosnada 
a3 3 6 SE 
= — u 4 a: sinne — = Sea F 


3 6« HN: ” 
—— 42si — = —sınna 
2” cos na + z e sınna 4 z c0s ne 3 sin —— 


Beftimmtes Integral. u 
or. Sonde = en. 
— — 
Alſo a Bir 
ei in, ze Ha : J sinx — Ha jsin 2x 
* h 3 en \ * 4 | sin 3x 
Vet. “ 4 In [sin4r 
für. jedes nn; << Fir x=+n iſt die Summe 


X 
diefer Neihe nad) dem Dbigen = 0, wie es auch wirklich Wer 


ur x —t}n ergiebt fi aus (206.): 
(209.) 41 =1- 3 +4 —- ++37— 
die befannte Leibnitziſche Reihe. 
Eben fo ergiebt fi für x — +75. aus (208.): 
are  1-4+r4-r+4—..|n 
SEEN, 03 RR | 1 a 
1 1 1 1 1 —* 
BER 05 - Et Ent - 4 (209. ) 
BE ER 5 | 
(210.) jan Mr Poststr — 


Die Function x? genügf der Broingung f(x) = f(— x). Alfo 
ut nach (198.): | ' 


er ik r 

a A 
c 4 

+ eex⸗ "2 c0s@ da + 2 A eos2ade+...) 5 

* — nr 

für bsex>—n,< n. Aber 

* 2 

* cos ne. da * EN —.— fesinna da 

* n n 


2 


i @ 2a 2 
Pe re inne + nz c0sne — — sin na; 
f ur 
—J (211. — * Ben. : 


le | 20. = EL 
— 
Folglich... 
Re in? — 4 |ooos—hcos2r gar, 


Suppiem. zu Kluͤgels Wörterb, 1. R 





* 


YO u Er 
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- (213.) s]3n° Pi 21-7 1 cosx — eos 2.0 +hem..., . 

für jedes > — nt, = 7. — — B. fuͤr x on 
wi — 

(214.) Fed \ oem atp=ets ac” R 4 
eine, auch anderweiti bekannte Reihe. Fuͤ — nah 
(200.): 

(215.) mit, + +4 NONE 
eine ‚gleichfalls auch anderieitig a Reihe, 

99, Sey 


pitfx)=— fr). Alſo 


A f (a) sin ⸗ ii +sin = Bi Ee)sin2ade EEE 
ct —n 


für ters>—n,<n Ein VW Kr 
VER — — Nesin nxox % 3 





Br — er OR 


— = ee 


= e* sinn — nf &xoosnxöx 5 


& — — 
⸗ cosnxdx = cos ix fe Ox + nf in nx öx [röx h 
— 


— 
= eco tn [ exsinnzdx N 
* 


Je snmör J— nf ex cosnaös = *— — 


_ af &sinnxör + ex cosnxöx = = excosmx. f 


Durch Auflöfung diefer ——— findet man: 
— J ex(cosnx+nsinnx) . 





i+n?° | 

| fe sinndx = &(sinns—ncosnx) Ware ii 
er rs 1+n? BR Be 

Fuͤr x — — x, dx = — dx erhält man bierang: E 


—x (cosnx—nsinnx 
ex osixör = REN ( » x) 
1+n? De 


? . EX (si nx-Fncosnx 
e-ssinmd — ° (ein ! ) , 
: i+n?: ; 


(216.) 








(217, ) 





5 
j 


(220, 
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ex — (ex e) sin nx⸗ n(ex-e-x)cos nx 
ee 
( 218.) ß 
et — e=< Feos ne — (ex Fe-x) cosnx+n(ex-e-x)sinnx 
Bi (1 +n?) (er —e-z) € 
ex he-x we (ex-e-x) sin nx -n(exte-x)cosnx 
9) J: are rbe= IFmjeren > 
a ex 4 e⸗x (ex e⸗x) cos nx+n(extex)sin nx. 
cosnx * * 
J: — (1.+ n?)(e= + e-2) 





Se Ip RE ER. 
JZ® — sinus = — im) ä 
Ä / — cos nx ox = 0: 
— te 
| P je} re Tun, 
'(221.) na NASE 
—* eX + e== 2 (er — e-r)- 
LS FFRRRRT ale ren 
Es wird alfo nad) dem Dbigen — 
au "es—e-x sinx — ——— __ sin Ax an 
re er 1 +2, 1432 Ip Tr 
EX — EX sinx. _ sin2x sin3x sin 4x —* 
(222.) 427 ER De a ar et 
für jedes 7 — >— nn, <rik: Fuͤr x — 7 iſt 
nach dem Obigen die Summe dieſer Reihe = 0, Diefelbe ift 
in he —* der Waͤrme von Wichtigkeit A Egnrier a. a. O. 
p« 231.). 








(— 4 . 











Nach (221.) ifi: 





ET 2 
eosnxox = —_1)n.' 
in — ) 
Setzen wir 
ex} e-x 
* f(x) = Fr D 


ſo genuͤgt dieſe Function der Bedingung 


i(s)=i-x). 


a ift für: jedes x>- — 7, < nach (198.): 


Ei nE(x) = ar f(e) dr 


=; + con: ee) leo dat... 


BIS ex + .e-x * — 
(23), en? 


%2 
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aa.) f a en 2. Ten 
Alfo Y 2 v. — J— 
———— sh!) osx, 000 eh). a 
(225.) ——— — 12 +7 +2? Fe 1 + 3? a a, 


fuͤr jddes x > —n, <m. — J 

Fuͤr x — + m erhaͤlt man nach dem Obigen: 
een a, nd 4 ei. 

EIER en rt re 
Aus (222.) und (225.) folge durch Addition: SR j 
ih. 0082X ..:coB3x 

ur  1+12 71422 1432 + ey ak 
RM )a at, sinx 2sin?z , 3sinde \ 


+ 1+1? er 1+2° ‚tr 1+3° — IN. 














wodurch man, wenn man auf beiden Seiten mit = er —e—n) 
multiplicirt, eX nach ‚den. Sinuffen und Eofinuffen der Vielfacyen TI 
von x entiwickelt erhält. N % 
56. Beſſel bat eine merfivärdige Anivendung der vorigen 
allgemeinen Site auf das Keplerfche Problem gemacht, welche 
wir, als bier ſich am beiten anfchließend, zugleidy als Ergaͤn⸗ 
zung. des Artikels: Keplerriches Problem, dem Wefeutlichen nad | 
hier mittheilen wollen (Abhandlungen der math. Klaffe der Akad, ° 
der Wiſſ. zu Berlin fir 1816. 17. Berlin.,1819, ©. 49-55, TI 
Zeitfchrift für Aftronomie V. 1818, S. 367— 375.) u 00m W 
Iſt M (Fig. 4.) der Dit eines Planeten im feiner ellipti= 
fchen Bahn, S der Brennpunft der Ellipfe, in welchem die ” 
Sonne ficht, P_ das Perihelium, A das ‚Aphelium, C der ’ 
Mittelpunkt der Ellipfe, und PMA ein über der großen Are 
derfelben- als Durchmeſſer befchriebener Kreis; ſo heißt, wenn ° 
NMM' auf der Are PA fenfreche it, SM —=r der Radius 
Vector des Planeten, der Winfel PSM — © dieiwahre: 
Anomalie, PCM = 8 die ercentrifhe Anomalie, . Die’ 
Halbe große Are der Ellipfe fey —='a, die halbe Eleine Are=b 
die Ercentricität CS = c, und — ſey — e. Nach dem zer 
ten Kepler'ſchen Geſetze find die elliptiſchen Sectoren, welche von 
den Dectoren der Planeten um die Sonne befchrieben werden, 
den Zeiten proportional, in welchen fie befchrieben werden. Nach 
diefem Gefege ift, wenn t die halbe Umlaufszeit des Planeten, 
te die Zeit bezeichnet, im. welcher der Bogen PM durchlaufen 
wird, da befanntlich die Halbe Fläche der Ellipſe — iſt 
t:t' = 1abr:PSM . —— ER 
Stellen wir ung jeßt vor, daß der Planet die Hälfte PMAT 
feiner Bahn in der. Zeit t mit gleichförmiger Bewegung in Bezug 
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‚auf feine Winkelgeſchwindigkeit um den Mittelpunft der Sonne, 
befchrieben hätte, und bezeichnen wir den unter dieſer Voraus— 
fesung von dem Radius Vector in der Zeit t_ um den, Mittel- 
punft der Sonne von dem Perihelium an befchriebenen Winkel 
durch 95 fo heißt P die mittlere Anomalie, und cs ift 
alfo ’ . 
ſ tit,m=n:p, : 
d. i.. nad) dem Dbigen h 

ee ‚4ab:PSM=1:p. 
Der Unterfchied © — 9 zwifchen der wahren und mittlern Ano- 
malie heißt die Gleichung des Mittelpunfts (Aequatio 
- centri, Prostaphaeresis). Alle Bogen beziehen ſich im Folgen— 
ben auf die Einheit als Radius. Es ift nun 


CN = acos (180° — es) = — acöse, SN=c — acose; 





2 
MN’ = > @2 CM) — b?sine’, MN = bsins; 


} r? = (c—acose)? + b?sine?,, 
woraus ſich, wenn man bemerft, daß a? — bh?’ = ec? ift, leicht 
folgender Ausdruck für den Radius Vector ergiebt: 


‚rz=za— ccose = a(1 =—cose) =a(l—ecoss) . 


Ferner ift: 
PCM’ = 4a?e, GNM’ = — 1a? sinecoss ; 
PNM’ = ta?(e—sinecose); 


und nad) befannten Eigenfchaften der Ellipfe: 
b:a=PNM:PNM, 

' PNM = ab(e—sinecose) . 
Alſo 
PSM = tab(s—sinecose) — (acoss) baine 
if = tb(as—csine) = tab(e-—esine) . 

Folglich) nach dem Obigen 

-4ab:$ab(s—esine)=1:p, 

$ =e— esine. ; 

Endlich Hat man noch MN = rsin O, SN = — rc0s 09; 
folglich) nad) dem Dbigen 
% rsin® =bsine,rcos® = acose—c; 4 
Woraus, wenn man den gefundenen Ausdruck fir den Radius 
Vector ſubſtituirt: 
— bsine acose— c 


4 — all—ecose)’ ya TB . 
oder, weil 5 h e 
J b — 1 

a® a? ER 


ft: 





9 auszudruͤcken fuchen. Geben wir zu dem Ende _ 4 
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———— sineY1—e: ie o0se—e 


1—ecoss 1—ecose' 


Differentürt man sin® nad) &; fo wird in 
N 009 _ (cose—e)i-e® cosoYi-e 
de . (1-ecose)? — "1-—ecose 
OsYi—e! 
1— ecose 
















0= 


Wir. haben alfo zwifchen dem Radius Vector, der wahren, 
mittlern und ercentrifchen Anomalie folgende drei Gleichungen: 
os Vi 

4—ecose“ | 
Kennt man die Umlanfszeit 2t eines Planeten, ſo ift es mittelft | | 
des Obigen leicht, für jede gegebene Zeit € feine mittlere Ano- EI 
malie @ zu finden. Soll nun der wahre Drt des Planeten be— | 
flimmt werden; fo muß man aus der mittlern Anomalie den | 
Radius Vector und die wahre Anomalie finden. Zu dem Ende TI 
muß man aus der franfcendenten Gleichung = e— esine, 

worin @ gegeben ift, & fuchen, und dann mittelft der gefundenen 

Ausdrücke für x und sin.© oder cos © die wahre Anomalie @ 

und den Nadins Vector beftimmen, Die Entwicfelung der ercen- 7 
trifchen Anomalie & aus der Gleihung = e — esine heißt 
gerwöhnlich das Kepferfche Problem (ſ. diefen Art.). Wir wollen 7 
jest r und 0 —ꝙ (die Mittelpunftsgleichung) unmittelbar durch 


r=a(ll—ecoss),,g=e—esines, 00 = 


r=f(y),9=1,(p). 
Aus der Gleihung p=e — esins erhellet, daß @ fein ° 
' Zeichen ändert, ohne feinen Werth zu ändern, wenn e fein Zei ° 
chen Ändert, ohne feinen Werth zu ändern, Alſo ändert auch 
umgekehrt & fein Zeichen, ohne feinen Werth zu ändern, wenn Si 
p fein Zeichen ändert, ohne feinen Werth zu Audern, woraus ° 
mittelft der Gleichung x | Au 


sin@ = 


Ri 


bsine 0 

a(1-ecose) = 
folgt, daß © fein Zeichen Ändert, ohne feinen Werth zu ändern, | 
wenn fein Zeichen. ändert, ohne feinen Werth zu ändern. Es 7 


i 
2a | 
ea 


it ao — — fıl—p) : Seen wir 0 — p =/T! 
Ylp), di, (pP) — y=vY(p); ſo iſt f, (59) +9 = I 
v9), —hı(p) + —— = — al» | 
vu. WVvlo) = — YVl—p). erner folgt aus der Öleihung 
Be —J— sy midi des Dbigen augenblicklich, daß r 
weder feinen Werth, noch fein Zeichen Ändert, wenn @ fein 
Zeichen Ändert, ohne feinen Merth zu ändern, und daß alfo | 
f( A = f(— 9) if. Nach (53,) find wir demnach berechtigt, °F 
zu feßen: J 
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8—p = —9 ing 8— Y)sinpop 


> + sin2p Rep) sindpdp 


{ un 


+ sindp  (O— y)sinspäp. 


+ np f  (@-p)sindpp 


x: Be 4 . . . z . . .. .. . . 
—=A,sinp + A,sin?p + A,sindp + A,sindp +... , 


A = fen sinindp 


wn7L ” 


1 fr 1 If 
ref 20p+ +) BE 


+ cos 27 r cos pop 
rt 


+ cos ef cosdp.Op er 


—⸗2 
cos 4, Hr cos 40 00 
— 


= B, + B,cosp + Be cos 20 + 'B, cos3p + .... , 


* 1 74 
7 = z 
/ B, af. röp,B= a rcosip dp , 


iſt. 
Es iſt aber 
(9-9 )sinipdp 


= (0-9) [ sinipäp — 10009) fsinipöy 


=. 20 p)cosip +7 cosip (09 - Op) 


nd 


1 & 1:" R %., 3% 
= — —(9—gp)cosip + 7 cosip0® — zsinip. 


ah 9 = tn, 1. 9—pg=0 


Bi | 
+7 n 5 
f (9— p)sinipeop = Pf. cosipd®. 
I u - 1 
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% Sotgtich, nad) geötiger Subficution, da e — zu üb, wenn 
— F nr iſt: E 
.“ 


! — — — 
Ferner iſt * en 

Lie ip On = ıfesinn: Selen Sys H 

* — sin ip fin ipor i BR x 


e ne 5 ae A ° AU H r = a, 
= —sinip — 7 f sin(ie—ie sine) sin de, 7= 
J PR h ” % } kr 





er jesine) ,,. 


18, Fer 1— ecose 


« 


MORE Pia 


, —u 


Ju 4 * Sen — ; 
yr rcosyeg = — = li ei ae | 
a AN — EI — 
wile=+tn ift,- vng=+n iſt. 
Auf Ähnliche Art iſt 


' Jrza fü eo uf ara ame J J 





Alſo 1 | 
i a a . 
B— — "(1 ecose)? 08 ; ! j 
: ' U 2 EN sntie-iesine)sinade — 
Ir 
⸗2 


Da 


f“ —ecoss)?d =e— zo Jeoseöe+e: feosstäs ei 
= es—2esine + — 
=s— 2esine + 3e?e + je?sin2e 

iſt; fo iſt 
"u-ecsrie=anttrte) ; 


F ‚0 
8 iſt N Fa h 
erner I | 


H uf" Jen un) ineinisoniene | 
7% 


di, wenn man bier nach Gauß das — nach Legend 
durch T(n 1) bezeichnete Product 4,24 I n etwas kuͤrzer 
durch IT, Dezeichnet; | 





— 


— Integral. | 265 .. 


j?.e? * se5 
cosis iesine? 7 - ein ee = ine‘ — u 
2; A 
2 ite de. 
Be —sinie ( (sine — "sine +  sines en ) Pain 
I, I, 


Die er (x +1)ten Glieder dieſer Reihen ſi nd: 


2 le? 1 re” 
21 ee sin s?#-k2 cosie de 

er = ? 
But So 


# 
ty. = F ingsHsiniede ; 
wobei man fich zu erinnern hat, daß IT, —= 1 geſetzt werden muß, 
Bezeichnen wir den aten Binomialcgefficienten der nten Potenz 
durch ıB ; fo ift nad) dem Art. Goniometrie (49,) in d. 3. 


4 5 1 
(—1)eH (2sin 8)2+2 = cos(2x4+?2)e — ?=H?B cos 2xe 


— 7 


2 
+ ?=72B cos (2 - 2)0 
ah 
— 2#72B cos(2x<—4)e 
+ . “ ° 3 “ 
(-1)t. en sin 82*-H2 cos iede 


= — much re 


EN u DR cos 2xe cosisde 
—_ı 


* — a an. 
J —n 


— ur cos(2z——4)ecosie de 


— E 
Die — Antegrale AR der Biken Seite find ſaͤmmtlich 
—= 0 (189.), die beiden ausgenommen, für welche 
' : +2 % =ri,ae=»: 4+1 
ft, welche = find (190.). Es ift alfo 
| Dry 2er f. a Aut poa lade — 
#-li+ı #*+1i+1 


(er en 


#-11+1 
= 2.2242B x, 


weil 


* * * 








6. Beffimmtes' Integral, 
GH) FERNER 
ER AR gi sin eisttcosiede vu a En 

_ dar 9-1, — ie) a \ ei 


Auf ähnliche Art iſt nach dem Art. Soniometie 9) in de 
J = sin (2e+ 13h — rein te 
y — weine 
Zee 
EN ee... 
(1) u AR sin — jede, 

* sin (2r+1)esiniede 

Ri. — an (24i)e ein ie de 





4 2eHB- / ein (23) einiede 


HB / sin (»— 5) esin ie de 
⸗2 U: 


{ a + er IR RT ER VOR Ss OR RR RR ”e 
Setzen wir nun wieder a 
22 + 1-2 =+ti,e=e5 its; 


fo erhält man nad (19.): | a 


(Ar — Fr in ekisiniede = x 
« — 
4 
Ci pH, en ln yes, ei m 


x-1i+t 
— = (HH. 2. 5 — je, 


weil 

| W-äed+ast uenzmrs 
a — WIR 
a) 2 "inentisiniee 


—* (eiy Hits 9-2, u a 
Folglich find die beiden algemeinen © Glieder von 2 
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x-4 # SH ix E21 \ ———— 
(1) 7.20% a B x, 
ie | —— 
—* Br t u HB 7 


2% 


Alfo die beiden allgemeinen Glieder von B;: 










A i Hi, ine j2x e2mh2 — 
| — — — 23 — 
ER Die 

2% ‘ ; 
Dr ein geradeg i i verfdftoindet dag zweite, für ein ungerades i 
das erſte allgemeine Glied, da nothiwendig x — 3i + 1 und 
ze — ti + + fiets pofitive ganze Zahlen feyn müffen. Gebt 
man daher Zi — 1 und 2i für iz fo erhält man als allgemeine 
Glieder von Bai-ı und Ba; reſpective: 


‚ci — Pe⸗i eri * 





(—1ymi — * 
un . „mes —— 
1 \e-i 2-1, ke RN © 
(—1 )#-1,2-2« — x 2B 


Die Glieder, fuͤr — x» — i + 1 negativ iſt, find offenbar 
fämmtlih — 0. Man fee daher, um die überflüffigen Glieder 
zu eliminiren, <—it1l=q4,2. — i=qg—1, um für 
q feße man alle pofitive ganze Zahlen von O an... Heberlege man 
nun, daß unter diefer Vorausfeßung - 
x —-im=qg—1; 
- 4m (i—1) +1,—- »%- 1=— g—- + 1; 
2» — 1 29 4 (i—1) — 2, 2 = +4i—2; 
=: +r1=%g+ (2i -24), 2e —2 =m2%g4+ 2; 
en + (i—1) -— 1,2 +1 =wWpi—1; 
»—i+1=g 
it; fo iſt Elar, daß für jedes gerade, oder — 1 das allge⸗ 
meine Glied von B; feyn wird: 


— —2 e2g-Hi 


tue m mr HB , 


Ing-+Hi—1 
indem man für q alfe ganze Zahlen von O an feßt. 6 iſt alfo 
aii-2 ei alleif? i+2 
21-11 DH 1° 
aiit?eitt (i+4) (Eee 
IR" 1,2 

aiu⸗ ei+6 ae 
Ds! I 7 9.2.8 


Ey Se. Da — .». 6. 


R Bm — 
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aii-2 ei ER. be 2er > 
u 35 1.(+1) 


144 ie 
Sn 1.2(i+1)(i+2) (& J 


ne © ie 
si PA 2: — * 

























ar fehr merkwuͤrdiger und zur — a Pi: 

Der Werth von B,, welcher hierunter nicht enthalten, ift fi 
oben beftimmt worden. So haben wir alfo eine 9 nr 
Entwicelung ded Nadins Vector nach den Cofinuffen der Vie 
fachen der mittlern » Anomalie. gefunden, und wollen num auf’ 
ähnliche Weife auch die Aequatio centri zu —— 
Nach dem Obigen findet man leicht 


—F ET ee 


1—ecose 1—ecose 
j> 








—— oe) IH ecose+ roman + ton... 


e 
A ) 
x II, Us . 
TED ae ».e? ” 
sin ie (iesine—7- sin + ine 

3 


Multiplicirt man die Reihen in einander und ordnet nad) — 
‘zen von e, fo findet man für den Coefficienten der geraden 
‚Potenz e?*, wenn man im Folgenden der Kürze ivegen unter⸗ 
läßt, die Grängen — zz und + zu der‘ —— — an⸗ 
— — 


2 


j2 ja 8 * 
Ja cos ie) cos e?n TE cos e?n—2 sing? + Fr cos as sin * 
U, 


jzn 
..+ (1). en 


. . tale‘ . 13 “ - 
Os sin is !i cos edia-isine — — cosen—3sin #? 
ER 
1 f ‘ 4 ’ 


... + (—1 PH. — eos sin ean-ı Eh 





Entwiet man nun nad) dem ——— Behrfate. die Poten; 
von sing? = 1 — cose? in Reihen; fo erhält man vertan 
den lie 

It + — + in + Ir + BR = feoronenä 

; HL, PEN n I =“ 

ir Rs - 4 * a | 
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3 h —— yo BERT | 2n 

4 hr He + J erieeönenmtöe 

= * wu a Nm) —— 





1.2.3 


i+ — —— — s os eꝛn 
4 TE, 7 — rm el Janin inecose ® 


ee n—1 — 
—— 1 — — 2 —— Sr n o n3 
= im, *F TE, + RE BE 70 sin ie sin ecos en—3de 


DE i5 — 2n—1 
+ Er + —— A (n N 2) nl Jünteineensenn 


7 P 4 —3 12n—1 
=. +..+ e I G ), * Win iesine cos e?n—7 Öe 
Ton! 











+ ..® — 0 A . 0. ® . >» 


Die Erponenten der Potenzen von cose —R in deſer Formel 
nie negativ. Es kommt nun darauf an, die beſtimmten Inte— 
grale, welche dieſer Ausdruck enthaͤlt, zu oa Nach dem Art. 
Goniometrie (48,) in d. 3. iſt: 
—— er = cos Qu—29e + — cos{2n—2x—2) ⸗ 


Ne + — cos (An ꝰ246 


BE m-2uB cos(ın— x 6)⸗ 
‚+ I) en AS — FR 


n⸗2* f cos ie cos ?n— 2x Öe 
TE = —. 
* 472 n ur i 
* —* cosie cos (2n—2x)ede 
2 J-—n 


Y L : k 
+ — ger? cosiecos (?n — 2*—2) e0e 


7 —n ' 


+ — * cosie cos (?n u 4). eds. 
—jt 


“ + DT Bd —— 2*40 
Bloß die, —— Integrale in dieſem Husdrüce y ki weiche 


ä BT RE EINER TE PA 

ü, werden = 7%, alle übrigen find — 0, Es iſt folglich 
Be — ——— eos ie eos au⸗ꝛꝛ de 

irn IR, a eu MR RR \ ur 


da eh, 
= (n—z—1i) + — 
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iſt. Alſo iſt \ ger, — 2 —— 4 











(20. N cos ie cos an—2x de | ——— 
Br —— —— DER * — * 
|  n-1i p — 
— — n—2xB ES EI 4 
Ganz auf ähnliche Art findet BONS Su 
A 5 Yy pP vr NT ar ı Pau N 
— ) f .cosie cosen- ad N 
1 — u —n y - wir jr er ** 
nex 1 N EEE Ye 
= 2-2, Par ki "Rt Yin, sr 
j m & er * 7 * 
Es iſt aber 
Sinesinie = jonsti-l)e—gensiHle. 
Alfo i N ; “ . — | N —9 


— — "siniesineoosem-inide | ee 2 3 
— Br TER yeoı 


— as "eosti—1)ecos tn mennde 
= d ; A — 


Eat — 
TRIRHSID % 
— 9— cos (IH 1) ecosein-ie-tde J— 

J it } * Sr 


n-x-!i n-z-1i-1 “ 
— gene, * zul 2n—u—1lB — 22n—%—1B } * 


Aber sam 


Dee na “ J 
—— — —— | 


— 








_ e(a—1). (e—y+1) s—-HrL, 2224 1 u. 

7 vr 2. 3...7 — N — 
Folglich J— — 
— — 
(232.) siniesine a RR To ie 3 

« -r k es Y 

$ — N 
== im, Y—2n-H2x-h1, 2n—2«B . — 
2n — 2* 


Aus den gefundenen Formeln — und erhellet, i 
im vorliegenden Falle ã eine gerade Zahl ſeyn muß. Auch 
n — x — Anie negativ werden. Es muß daher immer 


jedes % auch. fuͤr =0, n—-# >32, M—-a>i 
2n >i feyn. Man fee alfo 2n = i + 2qg, wo‘ eg 
pofitive ganze Zahlen von O an geſetzt werden muͤſſen 
man fuͤr den von — in der hie. en 
ir Ai 
ia 
wenn i eine — Zahl iſt: 


» 
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/ EI > ae ı ji-+2q i q 
rg ET rer aa 
i? Bir 2 916, 4i+g ürae., , gt 
— 2 Kane — — — — — +2 2 
ar IT, 77 + II, ——— RER u 
.i4 , 3i6 (dig) (i+g-1) el: g—2 
En a : — } in2g—t 
+++ + 1.2 Ira » 
Bere, hg). a 
— li — — — —— i2 
+ wg: 1 RT a ce — in; 


et i3 
 d4+2q—2[ 17, 





2is H+g—1 item), „I! 
Den — * 














2 ji, „Hei 
+ i+2g—4 [IT 4 1,8 "Htzg-ı) * 


— — . “ . . » . ° . - 3— . . ” 


wenn man diefe Größe noch mit 277-2441 multiplicirt. Der 
Eoefficient von eit24 in der Entwicelung von A; wird alfo ge— 
funden, wenn man vorftehende Größe mit 


—i-2g-H — 
— —— * ————— 





multiplicirt, und das eit 20 enthaltende Glied der Entwickelung 
von A; findet man, wenn man vorftehende Größe mit 


2Yı—e?: /e je 
— — 





1 


multiplicirt, immer vorausgeſetzt, daß i eine gerade Zahl ſey. 
Fuͤr q find alle pofitive ganze Zahlen von O an zu ſetzen. 


Suchen wir nun auf ähnliche Weife auch den Coefficienten 
einer ungeraden Potenz e2"nt+1 zu entwickeln. In Bezug auf 
die Größe 

ir A; 
1% r1—e? 
erhält man für diefen Coefficienten : 


| —— i? * 14 

de cos ie Jcoserni — —— cos en—-1sine? cos aæn⸗ʒ sin e* 
4; I; 

4 \ iu 3 2 
I — 1) .— cosesin eꝰn 
rn 3 + { 2 JIsn 
N 5 ı € - D ” = i3 b u 23 4 
\ + / desin ie ji cose’n sin e- — cos #2n-2 sine? + — cos e’n-4sine5 
a, IR II; 
—9*8 


Entwickelt man wieder die Potenzen von sine? nad) dem bino— 
miſchen Lehrſatze; ſo erhaͤlt man fuͤr dieſen Coefficienten: 









4 
* 
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len, + + EN te + ferien 






n ing a 
..... —— 1 
— -+7 + 1 sich 5 ————— de A 


in, ; nei. in 
3 Br + : Pe ae — N ———— 


‚> n(n—1)(n—2) i2: E 
{a + — —* 1. = ) —— — — 4 


....®: . DE 





4 4 — + * Ba BR EEE ehe 


i⸗ —— n j?n-+1 
— ⸗ garen — su... 2, 
Ir, + 7. 4 Br —— — — is sin g cos eu⸗⸗ de 


3i70 « -1) int — 
Hz Hin 2 a) 2 ——— sr 





— 7 


RE Re An Hass, 0 
af satire | BESBHEE IM 
VA 3 R —J r a 


! + N 
— * cos(i+1)scosetn-ade 
1 Y 


* 


1.2725, n--1 
n(n-t){n-2) ar Mi “ are | 
nn ... * 
I — + er | sinie sin aooe ah 208 a 
Es iſt num nach (231.): OR Pe Be 
Ho — 9* 
* cosie cos ern—ia- de = = he ‚cos ie con en ae © ie 
— * —— 
n-g-1i — — 
— g-n-h2x, FUTARUER 3 4 
5 N) 
und nach. (230.): u i © I 
'yp+n, — NATSERRTE J — 
(233. ) ? sin ie sin e cos e2n—22 Je FERBeR > a 
i : 


IE 


n-x-11 n-x-1i-t 
* 2n—-2xB- 7 ET Re 


ir —— 
u RER ‚Dan, !n—2«-HB 


y— x —H+ muß eine ganze Zahl und vofitio. ſeyn. Al 
muß i ungerade" feyn. Auch mußn — x, für jedes a, 
x» = 0, > +(i—1) feyn, fo daß alfo n = Gd—1 ji 
i—1 feyn muß, und demnach Zn = i + %4 4 wer⸗ 
ven kann, indem man fuͤr q alle poſitive ganze Zahlen von O au 
fett. Hieraus erhaͤlt man für den Coefficienten von eit24 ji 
der Ki von 3 J——— 
ie. ln Ay wol 3 Dh DUTn — x 
Ya: 2.23% ni NEIN MER Sp Fi 


ze: ibn 
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I wenn i eine ungerade Zahl iſt: | 
| N RR LE jan. 
tmtm ++ 0000 4 Kar: 

















II+2g9—1 
* i—1 
— — — 
— i4 i-3 
ee 
— 2 + IE + —— 
| a AR 
ee NEE ne ar 


wenn man diefe Größe noch mit 2772171. 78 multiplicirt. Der 
Eoefficient von eit22 in der Entwicelung von‘ A; wird ‚alfo 
gefunden, wenn man vorftchende Größe mit 





— 
yo * Name? — 


1 


multiplicirt, und dag eit2T enthaltende Glied von A; erhält 
man folglich, wenn man vorſtehendes Polynomium mit 


2Yı—e: —— 
—— 


multiplicirt. 

Mittelſt der hier gegebenen allgemeinen Formeln, durch deren 
Entwicelung fih Beffel ein großes VBerdienft um das SKepler- 
fche Problem erivorben hat, ift man alfo im Stande, jeden 
Eoefficienten A; für gerade und ung.vadei zu berechnen. Beſſels 
Aufloͤſung Hat unter Andern das Eigenthümliche, daß der allge- 
meine Kactor Y1—e? abgefondert, und nicht in eine Reihe 
aufgelöft worden iſt, wodurch ſowohl die Konvergenz der Reihe 


erhöher, als auch das Geſetz Teichter überfehbar gemacht wird. 
157. Wir kehren num wieder zu den: in (52.) und (53.) 
bewieſenen allgemeinen Formeln zuruͤck, aus denen Fonrier in 
feiner beruͤhmten Theorie de la chaleur. ‚Paris, 1822. mehrere 
andere merkwuͤrdige Refultate abgeleitet hat, 

| Sey zuerſt f(x) eine Function, welche der Bedingung 
f(x) = — f(—x) genügt, und 

Supplem. zu Klügels Wörterb, J. ©. 


0 Beſtanmtes Stege. 


Ex) = Aut —— Dr FR N Be, 1 


= m’(- * + —— Ya 58 “ | 
OLE O HE a 


fo daß wir alfo 








| — jeehen en 
fegen koͤnnen, für | ; 
| =--, 20% > 
n n 


Da nun offenbar any (0) = — 0) it; L it init | 
(203.) für jedes ©, welhes > — nn, <a il: | 


— =einef"p(@)sin 680 F anze f* HKOuin2600+. * 


gie 0-0, 6=-n,0>— m, 0<m il RR. 
x=0,xens, x>-—nn, x < na (Ungleid. 6.) 
Alſo für jedes x, welches >—ın, <a iſt? 


inf(x) = = > N MH — 
En —— 
* nf f(x) nf. £6) sin —. 0x en 
Das allgemeine Glied diefer te iſt: 


1 ix 





Zinn (x) sin Hör. 

0 
Nehmen wir nun n alg nnendlich groß, dq ale uneni in 
an, und feßen R 


ſo daß. wir uns die verfchiedenen Werthe von i etfanden date 
indem q alle Grade der Größe von O bis @: is 


0,99, 290g, 30q, Adqs Sögs vener — ‚Oo 
durchläuft; fo wird obiges enen Glied — 
sack ir 
singx.ög RN sin gqxox,' Be 
Jo 1 


und +rzf(x) wird erhalten, indem man in difem, allgemeinen 
Gliede q alle Grade der Größe von O bis * durchl laͤßt. 
Daher iſt, wenn k(X) der Bedingung f(x) — — I) ‚ges 
nuͤgt, für jedes x, welhes > — », <% iſt: ‚ah ' 


* —— sin waf, Ex)eingsdz 


\ . 


oder 








\ 


‚Seftimmtes Integral, 275 
(234. ) t&)= = AN —— (60) ain g000, 


2 ig) BELTY: f(0) sing@ sin g«0@0g 5 


Was man in diefer Gleichung für f (x) fegen muß, wenn für 
den Werth .x der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der 
Continuität der Function f(x) Statt fände, erhellet aus dem 
Obigen. 

Sey ferner F(x) eine Function, welche der Bedingung 
Ei) — — genuͤgt, und 


3 Fa)= An ee zoX Dr 


a TE ER Sr. 
tr 
u FREE) = (0); | 


x Ox 
9-7: 9%=—» 


San; wie * ergiebt ſich aus (100.) fuͤr jedes x, welches 
> — ıan, <on if: 


Iarls)= Apr Bis 
7 A Fi) eos= dx + 7 A F(& eorRo 
Das allgemeine Glied diefer Reihe ift 
ef, F(x) eos o 


nur daß man firi — O die Hälfte des ſich aus — allge⸗ 
meinen Formel ergebenden Gliedes nehmen muß, 


1 q 
2 = da. ’ 3 — ög 
wird dieſee allgemeine Glied — 


cos qx af, Fix)cosqxöx, 


indem man auch hier für.g = O nicht dg 2 F(x)öx, fon 
dern +0q EL: F(x). Ox in die Reihe einführt, Weil aber 


J FC(X) ox im Allgemeinen eine endliche Größe, 09 unend- 
lich Klein iſt; fo ift 


62 
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x af LEE A Ba u 


zu feßen, uud man, erhält auf anz \ ähnliche 
wenn Ex) der, Na FE “ „Est 
jedes X, welches A wg 
oo # —9— 1 she 
InEcz) =” — —— — J— * * 


— ot 2 * u 3 373 sminge N 


———— 
236.) B)—* —* cosgxdq fi: F(@)e0sg980,, > 8 
237.) Fa)= — F(@ — 
66* RR )cosq ER r 


Jede beliebige Sunctign, p(x) —* offenben in * — 


+ Bxf # Gr + Dix Ban 


| 
Fix) = A,x® + B,,P — ee A I 
1} 
| 


oder 


⸗ 


zerlegt werden, deren eine der Bedingung er — f(x), 2 
die andere der Bedingung F(x)= dx ae ” vo 


alſo J 
px)= F(x) + fix) 
2 


| * a 
: =, — ———— dit. zu 


— 


- 
* sin — — ————— 


fuͤr jedes x, welches > rs; eY = x in Auch — * fr 
gleich erhellet: ie 


np(x) = J, Da — * r (0) cos 1000 
RR TR sin wi — Bir“ 
nn 2 


i er VER IR Me 
(238.3. * ——— 4999 =0, m kurt, nl 
(239. ) " ojcorge06 = 0 k n 
— Van rer 
Alfo N . 
= f enäaf "ringe 


+ IT. — —E Dan win CH 


| un ME ———— V ya — 


5 rin qx o f ——— 6 * 2 a 
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Pe SE sag" |Floroleosg000 | 
| * Kl ing "” Ir(e) + A LS 
| = S, eosrda y(9)cosy9898 , 
v — 
IR 730 hai — 
——— — * LO) oos qo Er 
fe La #9) ingOsin 06 
— — — e esadeeeteoa 


+ ("oe ” lo)sing@sin 4.94.) 


oo I Mu 


+os RL 
J- ef, cosgxcosgA9dg 


page "ecopaf” sin'gxsing@dg 
u) 


— —* Bol” |eosaxcosq@ + sin qxsin go 095. 
=» 
fo daß alſo, indem wir jetzt wieder I(x) für P(x) ſetzen, 
wern f(x) eine beliebige Function von x ift, für jedes x, wel— 
ches >— 8,<e if: 


' (290.) ni" "000 cosg (x 0)0g, 


(241.) f(x) = A EM £(O)leosg (x — @)090g , 


eine hoͤchſt merfiwirdige Gleichung, durch welche jede Function 
durch) doppelte Integrale ausgedruͤckt werden kann. 


58, Denken wir uns jetzt (m. f. Fourier © a. O. 
» 553.) eine Function YCx) von folder Beſchaffenheit, daß 
ihre Werthe zwifchen den Graͤnzen x=a, x—=b mit den 
entfprechenden Werthen der Function f(x) zivifchen diefen Gränzen 
zufammenfallen ‚, daB aber fir jedes x außerhalb diefer Gränzen 
die Werthe der Function v(x) = 0 find; fo erhellet ſehr Teiche 
die Gleichheit folgender beftimmten Autegrale: 


— — ———— cosg(a- @)dq 
=), vc900f.. eosg(x— 9)04, 
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aof” cosg(x—9)0dg. 


Fir jeden Werth von x zwifchen ‚den Gränzen 3 { =. | 
x=», alfo auch für. jeden Werth von x zwifegen ı den Grin. 
jux=a,x— b if aber nad) (240.): 


yo)- Sera” sa (x— @)ög & 
Alfo ift auch für jeden folchen Werth von x: 


n=zf” TOLy Ku eosg(x— @)dq. 


Sir jeden ſolchen Werth von x iſt aber nach der Vorausſebung | 
i(x) * 6* FSolglich iſt fuͤr jedes x DOOR den Gränzen 





(242.) £(x) = Ef. —— ———— 


(23.) 16) = * 110) emalx—0)80Ag F 
Es iſt klar, daß man ſtatt dieſer Formeln auch 
(24%°.) £(x) —“ N co. K—0)dg r 


(243*.) f(x) — * 
ſetzen kann. 


Liegt der Werth von x außerhalb der Griuien, ar b; fe ie 
zuerft x zwiſchen den Gränzen b, b’, wo b b iſt. Danu 
liegt x offenbar auch zwiſchen den Granzen a, und R iſt 
folglich nach (242.): 4 


ie) > #0)20 [” onsa(s— @)äg 
a o ‘ 
= af. ao.” eosat«— 032 
y a EN o . Er 3 
: af, Ref a @)dg.. 


Nach (242.) ift aber auch: | un ne 


R "/» — | aan | 
alfo iſt in diefem Falle —J— — 


0 € 8)00 le 
ecoo 


Liegt x zwiſchen den Graͤnzen a’, a, wo a <a iſt; fo liegt x 
aud) BR den Gränzen a’, b, und man zeige auf ganz re 
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liche Art wie vorher, daß vorſtehendes Integral auch in Ben 
Falle = 0 ift, Liegt alfo x nicht zwiſchen den re a,b; 
jo iſt immens 


(244.) o=f” aof” cosg(x—®)dg , 
(245.) o=f, A: ftö)cosglz- 0)0@ö4 , 


welches, fo wie die obigen, ein hoͤchſt merkwuͤrdiges Reſultat iſt. 
So wie vorher kann man ſtatt dieſer Formeln auch 


(244*.) — ———— cosg(x—-9)dg , 


(245*.) of" pe f(@)cosqg(x—0)090g 


fg,‘ , > 
Nach (243.) ift für jedes x zwiſchen den Gränzen O und ®; 


Ko)= SEHE. fl B)cosq(x— 8)0@dg . 


Seht man — x für x; fo erhält man aus (245.) ie, jedes x 
zwifchen den Grängen O und »: - 


Rp), 26) ensala + @)000g . I 


Aber it : * 
ceosg(x— ©) = cosgxcosqg® + singxsing® 
cosg(x +9) = cosgxcosgQ — singssingO . 

Alfo - 


1 o po» 
ix)= ET; k f( ©)cosqOcosyxdQ0dg 


+ ER ro f( O)sing®singsd@.0dg , 


Folglich mittelſt Addition und Subtraction: 
| (246.) £(x) =af, “A: , f(9) cosgq@cosgx0@dg — 
o o 7 
(247.) IX) = af, J, ornassin md0dı r 
> \ 0,70 us 
fuͤr jedes x zwifchen den Gränzen O und «. 
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M. f über die beiden fetten Formeln und überhaupt über 
diefe Unterfuchungen einen. Auffaß von Caucyy in feinen Exer- 
cices de Math&matiques. 16”® Livraison. p. 112,, und eine‘ 
Ben von Schmidten in Kerhes Journal, ‚B. V vs 


59, Diefe Formeln find vieler ———— fähig, u 
führen auch oft zu den Werthen beſtimmter Integrale, welches 
uns der Raum nur durch wenige Beiſpiele zu erlaͤutern erlaubt. a 


Sey f(x) = er; ſo iſt nad) (46.) und @.): 
7 0-20 0059080 SET, : he 


SL ns9do ne a ER 4 
Aber nach (246.) und (247.): —— 


e⸗ax — Er RL e-a0 0059908 — * 
43 Dan ; r 
e⸗ax — 27° sin qx õq nf: e-20singado.. 
' gr 0 0,4 ii ‚ Be 





fe ua a aa 
2 fr? acosgx 2 f*® gsingx ei 
eraxX me nn 9 — — ff —59 
Bere m, aa 


oder, wenn man a und x mit einander vertauſcht: 


oder, @ für x gefeßt: "at 
%,weosag * geinag,, ge ie 
In e—aa — — e⸗aa — J 
Re e — — 


den iſt. 
Man ſetze ferner (x) — m; fo. iR * an): 


x —9 — ie al Orsin gsi J Äh 
"JoJo ——— 
D 
= = N” sinarde ff GusingO00, ae: „2 
nJ/o nn ; * 


o : i 1 © * * er "4 
J Grsing900 = af, (g9)* sing@d(g9) 


| qui — znsınzoz = qui” 5 er 
Alſo HT, IR ZIERT u 1 
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Lsingxög ı ! F 
xa — 2 h ET * — — I (ge)am!sin —X (m 
* If, I za-lsinzga = — HLr x, 
Te o 


Alſo it LL' = }n, d. i., wenn wir. * x für z füpreißen: 


(248.) In =/. rsinzar. 7 xon-1sinxox. 
| Jo 0 


Für a — + erhält man hieraus: 


Lan | —— 
—* | am) ("3 ne: — =l7- 


Ganz auf ähnliche Art ift = (246.) 


RR u ef. — QucosqgMcosgxdddg 
—4 0 
= * cosqränf Gr cosq009, 
afo o ; | 


\ - 
woraus man, wie vorher, erhält: 


(230) 4n — xn cos x ox⁊ A ; 
— 
best. ) FA 2 


60. Sey jetzt * y) eine Function zweier veraͤnderlichen 
Größen, Nach Me) ift, in fo fern y zwiſchen den Graͤnzen 


a , b’ liegt: 


20, = a /,1o, doofe, 


und eben for 


1 b ) + - 
— naf, Mnaaf""onax—e)e, 
a \ —. 


in fo fern x zwiſchen den Gränzen a und b liegts. Alfo ift auch 


v 
——— * aef”"”xce, yJeosg(x- 6)0g - 
| — | 


Folglich 
f(x, y)* 


— sn, (9, met” eosg (y- 8,0% 


(4) F of“ f(0,000 — ——— — D—— 


d. is wenn. x zwiſchen den Graͤnzen a, b; y a = dent ag 


zen a,b liegt: 
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(252.) Ks, y)= | 


& Oya ai Is je f(0,0) nn 2 


welches wir Eürzer bloß fo fehreiben wollen: 
(253.): ix, y)= 


„) 6 


mit der Bemerkung, daß die Integrale in Bezug auf O, oe ei 
zwifchen wwilfführlichen, die Integrale in Bezug auf q, g aber 7 
ziwifchen den Gränzen — » und + © zu nehmen find. Die 
Merthe von x und y muͤſſen refpective 30 den Graͤnzen 
liegen, zwiſchen denen die Integrale in Bezug auf © und © 
genommen ivorden find. Wäre diefe Bedingung nicht erfüllt; fo 
würde dag Integral auf der rechten Seite der Gleichung (253.) 
verſchwinden, wie aus (242*.) leicht folgt. 


A Fuͤr Bunctjon f(x, J, z) dreier, ——— Größen } 
at man hieran | 


# 
ar 


t(9, 7, =. pre 


a: af, 110, 6, ‚ayoe [** ———— 


| JE cosg" (a &")ög” 5 


] 7 00 


I(x,y‚,2)= 


Er f(0,y, ao” a au 
7 Er 4 & % ; 


= "aof”” xo, y; — —— 


Pay; * ————— ee 


cos q — . cosg” ea 47 E 


ah of, vef), io, 6, erden — 


7 — 1 17 Ai cosq (y)0g no os” (z-80g 
2 oo 7 RER dj be 


Ti „2 
in fo fern x, y, 2 tefpective zwiſchen den Gränzen a, b; a | J 
a”, b" liegen, indem im entgegengeſetzten Falle —* 
verſchwindet. Wie man auf diefe Art weiter gehen fanın, fällt 
leicht in die Augen. Es ift für eine beliebige de von n 
veränderlichen Größen p Ki 
(254.) 6 —5 — 


— fi O, ,. „)cosq(x— Ö)cosg‘ EEE yı .... 





* F * 
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unter der Bedingung, daß die beftimmten Integrale in Bezug 
auf 9, ©, ©, ».. zwiſchen willführlichen, die Integrale in 
Dezug auf gr g, Q'r ++. dagegen ſaͤmmtlich zwifchen den Grän- 
zen — eo und + © zu nehmen find, und daß die Werthe von 
x, Yy Zr... ſaͤmmtlich zwiſchen den Gränzen zu nehmen find, 
zwvifchen welchen die entfprechenden Integrale in Bezug auf ©, 
O, ©", :+. genommen werden, indem im entgegengefeßten Falle 
das Integral verfchrwinden würde. Diefen überaus merkwuͤrdi— 
digen und wichtigen Satz verdanft man ebenfalls dem berühm- 
ten Fourier (a. a. D. p. 534). Indeß f. m. auch Cauchy 
in feinen Exereices de Math. 18”° Livraison. p. 157., und 
einen zum Theil hierher gehörenden Auffaß von J. D. G. 
Sacobi in Crelles Joural. B. II. 8. 1. | 


Bewegung. Ueber motus reptionis oder reptorius, mo- 
tus evolutionis, motus tractionis f, Joh. Bern. Opp. T. I. 
pp- 408. 415. 


Binomial- Coefficienten. Euler (Acta Petrop. 1781. 
P. I. 89.) bezeichnet den xten Coefficienten der ten Potenz 


durd) =]. Thibaut (Grundriß der allgemeinen Arithmetik, 


Gött. 1809, ©. 44.) durch B, Rothe (Theorie der com- 
binatorischen Integrale. Nürnberg. 1820. S. 44.) durch a. 
Der letztern Bezeichnung if man namentlich in neuerer Zeit 
häufig gefolgt. 


Ueber den Thl. J. ©. 321. Ne. VII. beiwicfenen wichtigen 
Satz — man den Artikel binomiſcher Lehrſatz (10.) 
d. + r j R 


Den Satz, daß jeder Binomial - Corfficiest eines ganzen 
Erponenten eine ganze Zahl ift, welcher leicht aus dem im Ar- 
tifel Verſetzungen (d.) beiviefenen allgemeinen arithmetifchen 
Sasse folge, hat Gioachino Peſſuti fehr weitläufig in den 
Memorie di Matematica della Societa Italiana, T. XI. 
Modena. 1804. p. 446. beiviefen. Ä 


Euler de insignibus proprietatibus unciarum binomii 
ad uncias quorumvis polynomiorum extensis. Acta Petrop. 
1781. P.. 11. p. 76. 


Binomifcher Lehrfab. 1. Die Beweife des allgemeinen 
Binomial⸗Theorems werden entiveder, wie der Thl. I. ©, 330, 
gegebene Verweis, durch bloße Multiplication der Neihen zu 
Stande gebracht, oder fie beruhen auf der Methode der unbe: 
fümmten Coefficienten, wie Thl. V. ©. 496., oder bedienen ſich 
der Differentialrechnung, wie Thl. V. ©. 18,, oder fie nehmen, 
wie der von Erelle in feinem Joumal (3. IV. ©. 305.) ge- 















284 Binomiſcher Lehfah. 0. 


gebene fchöne Beweis, die Differenzenrechnung zu Hülfe) Die 
neuern Mathematiker, und unter ihnen. vorzüglich Candy 
haben das Verdienſt, bei allen Summirungen von Reihen, die 
. Eonvergenz und Divergenz derfelben genauer und allgemeiner, als 
früher, beruͤckſichtigt zu haben, weil allerdings nur bei ‚einer 
convergivenden Reihe von einer eigentlichen Summe die Rovefeyn 7 
kann, worüber der Artikel Convergenz der Neihen nachzufehen if, 
Ohne uns hier auf diefen Artikel unmittelbar zu beziehen, wollen 
wir jeßt einige der dort mitgetheilten Säge, ihrer Wichtigkeit 
wegen, nod) auf eine andere Art beweifen, und dann von den— 
felben eine Anwendung auf das Binomial-Theorem machen. ' 4 

2, Eine Reihe SR ul R 


Ki t,,t,, re tz; 5 „oe. 9 Ä . F: 

r ’ N A 
deren Glieder wir zunaͤchſt ſaͤmmtlich als reell annehmen wollen, 
convergirt, wenn die Summe we 


4 

Sb +, +, +, +.  Wee | 
für wachſende n, fidy immer mehr und mehr einer gewiffen 7 
Graͤnze s nähert, und derfelben, wenn man nur n age ug | 
annimmt, beliebig nahe gebracht werden kann, oder, was vafeibe 2 


it, wenn die Differenz x 
Sn-Hın — = tn + tntı + tnt2 + ...+ tn+m-1 3 i AN 
für jedes beftimmte m und für wachfende n, ſich der Null immer 
mehr und mehr nähert, und derfelben, wenn man nur n groß 
genug annimmt, beliebig nahe gebracht werden fann. Im ent- 
gegengefeten Falle divergirt die Neihe, Die Gränze s heiße 
die Summe der entfprechenden convergirenden Reihe. Eine di— 
vergivende Neihe hat Feine Summe im eigentlichen Sinne 9) 
3. Wenn die Glieder der Reihe Kr 


toytıs taytzytu, ty cu 


Br - 
"7 


413 


ſaͤmmtlich poſitiv ſind, und der Quotient 
| ni 
78 Be 
ſich, wenn n waͤchſt, fortwährend und bis zu jedem beliebigen 
Grade, einer gewiffen Gränze L nähert; fo ift die in Rede 
ſtehende Neihe convergent oder divergent, jenachydem 'L <{ oder 
>1if — ee an 
Sey zuerſt L<1 Man nehme eine Größe T fo at, 
daß fe | WERT 
ee Be BI 
iſt; fo wird. es nad) der Vorausſetzung offenbar immer einen | 
Werth von n geben, für welchen, und über welchen hinaus, 
En Es —— 


its Dieſer Werth von n ſey n ſelbſt; ſo taliſo 
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er 
tn-+2 < Tin-+i 
tn+3 < Tto+z 


* — < RE ) % 
woraus — erhalten wird: 
tntı < Tin 
tn-+2 < T?ta 
tn-t3 * T’tn 
— öl Al tntm-i < Ta-ı. ei P 
Folglich 


413 in TFT ET 4 „... Tamijin , 
— Tı 
Sn--n — — —— in, Sn--ın u DS — 


wobei zu — daß TAAalſo um fo mehr auch Tr <1 
ift.  Denfen wir ung jest n als Lonſtant; ſo iſt nach dem Vor⸗ 
hergehenden 





< et 3 : i 
woraus fih, da T << 1 it, ſogleich ergiebt, daß, für. wach⸗ 
ſende x, Ann der Null beliebig nahe gebracht: werden kann 
Alfo kann offenbar auch t„, für wachfende.n, der Null beliebig 
nahe gebracht werden. Da man nun augenfcheinlih T als con- 
ftant betrachten kann, fo erhelfet aus dem Obigen, daß auch, 
wenn n waͤchſt, die Differenz 

Sn--n — Sn 5 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden kaun, und 
daß folglich die gegebene Reihe convergent iſt. 

Iſt ferner L I, fo nehme man T fo an, daß 

L>T>G 
dann laͤßt fi nach der Vorausfegung mn immer fo annehmen, 
da ; 
ß ta+ı > Tin ' 
tape DI Fink" 
in-43 >‘ Tin-+2- 


i tn-Am—ı > Tee N) 
oder, tie leicht erhellet: 
tn+1 > Tin 
in+2 > T?’ tn 
tn+3 > "T? ta" 
tntm—ı > Tıa—itn 5, 
n dv, i. — 
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nam — 9 > 11 +T+P +7 +... Er 
Ta 1 

Sn-kn — 5 > — 

iſt Weil aber T >1 if, fe kann man offenbar m immer fo 

annehmen, dag Tr — 1 >1,Alfo 


—F 
En-Fın . — ur — 


iſt. in dem Borhergehenden ik‘ 
tn-t« > T*tn 5 Bj 
alfo ‚wei T >41 ir ta *0, wenn x wachſt, uͤber ae = 
Gränzen wachfen, welches alfo auch von t„ gilt, wenn n ni Ei 
Demnach kann alfo. auch, well man T als conftant Ieksacen 
fan, die Die 


tn 

















Grup 





- RG 
m 


| Sn-kEm — '$n’ N —* — 
wenn n waͤchſt, uͤber ‚alle Graͤnzen machten, fo daß alſo dieſe x 
Differenz nicht. für ‚alle m, wenn, m waͤchſt, der Null ‚beliebig 
‚nahe gebradyt werden Tann, und die gegebene Reihe aa } 
divergent ift (2.) 


4. Der vorhergehende Satz gilt Br wenn ef ale 
Glieder der Reihe 


RR TED N 


poſitis find / und der numerifche Werth von a y Ei 
tot | 
tn De 
fuͤr wachfende n, ſich einer gewiſſen Graͤnze die wir 
wieder durch L bezeichnen wollen. a u 


Die numerischen Werthe der Glieder der ‚obigen ehe 
feyen. reſpective 
v0» 913 92» 933 KH ————— —— 
Auch fey | —— 1— 
Ontm — On = on + On+ı Holm + res e ent; a. Be. 
fo ift flar, daß der numerifche Werth von! 
Sn-F-m.— Sn 
nie größer als N EN übe 
‚Inn 77 On viR 
if. Iſt nun L <4, fo iſt die Reihe 
\ Ro» 21 Oay O3 97 Bay ve 
convergent (3.), und es fann alfo 
_. .On+m On} 
fuͤr wachfende n und jedes m, alfo um fo mehr, unter er detſelben i 
zenseins auch der numeriſche Werth von. 


Sn-km — $ 
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der Null — nahe gebracht werden; fo * Be die Reihe. 


F t,t 19 1 ts3 Ey rei. 


comvergiet, — 


ſt L> 1, fe; wird man offenbar n — genug anneh⸗ 
men koͤnnen, daß 


— wort, u win, 


en ‘ * — — 
—A— | ER | 
h  @n+ı > en A — 
ENT * 
— En+3 > Ont2 . 
end > onpa  " 


if. Dan wird a immer, n — genug Tanke Pönnen, daß, 
für. Madeae D, En fid) der Null nicht nähert. Es iſt aber 
On — On = On's - x 
Alfo wird man n groß genug annehmen koͤnnen, daß, für ee 
fende n, die Differenz 
On-H — On ' 
fid) der Null nicht nähert. Dem abfoluten Werthe nach iſt aber 
sn41 — Sn = On+i — On, 
und man wird alfo n- groß genug annehmen fönnen ‚ daß, für 
wachſende n, die Differenz | 
sn 41 — $n 
der Null fich nicht nähert, fo daß es alfo. immer, einen Werth 
von m giebt, für welchen, wenn n waͤchſt die Differenz 
Sn-Fın. ° — Sn 
ſich der Null nicht — woraus die Divergen der gegebenen 
Reihe folgt. 
5. Wenn 


to tyy taytz, LIU ECKE IR 
Boy Us U U Ugpaseen j' 
convergivende Neihen mit pofitiven Gliedern, und deren Summen 
s und s (2.) find; ib ift au immer. die. Reihe 
to uo 
t, u, t u⸗ 
bu, +, u Ft, 
,u, FF, +t,u #t% 
tu, +t, rem tb +4 : 
i u. ſ. f uff 
convergent, und ihre Summe — ss. 


> Binomiſcher auf 


a ſetze, wie gewoͤhnlich, —D 
— u th tet +. + tadı Ri 

| urn u... + eh En, 
Die —5 Glieder der obigen — deren Convergenz bei 
fen werden ſoll, bezeichne man durch J 
ur a Ti Tas Ta, Dar — — Kb 

und ſetttzz 2) — 
—— +7, +T+% are, n 

fd erhelfet leicht, daß man die einzelnen Glieder der Sum 
Sauta auf folgende Art ordnen fann: 


at tn tm +. + he 















; a 
+ t, (u, Y u, + * + 4 +. ... Fr un) % a 
— his e tn, + u u, Be * +. .+ ir 
yash 33) IODH VEBE BIST Be —* 
+ tn (u er u, * ai + . Me. .. + m). 
\ er kan a nönlun. —* 1.69 
+ (t, +t, —— J J 
+(t, +t, + ) um 
— Ei Sal Mu 
* ++ + ++ BE 
+ Uo is wi 2% 
+(w+ u, )tan-ı. = | 
"r ‚+ (Us +u, * u, )tn-2 u Be 
y Ken Cu⸗s u IE DE ae SE FOL En ’ 
er Me in a 
Sant = —— + sum + s⸗ uen⸗ +... + Sn Und, En 
+ sten + Satanmı +... A Fate) 
welches wir der Kürze wegen durdy 
Sant = nf s’nt + U + J 
buichnen wollen. Es iſt aber offenbar: mE Minen! 
: U N Sn (um + uen⸗1 + der a $ “= 
U’ < salten + tn +... + —* J 
— J RR TORE T — Pe 
U< —— — aa —J— 
li ‚weil Er f 
oa — Pu = U * z R 
iſt: 


San. — Sn-+18' +. < sn (San = ne nic - ih 


Re 
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Laͤßt man nun. n wachfen, fo nähern nad) der Vorausſetzung 5. 
und 8'n ſich refpective den beftimmten Graͤnzen s und s, dagegen 
nähern fic) die Differenzen | a 
82m — Sn+iy San — S’n+1 ‚a 
beide der Gränze Null, Folglich nähert, für wachfende n, auch 
die Differenz { 
Sn — Sn 8’n+i 
ſich der Gränze Null, Das Product +4 Snrı nähert fich aber 
der Graͤnze ss, und ed muß alfo aud), für wachſende n, San+g 
fich der Öränze ss nähern, welches alfo natuͤrlich aud) von Sa 
gilt. ‚Daher iſt unfere obige Reihe convergert, und ihre Summe 
= ss — . 
6, Der vorhergehende Saß gilt auch, wenn die Reiben 
Los top bay dzy bay essen 5 
By a Bi rn ; ER 
negative Glieder enthalten, vorausgefeßt, daß diefe Neihen con- 
vergent bleiben, wenn man ſaͤmmtliche Glieder auf ihre nume— 
rifchen Werthe bringt, 
Die numerifhen Werthe der Glieder. der obigen Reihen 
feyen refpective ae 
00» Qı» On» O3» Qay Here. ; 
dos un @'ay Qlas Qar sare+ 5 


fo find nad) der Vorausfeßung auch diefe beiden Reihen conver- 
gent. Man feße i 

m=eeoe tra tra te tr. rn; 

nme, te, te: tes + ort en— 5 
und bezeichne die Summe der n erften Glieder der Reihe 

@o do 

eo en * 021 @'o 

@o, eı toi cdı +0 eo 

Goes racdı raoedı +0 eo, 

Beat ds tere te ed + or eo 

uff ... ee A A 
durch 34; fo fann, für wachfende n, die Differenz 
Zantt — Onti O’neht 
der Null beliebig nahe gebracht werden. Es ift aber Flar, daß 
der numerifche Werth von 
rg Sani — Si Si ; 
nie obige Differenz uͤberſteigt. Daher fann, für wachfende n, 
er San41 — Sn Sn 
der Null beliebig nahe gebracht werden, woraus, ganz wie in 
(5,), der zu beweifende Sat folgt. 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb. I. z 


A ENTER 
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Er Sey jetztttzz —— 


Ag, dı 8 a,x%, ax, a,x° DL 45 Bi RT 
eine nic den poſttiven ganzen Potengen von x EAROER | 
Heide. 1: Res 
EL DE —— Werth von an ſey au, fo wie Eder Au A 

riſche Werth von x. Wenn, für wachſende n, der Duotient 9 


a 
‚ ent _ i 








| en Br ar “ J 5 

| db der ori L nähert; fo nähert in 

— — 5. se FE * 
CnSn i un * 


ſich der Graͤnze LE, Die geheben Reihe iſt conbercent oder die 
vergent, jenachdem 

"LE<T be LE>1 — 
iſt (4.), d. i. REN A 


— & < w oder £ ER —7— N F ; ii e a ® 


ift. Nähere ſich alfo, ei — n, der. umerfge aus 
von 


x 


Ant AOER 

: Me ü D } A 
einer gewiſſen Gränge L, und kann berfelben ei maß nz 
bracht werden, ſo iſt die Reihe 


a , a xa E95 Ve Leer J 
convergent oder divergent, jenachdem x zwiſchen den Gegen 
i s=-wWi=+r Me 
L L: 


enthalten ift, oder nicht. 
8. Aus (6.) ergiebt fich augenblicklich) Bone eu: 
Menn ‚die Reihen 
6, 8,%, A,27,.05xX0, ——— 
Iunb,x, b,2%,b,x28,’b,2, 2.%% 
convergent find, und die numerifchen Werthe ihrer- Glidet gleiche 
‚falls ‚convergirende Reihen bilden, fo ift auch ah 
Er ; Se 
+ !.b, a,b x 
Br + a,b, +a, b,}x? 
+ lb +a, b, +8, b, + a, box S N | 
— daß b, a,b, # a,b, oe +2, b 12 Be | 


-r nn ——— —6 


eine convergirende Reihe. Die Summe bien, Reihe it = 
wenn s und s’ die Summe der beiden gegebenen Reihen fi J 


J 


—ö——— 





—— ae 1.2 


* 











”* 
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9. Eine Reihe mit einer beftimmten endlichen Anzahl von 
Gliedern kann immer als eine Reihe mit einer unendlichen An— 
zahl von Gliedern betrachtet werden, deren Glieder, von irgend 
einem gewiſſen Gliede an, ſaͤmmtlich verſchwinden. Fuͤr eine 
folche Reihe fann alfo immer n fo groß angenommen werden, 
daß, für jedes m, — 
Sn-+m Zi 5 = 0 
ift, fo daß folglidy eine Reihe diefer Art immer als convergent zu 
betrachten if. Demnach gelten die in (5.), (6.) und (8.) be= 
wiefenen Säße auch dann noch, wenn eine der beiden gegebenen 
Reihen, oder beide, .eine endliche Anzahl von Gliedern hat, da 
es für fich klar ift, daß eine folche Reihe auch dann noch jeder- 
zeit convergent bleibt, wenn man für jedes Glied feinen nume— 
rifchen Werth feßt. = | 

10, Bezeichnen wir jeßt die Binomial = Coefficienten für 
den Erponenten a nad) der Reihe durch | 
— BE 

eB', @B, «B, aB, eB,.....; | 
fo findet für jedes @ und y die folgende merfwürdige Relation 
Statt: 
n n n—-1 1 n=?2 2 1 n—1 n 

HB —.eB-$ «BY’B+ BiYB+ ..+ B’B + rB. 
Um diefe Relation allgemein ‚zu. beiweifen, bezeichne man die 
Br auf der rechten Geite des Gleichheitszeichens durd) P(n). 

a nun 


e+-y—n _ e—n Y 
n+1 EETT n+1_ 








e—n+1, y—1 
n+1. Fach 
eae—n-+?2 y—?ı2 


























n+1 le 
= + 
iſt; fo iſt | | 
ee m ea 
a 
end? Face. 


T2 
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n- V Re 
ati tr ıB. = — 
ee et. Henn * 








‘ Br vH n SAH 1 
+ BYB.-.7 + “B BEER N 


A 1 J 
+ «B — 4 7B 2 
A n—1 2 "ton £ eat J F FR 
= + BB + BYB+.+eBIB+ITB. 0 
alſo hat man die Relation: De 

















| ee. m. 
Aber ine raue 
yi)= Br 8B= ir, 
Alſo 
Na, 
= 
tr. «+y—1 
y)= 2 
Bu 2 
| — — — 
2 a 4 —21445—2 4 
— Re 
d u ſ. Kr N u ſ. f- 
u 
@ —1 —n+1 
pen) = Fehr n.er (etyom zer, 
welches die zu beweifende u war, 
11, Sey nun 


i(e)=1+ «Bx + aßx? + eBx3 +..+ «Bxn — 
K2 * er @(@—1)(a—2) R 
ei + An x 4 — 3 
ſo iſt nach (7.) R 
n+t n g—n 


än = «B, Ani = eB = Bean . 





Alfo 
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— — ih, wenn nm waͤchſt, der mimerifche Werth 
dieſes Duotienten fortwährend der Graͤnze 1, und kann derfelben 
beliebig nahe gebracht werden. Folglich, ift die obige Reihe con= 
—J— oder divergent, jenachdem x, zwiſchen den Graͤnzeũ 

x— — 1,x — 41 N. sr 
entfalten ift, oder nicht (7); \ 

Sexy nun x zwiſchen dieſen Gramen —— und &, 
Miles alfo < 1 ift, fey der — Br von x. Der 
ße. Werth von 
| Andıxuht \ an, 

\ ER a Sheir © — 
nähert ſich, fuͤr wachſende n, offenbar der — &, welche im 
vorliegenden Falle < 1 iſt. Daher bilden, ivenn x Sc 
den Gränzen 

x=- —1,-r +1 
enthalten iſt, die numeriſchen Werthe der Glieder unſerer Reihe 

auch noch eine convergirende Reihe (3.). Auf die durch 00) 
bezeichnete Reihe, und jede ihr aͤhnliche, iſt alſo der in (8.) be— 
wieſene Satz anwendbar, wenn nur x zwiſchen den obigen Gräns 
zen enthalten ift. ; 


12. Unter der Vorausſetzung, daß x zwiſchen deu Graͤmzen 
x= —1,x=-+ 1 
enthalten iſt, — die ER 


1+ eb + ein + uBx3 +... + Ven 4 ET 


1+ YBx + YBx? + YBx3 + ..+ YBxn +. 
beide convergent, fo daß alfo auch * eine Summe im eigent— 
lichen Sinne hat (2,), welche wir, wie in (11.), vefpective 
durch fl@) und fly) bezeichnen wollen, Auch iſt auf diefe 
Reihen der in (8.) bewieſene Satz anwendbar (44.). Bilder 
man alfo, wie in. (8.), - aus den beiden obigen Reihen eine 
neue Reihe; fo — man allgemeines Glied dieſer Reihe: 


122 


feB + @BTB + eBTB +... + @B IB + VBjam, 
di. nach (10,): | ki 
o-+YBxu 4 
fo daß alfo diefe Reihe die Reihe | 
1+ e+/Bx + ar /Bx2 4 ——— 44 a+YBxu +... 
iſt. Nach (8) ift diefe Reihe comvergent, und hat folglich eine 


29% — — 


wirkliche Summe welche der Analogie nach — E 
bezeichnet werden muß, Auch ift nad) (8.) i * Ik j 

Ele+y)= fte).f(y) ; & 4 
wobei aber immer‘ vorausgeſetzt wird, daß x sie dm 4 


Gränzen 4 
xı=-1, +1 — 5 J — 


enthalten iſt. a 


13. Sen jetzt zuerſt e eine pofiive ganze Zahl; fo‘ [7 
wie leicht. erhellet, el 
ei nr — — — el | 


Alſo iſt in dieſen Salle für iss — 


Eo)=1%+ oz + eBra + oBr> +. + Bram pop 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit 14% fo wird 
Kahn ee 
a 
+ EB Bj 


ie EHRE Bun. 
* ne #134 Bi 
a | + — 
* i. wie leicht erhellt: 
Fa).(i4xr)=1 + aHiBx + ax? J — x SE ne 


.. + HiBxe + eig , 
oder ; 
I(a)(1i+x)=f(a +1). 

Da nun offenbar * AL 
—J Er) ed x — DAL He 
ie ee ei —— 
* a 
82) = (1H8)(1+R) = (irre | 
3) = UN’ (IHR) (14x) — 
a ee ER 


# 


bolglich, für * poſitive & und jebes zn 
f(e)= (1+x)e. 
14. Iſt nun wieder « eine pofitive ganze Baht, und 
yz=— 0; r ift, wenn x zwifchen den Gränzen 
x — 1,x= +1 : 


uhalsen ift, nad) (12.) 








a 


"enthalten it: 


ee 


Alfo 


a 
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flo). H-a) = fle-e)=£(0). 
Aber And A er 
Bade t(0)=1. Fr a 


— 


a). f(—e) — ‚K-e)= = nr 5; Re 
® i, nah <a. I da @ eine pofitive ganze Zahl iſt: 
8 =) = Han x )« =(i+x)«. 


Rn 15 Die in (12,) bewiefene Relation: laßt ſich leicht noch 
allgemeiner machen. Es ift naͤmlich „ * x. zwiſchen den 
Graͤnzen — 
xo— — 


 Ea).EP)= ), 
- Ele).E(p)-Ey) =Ela+B) Ey) c 7) 
E(a).EP)-Ey). 8) = Fa thr N) =Fer+P+r7+9) 


u. ſ. f. 8 uff 
Alſo allgemein: 
fle).Elp).Ey).E(8)... =Flathßtrtirt-..)- 
Seben wir TER 
N ae = = y = PT Ro RE 


und die Anzahl‘ diefer Größen = n; ; fo folgt aus obiger Glei⸗ 

Hung augenblicklich: 
ee Vs 

16, Se nun — ein. Bruch, wo « pofitiv oder negativ 

feyn, 7 aber immer als pofitiv. angenommen werden kann; fo 


“ ift, immer unter der Vorausfeßung, daß x zwiſchen den Öränzen 


era —l,x=Htrl 
emaeen ift, nach) (15.), da y eine pofitive ganze Zahl if: 
FO =62) =. 
Aber nach (13.) und (14.): 
60) * (i+x)e. 


—J—— 
woraus ſogleich u wird: 


17. Iſt alfo x zwifchen den Gränzen 
s=—- 1, x=+1 
enthalten; fo ift nach (13.), (14.) und (16.) für jedes a: 
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Au)mlihre, Ai 
:d t u. —J A 


oder, um zugleich) die Gränzen — zwiſchen welchen 
enthalten ſeyn muß, wenn dieſe ig 
ſeyn ſoll: J 

«(2 —1) 


(1+x)" * ir ot —— UN: = 2% | — 





4=p +4 11 are 

u, = +. f-1 in 
u, =; +9: 1-1 RR, 
u ſ. f * ſ. fe. N 2 ah 
fey = Su; fo iſt — 
S=' Pt tpR tg tea rpm 000077 

+1 +. re. +G+ et ns! * 
welches wir der Kuͤrze wegen durch BER a 
Sn Ss 4m IT 4 
bezeichnen wollen, Nähern fi nun s„ und on, wenn m wächft, 
fortwaͤhrend den Gränzen s und a; fo nähert, wenn m wächlt, 
S. fich der Gränze — 
sS=s+ 0-1, a 
und die gegebene imagindre Reihe tft comvergent, Naͤhert ſich 
aber, wenn n wächlt, eine der beiden Größen sn und an, ober 
beide, feiner beftimmten Gränze; fo wird auch Sn, für. wach⸗ 
fende n, ſich feiner beftimmten Gränze nähern , amd Die gegebene 7 
imagindre Reihe folglid) divergent feyn. Hieraus folgt alfo,. daf 
jede imagindre Reihe Rn BON ee 
+9. r-1 [ 

Pı +4 r-1ı 

P:+ 9 Kr 

» +57 


\ 


convergent ift, wenn die Reihen 


Pos Pı» Pas Ps» Pas Pss 4 + 3 
G9, Jı» Ja 13» 44» 955 er 
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beide converhent find; ; im entgegengefeßsten Falle ift bie in Rede 
en imagindre Reihe divergent. 


Multiplicirt man die imaginaͤren Größen 
e0s® + sin8Y. —1, cs’ + sne'Y—1 


in einander; fo findet man ! nad elementaren trigonometriſchen 
Principien, das Product — 


rn ..,008(9+9) + sin(O+O)Y—1 ne 

Sieraus ſchließt man ferner leicht, daß das — der Groͤßen 
ces@ +snoYf>T 
ie ’ coso® +sneY—Z-i 
* 050" »*sino"Y 1. 
cos 8" + BEL ie 
= e0s(9+9'+0”+6”" +...) + sin (0+9'4+0” +0" + or — 
iſt. Iſt alfo n eine befiebige pofitive ganze Zahl; fo m 
(605 0+sinoY—1). = eoe no inas FR 
Ferner iſt nach dem Obigen 
jcosn® FainkorT-Tifeor—n6) + en Her} 

= e0s(n9—n8) + sin(n98—n0)/ 1 —=1; 

alfo, wenn n eine. pofitive ganze Zahl ift: 








1 
cos(—n®)+ sin(—n9)Y 1 —= 
( Ir ‘ ) eosn®+ sinn®Y u} —7— 
1 — — 
= = cos 0. snoY_-ıi)n, 
"(eos 8-+sinOY — I)u \ ger I 


92 — ein Bruch), defien Nenner pofitio if, der Zähler aber 
poſi * oder negativ ſeyn kann; fo iſt nach dem Vorhergehenden: 
(cos =P + sin — p» ri)" = cosnp+ sinnp Y-1 
= (cosp + sinpY 1"; —— 
alſo 
‚cos =p + sin A = (c0sp * ein AIyn 
ſo daß folglich für jedes n; 

ir (ep + sing Y—1p = Cohn + sinnp’_—-T 

if 
| Jede imaginäre Größe a-+-bYT läßt fich auf die Äh 

e(cos® + sin@Y—1ı) 


bringen, wo E immer pofitiv ift, und der Nodulus genannt 
‚wird, Aus der Gleichung | 
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MN a$bYy-im=e(l000+ sin OY 73. a 
folgt nämlich: — — —— 
ec ⸗ mh; Rh, ; 
el +inge)rmanrb;t 













e=Yarb, =, — u 


Hierdurch find- E und © völlig beſtimmt. Aus dem Dorherges 
henden folgt : Eu a ram 
(a+bY Ip = @(cosnd+ sinnoY’—_T). 

20, Noch fügen wir, bevor wir zu weitern Betrachtungen 
über die inraginären Neihen übergehen, folgende Bemerkungen über 
die reellen Reihen bei. — 

Aus jeder convergenten Reihe mit lauter poſitiven Gliedern: 

* tto tan tan tan bar ern A eg 
erhält man, immer ‚auch eine, convergente Neihe, wenn man 
einige Glieder der gegebenen Reihe, in willführlicher Anzahl, 7 
negativ nimmt, ohne den abfoluten Werth verfelben zu Andern, 
At nämlich s, die Summe der n evften Glieder "der gegebenen 
Heide mit lauter, pofitiven, Gliedern, sn die. Summe der n ” 
erften Glieder der. aus diefer MNeihe, indem man einige. Glieder 7 
negativ nimme, hervorgehenden Reihe; fo tft flar, daß, rückfichts 
lich) des uumerifchen Werths, die Differenz > BRGE EIN 

Sonn — * Sn: — 
nie groͤßer als die Differenz 
—— nm n Tr, En, oe 4 
iſt. Diefe Differenz Fann aber, wenn nm wmwächlt, der Null be ° 
liebig nahe gebracht. werden, welches alfo um fo mehr aud) von ” 
der Differenz { “ e N, 0 

. ale Sn-kn — Sn ne 
gilt. J > 

Multiplicirt man die Glieder einer convergenten Reihe mit 
lauter pofitiven Gliedern mit poſitiven Größen, deren feine die” 
Einheit iberfteigt; fo if die auf diefe Weife entftehende Reihe eben- 
falls convergent,. wie fehr leicht durch ganz ähnliche Schlüffe, wie 7 
vorher, beiviefew werden fan: Da nun diefe Neihe auch con 
vergent bleibt, wenn man einige Glieder, in willführlicher Anz 
zahl, negativ nimmt; fo ift flar, daß man ſtets eine comber- 
givende Reihe verhält, wenn man alle Glieder einer convergiren- 
den Neibe mit pofitiven Gliedern mit beliebigen, pofitiven oder 
negativen, Größen multiplicirt, wenn nur der numerifche Werth 
£einer diefer Größen die Einheit uͤberſteigt. | 

Wenn, ER = 

bo, t,, tay tz; ta y eene 5 Y 
We Roy Us, Un; U U yoerrı. ’ | 





x Binomifcher kehrſat 299 


— Reihen, und s, s deren, Summen ſind; ſo iſt auch 
tust, Fa sitzt, tag neun 


ein? convergivende Reihe, und die Summe diefer Reihe = sts‘, 


Die Summen der. n erften Glieder der beiden erften Reiben En 


feyen Sur Sn; fo it & + s° die Summe der nv erften Gliedern 
der dritten Reihe. Da. nun, ivenn m waͤchſt, Sn und sn fic) 
fortwährend. den Gränzen s und s nähern; fo nähert: ſich, für 
wachſende n, offenbar sn + 8, immer mehr und mehr der Öränze 
sts, und fann derfelben, eben fo wie 5. und Sn ihren Grän- 
en, beliebig nahe gebracht, werden, Alſo ift die in Rede ſehegde 
Beh convergent, und ihre Summe = E un s — 


al Wenn 


ton-tyy ka, tayita, nd 
‚U, WU, u ⸗ U;, U}, *** 
zwei convergirende imaginaͤre we und deren —2 ð und ð 
ſind; ſo iſt immer auch 
to uo⸗ —20 
ut um. ur 
RE RR RR re J 
to u +, ww +, wu, + u 
to ua Fata u⸗ * 40 +tb; u rt, +% 
ZIERT ‚ Mia 
eine convergirende Reihe, deren Summe = SI iſt, wenn nur 
auch die Moduli der einzelnen Glieder der beiden gegebenen Rei— 
ben convergivende Reihen bilden. 
Man fee (19.) | 
tn = en (cos 9n + sin „Y 1), un=e'n (cos On + sin 91); 
fo find nad) der VBorausfeßung - 
| Co» @ı9 023 Qan 0a) 2527**23 
dar ds ea» 3 ea sy 
Be Reihen mit lauter pofitiven Gliederm Folglich find 
au 
00 cos 9,5 0,0080, , 0,008 @,, 03 608 O; 5 ....5 
e,5in ©,, e,5in@,, E,5in®,,0,5in®,, +...35 
Co cos © ,, €, cos, , ge’, cos @',5 05005 ..3 
e', sin O4, €, 5in@', , E,5in @',, 0,506, 
convergivende Reihen (20.), deren Summen wir vefpective durch) 
8, 0, 8, 0° bezeichnen wollen. Auch bleiben nach (20,) diefe 
Neihen offenbar convergent, weun man für jedes Glied feinen 
uumeriſchen Werth ſetzt. Alſo ſind nach (6.) auch 
000 ,c05s 9,c0s O 
000’, cos ©,cos &, ++ g,0',c08 9, c05 0, 
0090,0059,c08 0, + 0,9, 0088, cos, + 2,0, 005 9,008 ©, 


* * u, + 2 
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ass Oz ent et — 
0, 0’, sin O sin ©’, + DO. 
‚Roe'zsin ©, sin O5, — ER +2 efosrn ine 13.1 
n: — 
800’, 008 9, sin Hai u! —— | 
0, 0’, cos @, sin ©', — 0,00008 0, sine, 170 ya 
0.0, 005 9,sin &, + ei dı 00 9, sind, + LTE * 







a we Ef Fa om : 

600’, sin ©, cos &, — — —— Any RE 

000 ',sin®, cos —* 0,0, sin 6 000, en Dee r i — 
er, cin 6,0 eh, e0s®', De 


u ſ. f- j , n. ſ. f * 
convergirende Reihen, deren Summen tefpective ss’, 00, SC’, 
os find. Bezeichnet man nun die Glieder der * Reihen 
reſpective durch ER FEN 

Tor Tıs T., T,, To Trug 0 ü J 
U,, U,, 0,, U,, U,, U,, ....,; na 
Pte 2 Tier venen — 
PETE An, REN i 
fo find au “RO 
IE EDER de 
T, + U, T, + V,, T, +U,,T, + us, — 0 
eonergirende Reihen, deren. Summen ss” — 00, se-+ LE 
find (20.). Alſo it u ge J 
J — hg * 
TU, ED en 
TR, —U, + (T, urn \ j 
T. U +(T,;,+ U)Y-1 
u. ſ. f- u — rs (6 kB: 
eine couvergirende Reihe, und 
ss’ — 00° PN m : 2: 
die Summe diefer Neihe (18,). Allgemein ift nun 2 


ta um == @ne'm(cos On + sin Our —1)(c0s Om + sin in r- =) 
= On en 008 On cos Om — enemsin sinn 5 
+ fon e’m cos Onsin O' + ene'msin On cos le Pr | 
woraus fogleich erhellt, daß die Reihe —— 
to Pe 3 ix — 
tu, +t, u⸗ er 
t, u, + t, u, Ft un, ° | 
u, u +, w tr u —— 
RAT, uwi.h 





# 
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— im Folgenden durch (R) bezeichnet werden ſoll, mit der 
Reihe 
T%,-%+ (7, + v3Yr-i 
T, — U, Pr, >) EL 
"m; -%+(1, + vr Zi 
| T%,—-U+(T,+U,)Y-1 
N 4.56% wth 
einerlei ift. Alſo ift die Reihe (R) convergent, und ihre Summe 
= ss’ — 00 + (s® + aY-Äi=2. 
Nach dem Obigen iſt aber 
—s 4T, s 4——— 
ss’ — ss’ — 00° + (so? + os RER ; 
Folglich Z= SS, w. z. b. w· 
22, Um zu beurtheilen, ob die imaginäre Neihe 
pP + rt 
— +ur<T 
p. + 2r-1 s 
PB +9 ri * 


. [3 [2 * * . 


fonserairE, oder divergirt, bringe man , diefelbe auf die Form: 
eo(c0s@, + sin, Y—1) 
e,(c0s@, + sin, Y—1). 
e,(c0s@, + sin 0, Y’—1) 
nie 0, + sin 9,r—1) 
Naͤhert nun, für —— n, das Verhaͤltniß 
En+i 


: en. 
ſich einer beftimmten Graͤnze; fo ift die Neihe 
00» Qı» O2» O3» Qay ++ ++ 9 
deren Glieder ſaͤmmtlich pofitiv find, convergent, wenn diefe. 
‚ Gränge < Lift (3.). Alfo find auch die Reihen 
00 cos O,, 0, 608,5, 0,005, 5 03 005 O.. +»... 5 
e,5in 9,5, E,5inQ,, E,5in O,, 85inQ,, +... 
eonvergent (20.); folglich) auch die gegebene Reihe (18,). 
Iſt aber die Graͤnze, welcher, für wmachfende n, das — 

haͤltniß 

ni 

en 


=» 
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ſich nähert, > 15 fo wird 08, wenn wir dieſe Grin; e durch 1 
ee immer eine. Groͤße T ‚von ſolcher Beſcha — 
en, da J 












L>T>1 Ä 
ft, und n wird man immer groß. genug annehmen Können, J 


——— — > Ten ; A “ 2 


— 5 4 
— Gute > Tone 5 h 
fee ge 
if. Hieraus ergiebt ſich 
en Ton 
@n-+2 > T’en Ne - 
On+3 > T’on #3 N NER —* 
On > —* 

u. Euch * or 
Die Potenzen- von T -wacfen, da T>1 if, über alle 
Gränzen. Alfo waͤchſt aud) On4, mit x, d. i. en mit n, über 
alle Graͤnzen. Nun — aber a 

(Pan)? + (m)? , 
und kann folglich ae n nicht über alle Grängen wahſen wenn 
nicht wenigſtens eine der Größen pn, Inr ruͤckſichtlich ihres ab⸗ 
ſoluten Werths, mit n. über alle Graͤnzen waͤchſt. In einem 
ſolchen Falle iſt aber immer eine der Reihen, deren allgemeine | 
Glieder Prr Gun find, inkeeler: weil dann für eine ſolche Reihe al 
die Differenz e: 





— — u > 
. "für m= 1, der. Null nicht beliebig nahe gebracht werben fan 
wenn n wächft, da dies doc) für jedes m Statt finden muß 
wenn die Reihe convergent feyn follte (2.). Solglich iſt Bag d 
imaginaͤre Reihe divergent, wenn L > 1 ift (18. 


23, Vetra chten wir endlich noch bie Die — 


a,(c0s0, + sin® — 
a,x(c0s@, + sin®, veT) 
a,x? (cos , + sin 0,1 —1) 
ae ri 23 


Die numeriſchen Berthe ı von: a. und x feyen a und & - Der 
5 Re: 
' AnPu 


en 
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nähere fi), wenn n waͤchſt der Graͤnze L; naͤhert 
en Ent = Ent 
R 'Anfn n en Br 
i fi, der. Gränze LE. Seßen wir nun, eine iltügeige Solge 
der Vean annehmend daß die Reihe 
rt, 2,27, 8,X, 0,8... 
ibereinfimmenb fey mit der Keibe 


00) a8, a, um; ut, — a, 
Nach (22.) iſt die Reihe 
I wsleosta+ 9) + Sina NT] 
"ru .a,$jceos(n+6,)+ sin(#+9,)Y 1} 


a,&°|cos ©, +sin ©, — 

0, &°{cos(n-+ 9) + sin(m+ 9,71} 
a,&?}cos ©, + sin 4r—1| 
@,85 fcos(r + ee + — N 


convergent oder divergent —— L5 <1, ve lLE>1, 
de ti, jenachdem 5 < r z oder & > iſt. Die letztere Reihe 
bringt man aber leicht auf: 
_ 0,(c0s 0, + sin®, — 
— 0,8(c0s®, + sn@,Y—1) a 
@,8?(c0sQ, + sin@,Y-—-1) 
— 0,8 (cos, + sin@,Y—-1) 
; @,&°(cos ©, + sin e,Y-1) 
— 0,8°(c0s@, + sin, Y—1) 
d. i. auf: Er Di 
a,(c0s@, + sin9,Y—1) 
a,x(cos®, 4 sin®,Y—1) 
a,x°?(cos@, + sn®,Y—-1) 
2,x?(cos®, + sin ©, 1.723 
a,x?(cos@, N sin6,Y —-1) 
ho daß alſo auch dieſe Reihe convergent ober divergent iſt, je⸗ 
nachdem 5 <— - / dr 5> Fr d, i, jenachdem x zwiſchen den 
Bin | 1 
ı= —— — * ie 
L 


enthalten ift, oder nicht. 


J 





BR Binomifhe —* re 
2 Bit wollen man die Reihe: 1 

1+ ee eos o ein sr | es 

+ aBx? (c0s2@ + sin20Y’—1) 

3 — RR 

4 eBx? (c0s3® + sin3oY—1) 

+ “Bx*(00s40 + sin4eY’—1) 










ee 


zu fummiren fuchen. Aus (11.) und (23.) ergiebt fi —— 
daß dieſe Reihe convergirt oder MEERE: u; x zwischen 
den Graͤnzen 


enthalten ift, oder nit, * iſt Klar, daß der Modulus de 
Gliedes | | 


Re + — | 
der pofitive Werth von «Byxn ift, und daß folglich, wie fogleich ’ 
aus (3.) und (11.) erhellet, unter derfelben Vorausfeßung in 
Bezug auf die Gränzen von x, aud) die Moduli der einzelnen 
Glieder obiger Reihe eine convergivende Neihe bilden, Daher iſt 


der in (21) bewiefene Sas auf diefe Reihe und eine jede ihr 
aͤhnliche anwendbar. 


Setzen wir alſo fuͤr jedes zwiſchen den Graͤnzen 
x — —1,x* , 1 
enthaltene x: 
fa)=1+4 eh (000 + — 
+ «Br? (cos 20 + sin287—1) Pe er 
+ eBx? ( c0s3@ En sin30Y 1) el} 


+ .oBx3( c0s4@ £ sin49Y —1) 
+ % PR Re a rer, 


Im =1+ YBx(cos 0 + ner 

H Tür (00120 + sin28Y 1) 

+ TBx? (eos 30 + in 3z0 1) 7 

+ YBx (c0s40 + sin40Y —1) N — % 

+ . . » oe e = Le } ” — a — 7 

je, ergiebt fih aus (21), mit Anwendung von (19.) und 
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de 0) * 
1 & Ieb + rbix(eor 0 sin er =T) 
a J En eör + Li: Kam2® + sin2eY=7) 
4 3 + «Br + «br F YB}x? (cos3@ + sin3eY—1) 
* — en P} . .e — ... .. . s .. 
=1+ «trbr(enng + sin oY —ı1). 
fe «+7Bx? (00520 + sin20Y —1ı) 
9 ————— (60530 + sin30Y—-1) 
+ — + sin4eY—1) 
En . ... 00° u. 
d, i. für jedes x — den ER 
— ‚z=—-1,x= +1: 
EN fle). ty) =fle+r). 


25, Sey zunaͤchſt & eine pofi tive ganze 3a f, und 
beliebige reelle Groͤße; iſt bl, x eine 


Ke)=1+ ebx(eos@ + sin ee) 
- * Ex (00620 + sin29Y—1) 
\ + 36 (60630 : BOTEN) 


l 9 J De Er - 
/ EEE © Be re sineaoY_—-1) 
Solglih, wenn man, mit _ | 
| 1 + x(cos® + sineYf—1) 
multiplieirt, nah) (19.). 
f(e).{14+x(cos O+ sin — | 
+4, * eB)x(e0s0 + sine’ —1ı) 
4 («B + «B)x? (e0s2@+ 207-7) 
+ fer + N «aY —1) 
+ eBxeH (cos («+1 O+sincc+1) eYZT) 
=1+ erben 6 4 sin@Y —1) | 
+ eFißx? (c0s20 + sin2oY—-1) 
+ aFBxe(c0sa0 + sina8Y—1) 


a1 En 
+ “HBxaHl ( cos +1) 0 + sin@+ no —1), 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, I. u 
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De i— TER 
f(af1) = f(a). — 

Weil num Be 
E11) = 14 x(008 @ + sin or y — J 

ift; ſo ergiebt ſich hieraus, ganz wie in (13.), daß, für ja | 

ganze pofitive & 

” Kam = = [1 +2(00@ + sin ern 

13 + 


26. Iſt nun wieder @ eine poſitive „sense Zahl, — 
y=— a, x aber zwiſchen den Gränzen — — + enthal⸗ 
ten; fo folgt aus (24,): ; 
f(e). =) =1; ; | 
alfo nad) (25.): : Sau: 


— 








6-2 4) * = [1420000 + ner=n|-. 


“ 1) in * bewieſenen Relation kin! leicht, gan. vi | 

in +/1 } — 
oft ah m 

wenn n eine poſitive ganze Zahl iſt. Iſt nun ein poſitiver oder 


negativer Bruch, wo a poſitiv oder negativ ſeyn, y aber immer“ 
als pofitiv. angenommen werden kann; fo if, immer unter der 
obigen Vorausfegung in Bezug auf die Gränzen von zz 


I:(&) NED it 


i (2) = Itey]7 = [i+ 30000 F or. Ki: 4 
In alſo x zwiſchen den Graͤnzen — 
i=— 1,2 % 1 
enthalten; fo iſt immer 
la) = — sin ern] 7 
Setzen dir jetzt | 
1-Fx(cosQ+sin or—i)= * eh + ——— Rule: SE 
fo wird — 
ocos ꝙ ————— esinpg = ——— Sa 
ge? = (1+xcos0)? + x?sin 0? EI 
= 100%; ! 
ER „23 * 
ze — die: so: Faaker — 


\ 


sing = 








Binomther ceheſab. 


Da: x zwiſchen den Graͤnzen — 1 und + 1 enthalten iſt, ſo 
iſt cos ꝙ offenbar immer poſitiv. Alſo wird den Gleichungen 
ecosp = 1+xcos ©, gsinp = xsin® 


durch den zwiſchen — 270 und + 27% liegenden Bogen 9 ge⸗ 


nügt, für welchen 
a xsin® . — 
— 14xcos 0 


if, gie diefen Bogen ift folglic) 

1-+x(cos O+sin oY—)= eh cos O+x: ‚eosg-heing = IK 
Alſo nad) (19.) 

f(a) = (1+2x cos 0-4 3278 (cosep-+-sin —— 

für jedes zwiſchen den Graͤnzen — 1 und + 1 enthaltene x. 


27. Durdy Vergleichung der reellen und imaginären Gfie- 
der in. diefer Gleichung — ſi ch fuͤr jedes x Ba denfel= 
Mn Graͤnzen: 


(142x000 + 3° Foosag 
1 2 — eBx? e0s20 + aBx3 39 + ....;, 
(1-+2x cos 94x22)" sinap 
—* ——— + eBx2 sin20 + 3 sin30 + . 


wo immer @ der zwifchen — 3 u und + 3 ent elek Bogen 
if, * welchen 


Be 'xsin® 
Ben "1-+xcosO 


if, 
i 28. Sey jeßt die Neihe 
1 + B(arbV IT) + eB(atbY-T7 
+ * +bY—1) 
+ «B(a-+-b A 


zu ſummiren. Dan feße RI. 
artbr 1i= Sr se ; 
fo findet man 
; ‚= Yarb, 98= ‚sino-— 
und unſere Neihe wird: : 
‚1 + «be (cos © + sinoY-—-1) 
+ er (eos 20 + sin20Y —1) 


4 eBo? (c0s30 + singeY —) 


12 
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Sro=Ya”+ Br ii T ift dieſe Reihe are wie aus. 
dem ——— erhellet. Nach (26.) erhält man LE 






re 

voranggefeßt, daß Y immer zwiſchen den Seinen — — tm m 
+ +77 genommen wird, Ferner if | 
EEE — +b = aa) +. 

Alſo iſt für: ee RL 

——— —— 


die Summe unferer Reihe nach (26.): 


era]? ‚loos (@ Arc tang m) — —— tang ea * J 


20. Bevor wir zu andern Enttuicefungen abe die Si 
mial-Neihe übergehen, ‚wollen, wir. zuvörderft nod) einige andere T 
Summirungen einfchalten, welche fid) aus dem Dbigen leicht 
ergeben, Suchen wir zuerſt die Summe der id er 


1 + be + sin O/ — 


cee⸗o a sin2oY —1). A Si 





= (00530 F sin 301 = 


= un En 8 8 8.0.2 08. $ 


Selen wir in der in (26.) ſummirten Rehe 
ö 1 k » 
& pn RT x — . * za 
* 7 * Bu, % 


fo wird nach (26) 
1+ (00. 04 sin eY ZT) 


+ 25(c0s20 + sin2eY—1)(1-7) 





+7 2. la + inet -T I )-2r) Sa 


00:48 * in Y-T) 1-23) un 
en 


1 
= (1.4 2yzeos © + y°x2)ız(cos‘, + MER r ee 





fuͤr jedes x, welches zwifchen den Grängen — 


1 


x—— sat a 


enthalten if. Der Winkel ꝙ wird aus. der Gleichuug 


yx sin 0 


ey * 1+yxc0s® 


— +7 und + 370 genommen wird. Laͤßt man nun den nume- 
rifchen Werth von y in's Unendliche abachmen; fo ergiebt ſich 
aus obiger Gleichung, bei welcher man zu bemerken hat, daß 






1+ 7 (c0s © + sin erZT) 
A | ‘ ze 
+ j(e0s20 + sin20Y 1) 


* 1% — 
+ 75,3(°0s30 + a 


Ds 


x+ 


E= — sin 420 —1) 
ET TER 





für jedes x zwifchen den Gränzen 


x — — 2, 3m > 0. 


Sey jeßt 
— 2,xxcs0 + YPı’=J4; 
ſo it a > 1 2 
004 = =3,,=7|rc00+ 7) E 


alfo 
J 4 Yx2 
(1+2y%xcs0 +?) = lur.na eos 04 2, 


Nimmt nun y ins Unendliche ab, fo nimmt auch A iws Unend- 
liche ab. Die Gränze, weldyer 


xcos 0 + I 
ſich nähert, iſt = xcos O. Die Graͤnze, welcher 


1 
44 


ſich nähert, wenn 4 ſich der Null nähert, ſey — e; denn 
daß es eine ſolche Gränze wirklich giebt, foll ſogleich gezeigt 
werden, indem wir dabei zugleich zu der Beflimmung. diefer 
Gränze felbft gelangen werden, Es ift nämlicd) 
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| beſtimmt, unter der Bedingung, daß go. zwiſchen den Gränzen 


die Neihe auf der Linken Seite convergirt, augenblidlih: :·: 


x 
= Lim | ( + 2yx cos 04 5 23% (cos + sun —1 | 


& 


————— Bine Lehrſahe 


14 Cos © + sn oT) — — — 





Be + 200820 + n2arı) 0 21. m h 
+ Iceoꝛ so J sin36 D 
WE — ft f 
= Lim|((14+ art 2 ap Eu sin S a) 
alfo fir © =0: 


x 


— x a en $ # 
a +; u i 


RK 


ze —— 
7 f 
. iR 





de Lim (14.05) 2 3 
ER Lim|((14+32) ? er 
Da aber 3 = wenn y abnimmt; ſich der Null Immer mehr u 
mehr nähert; fo ift offenbar | 
— Lim|(( 14 a 2 jet. 1% 4 
64h Intrsatr ner ee) 1 ; 
für jedes x zwiſchen den br 


x — — o2,x=+». 









Alſo fir x — 1: re 
Limfa+02l=14+ 4 2, — 1 tn re E 
wodurch e beſtimmt ift. Daber if : 





— 


mt re = —— 
‚Da nun, wenn y abnimmt, 





yx sin © IR URN \ 
mE Teen d " 
fi P oda d der Null immer mehr und’ mehr naͤhert; ſo aihen 4 
p RE RK 
N p — 
tangp Te) Re h 


fi augenſcheinlich — der Einheit, wobei im bemerfen 
iſt, daß p und tangp immer gleichzeitig Pen UN AR ungen 
find. Ferner iſt 
ARE EB. xsin © 
. Y ne: 14720050 





* — 
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Alfo nähere 2 fi, wenn y abnimmt, immer mehr und ddr 
der Größe x sin®. Es if ‚folglich 


Lim |(14 27% cos 04 y2x2)%7 cos | = ex0050cos(xsin ©), | 
5 | 
Lim |(1+2yxcos 9+y?x?)7 ein? | = ex008 @sin(xsin 0), 
* 1 ‘ .. 
Lim|cı +2yx os 047°? )W (cos? + sind .YZ7)| 
== excos e| cos(xsin®) + sin(xsin®).YT — 1} r 


Bir erhalten alfo: 
1 (008 0 + sinoY-—-1) 


7 2 (0020 4 4in261 7) 





x3 * — 
+ 755(°0530 + sin30Y —1) 





- + = (0049 + sin40Y —1) 
RO RE 
== exc050 | cos(xsin 0) 4 sin(zsin ©). r=-1 br 


für jedes x zwifchen den Graͤnzen 





x — — .,xo +». 
Um e zu beſtimmnn feße * 9.0; ” wird - 
x? 
HH 3* 2* 


fuͤr jedes x swifihen age Sun Si x41 — 
e=1+-— ratmatnaten 
wie vorher, 


Aus DVergleihung der reellen und imaginaͤren Theile in obi⸗ 
ger Gleichung ergiebt ſich: | 


Re > = 


1 * —— eos 20 +7 zeos 30 +. 








‚ex 0050 sin * * 
— sin © + 2zsin20 + 
für jedes x — 


x— — o,%3=H+9%. 


Setzt man O=4n; fo iſt — | } 





13 zin30 +. 


J 
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oh, 








u, ind 0, in s0 =-1, ino= un RR 1 
: f IA TER. — 
Dies giebt RN 
—— er + —— 5 
Er 
binx — x — 





ie 1 rt RT 
— — | wen TE A 

für jedes x zwiſchen 
xzc—-o,x=+o». 


30, Die Summe der Reihe 


\ 


(0050 + sineY—-1) 
x? —— 

— z(00820 + singoY’—1) 

+ "(0830 + sin30Y—ı) 


— 5100540 + sinaoY—1) 
Eile a ae re ee a i2 
laͤßt ſich in dem Falle, daß x zwiſchen den Seinen * 


enthalten i, ebenfall8 aus dem Borbergehrnben ableiten. Se 


zeichnen wir naͤmlich die Logarithmen, deren Baſis == 6 ‚a. 4 j 
iſt, durch 15 ſo iſt 


(14 28 cos 04 xꝰ * RR „delli+axeos O-4x2) | 
Alſo nach (26, ) für jedes zwiſchen obigen Seinen eisen x 
1 + x (cos 04 sin ers) 





ala 


+ TR (00204 sine ZT 


e(e—1)(a—?2) 








eg 2 (ds ner) 
„ei NET Ne r00s40 + sine ZT | 
+ ⸗ ———— . ° o er 7 . . . » [} 2 \ N 


a azal (ie 2x 008 OH) op + sin pr—i) 

für 2% \ a 

| ae item.) 
EPT TrO 

Nach (29,) ift num 
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ER Ai Al ED Me yr“ 

® —— Te 
f iR 7 ii 73 24 .z6 d r 
nee 
—— z? z> 2’, 
231.5 


für jedes y und z, fo daß alfo diefe Reihen, weil fie ſich fum- 
miren laſſen, aud) für jedes y und jedes z comvergent find, 
Da allgemein u 





yn-+1 N * y ; 
a 1...(n+1)'1....n n+1’ 
Be zu-+2 zu 2? 





f...(a+2)1..n G+)a+2 


ift; fo ift Flar, daß -diefe Quotienten, wenn nm waͤchſt, ſich fort 
‚während der Null nähern, und daß alſo unfere obigen Neihen 
aud) dann noch convergent bleiben, wenn: man für jedes Glied 
feinen numerifhen Werth fest (4.). Man kann alfo auf diefe 
Reihen den in (6.) bewiefenen Sab anwenden, . Dadurch er⸗ 
hält man: 
eixcoßf— 1 


ex f?x? 
1, T.2 





a? x? ax ß?x? ß* x4 
BEE VAR ach 
a3 x3 w2x? tx? ax ß*x* ß5 xs 
Beta wa 24.547 3..0 





exssinx—= — 








P + a? x Pr ex ß? x3 p’x® 
BE BR RZ U VOTE SE US 
a3 x3 px a? x? ß? x3 ax p° x5 ß! x?’ 


12:38 ung ee a TE TORE Fra TERN 


+ N Ba Er AB Tr a Beh Ziel. FERE SCR 


— — 


Alſo | 
% eax(cosßx + sinfxf —1) = 
ns +)Je+Y=T/2 

— +2 7 el 


En + je +30 HT ae Gere Pe 


Wi Sirene Lehrſahe 


jr 160? Bi r-i+ Dr = A 


+ . “ — . . .e ... . — 3— . .. 


= 1 = 
N en 
+)e +2 (7-0) + url en 
+|or 436° Ha, "Re, E 2 
+ jet DT 


re ee a We nen. 


d i. 







[u 


erx (cos px + sin&YT) = — 
1+(a41=9.7 | 
+ le+H 7. 
i —— x3 
| + are 4 
Na. er 
+ . . « “ . “ . . 


dolbuch nach dem Obigen 
Ccos o 4 sin eY-i) 
+ —“ (cos20 + sinzeY—T) 
+ lee —Dya (00:30 + sinsoY—1) — 


na re 


ae 
ä u + + 2eo 04") + yV- — — 
* Ita+2eo0+ 3) + yY- ur 





. 


Hose 


+ Ins zonsa40) + Ya * 


fuͤr jedes x zwiſchen den Graͤnzen 
x=-—1,2=+1. 


RR man nun auf beiden Seiten dieſer Sina die Eine g 
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I auf, dividirt auf beiden Seiten durch @, und nimmt, indem 
° man «@ ins Unendliche abnehmen, d. 5. ſich beliebig der Null 
I nähern läßt, auf beiden Seiten die Gränzenz fo erhält man: 


ZTeos 0 + sin oY Z1) 
* ceos 20 +sin20Y—-1) ER 
‘+ (60530 + inseY—Tj 
— 5 (60540 + sin40Y—1) 
= 11(14+2xcos9+x?) + gY—1 


für jedes x zwifchen den Gränzen — 1 und + 1, wenn man 
9 aus der Öleihung RN A 
| xsin® \ 


— 1+xcos® 


beftimmt, unter der Bedingung, daß P immer zivifchen den 
Gränzen — +rz und + +78 genommen wird. Die hier durch 1 
bezeichneten Logaritömen nennt man (befanntlih) natürliche 
oder hyperboliſche Logarithmen. 


Durch Vergleichung der reellen und imaginaͤren Theile er⸗ 
giebt ſich, immer in Bezug auf dieſelben Graͤnzen von x: 


41(1+2xcos®+x?) 
2 2. 00680. 00848 
cos 9—7.c0520+ 7 cos 5* c0os49 + .... 





x 
1 


xsin® 
Arctang — 


—— x — er 
= 7sn0— —sin20+ 7 ind — 7 sin40 FR 


Für © = 0 erhält man: 
li -x+xX)=1l(i+rxR) = 


> RR er N Se $ " 
BEREIT Ge 
ud fr © =}m; | 
x x: x® x? x? 
Are az os 


für jedes x zwiſchen — 1 und + 1. Arctangx iſt zwiſchen 
zz und 4470 enthalten. Alſo ift für x=1; ' 

ir=1l-i141- IE... 
„3. Wir wollen nun, indem wie wieder zu der Bingmial- 
Reihe zuruͤckkehren, die Reihe 





— * e 
+ HI rr=T ENT rn. jo 


+ — ER Marzi) 


. (e+ BY DICR Ye EI ET En 
1.2.3 


J. re hei ee a 
zu ſummiren fuchen. Sey \ 
a+b/-i=x»(osp+tsingl-1), 
(a+bY—-1ir» = #0 (cosnp+ sinnpY —1) N 
St et laei 

















= An(cosyn + sinyn.Y —1); 





fo ift (19): 
e+Y—1, _ = £ 
3,2, [ost trat ta) — re he hm). A 
He \ 
———— vo 


ER wenn wir © .° — 
N rn sn hnem —— 
ſetzen: | er 
ei — ÄRA I 
= an (cos Qu + Bi a 
und folglic) die gegebene Reihe: 
1 + x0,(c0s8, + sia2d, Y 1) 
+ »?0,(c0sQ,+ sinQ, r—-1). 
+ #30,(c052, + sin, rm 
+ x?0, (cos 2,+ sin En 
*8 ern RI, 
wo 
p=1+z, cos, + »20,005ß, + x»° er, +... F 
498* ⸗e sin Q. + #?o,5inl, + #’g,5inQ, + — ——— 
Die Moduli der einzelnen Glieder der gegebenen u bilden die | 


Reihe: 
"1, 0,%5 02%? 03%; gu=*, 05 *⸗ yo. 
und es ift nad) dem Obigen: 


En+i = @nÄn--i5 ** = Anti. 
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Da * nn St I... 
— — — Silent Kanu 1) 


iſtz ſo iſt 
IH We T le) He) 
| = (59) Ba 
y Oo ey — 


woraus man ſieht, daß fuͤr wachſende h) ’ Mar ober 
= . 





— 








ſich der Einheit ſortwahten näßert, — it — (23) 
NT 0,000, + sinn, Y IT) 
+ 220, (cos, Fisinf wur): 
+ 230, (cos ß, + sin, Fin 
“ "as (eos a. + BENEN, 
WITZ ELTEA 


convergent oder divergent, Köhachpehh x, welches immer pofitio 
it, < oder > 1 if, Man kann alfo, wenn x < 1 iſt, den 
Sat (21.) auf die vorhergehende , oder- jede ihrrähnliche, Reihe 
anwenden, weil nach (7%) ,; fuͤr <1, ofteatar * die 
Moduli 

1,0%; 02%*° 5 03#°, 04*°, 


eine convergirende Reihe bilden, . ‚Seen wir alſo, füie x < * 
— — —1)=1+ HN Ay ayar 9) 
+ HN a4 r ZI: 


+ Hr 1 MB (a-bYZi) 
” ET ur 


Ele, + Y7 — u+ar Pit 7) 


a 


tal a+Hr ZI) 
ren ® 
H k “ [3 . [2 —_g 


fo erhält man aus (21. ), % offenbar ba in (10.) bayniefene 
Satz aud) in dem Falle imagindrer ‚Erponenten —— bleibt, 
ganz wie in (12.): 


Fla+#Y-1).Flo,+ß,Y — = File+e,)+ @+B)Y ZW. 
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32%. Sehen wir nun: “ ER h 
Fle+#-1)= fa, ß) + 2, Ar En 
- denn daß unfere Function auf diefe Form gebracht werden funny | 
erhellet aus dem Dbigenz fo —— 

Ifle, 4 ple, BIYZUtkte,, B)+ DlesAYE 

= f(a+0,,ßBhRı) + Plots BHAIY—1 

= f(a, B)Ele,,B,)— Yle; P)y(e,, Pı) 

+ Ela, P)pla ßı) + Marz DAT BOU=E, 
woraus: 

f(o, 4) f(e,, B,)- * ur Balkan = take, 9 B+B,) Re: 

f(a, P)yl(ea,; ßı) 2; p(e, ß) fa; A)= = —— P+Pß,)- # i 

Alfo, fr a; =P, =09: 3 

f(a, ß)f(0,0)— Yle, 6)(0 'o) = ia, pP): 
f(a, #) (0, 0) + pla, R)E(O, 0) are P)» 

Aus diefen Gleichungen findet. man. 

f(0,0)=1, 200, 0)=0. 

Nun iſt aber, fr, =— aı Pı =—ß: ve 
Ha, B)El—e, —P) — yla,B)y(— —P)= E0,0) 
fa, P)p(—a,—P) + — — ner 99, un — 

Alſo 





f(a, ) —E 25 * Deren ——— -)=4 
flo, P)p—e, —P) + plas B)i(—a, —P) =. * ante 


Hieraus erhält man: 





Be, — ß) 
| Een} J— 
ne — 





| "Ta, a]? er 
Alſo 


⸗ fa, )—pla, BY 


Yo n]’r el D|* 
| Brest + {pte, 8)]? ; — 

= If, B)? α A) + PL; A 
= |f(e, P) + ala? — 








Folglich ae 
F(-a—YZ1) = [Peer]. J 
Nun erhellet leicht, daß 





Binomifher Lehrfat. 319 
Fle+pYA): Fl, +3, YA); +11)... 
=Flets, ++...) + FR+A+R+..)1 IT; 
alfo, für jedes ganze poſitive n: \ 
[Fe 71)” — 
pin, dem Borhergehenden ift aber: 
Fi-n— 1-1) = a a 


— 
öa -nay- orte rn], 


— 
ER 
R Fin Z1)= |Fle+Y Zn |”. 
Folglich ift für jedes ganze pofitive oder negative n: 

[FCa+pY —1)]" = Fine + 77) 2 
Iſt nun = ein beliebiger Bruch), deffen Nenner immer als Pos 
ſitiv angenommen werden kann; fo ift 

5 =a+n zerzi)|" = F(ne+nY 1) 
= |F(e+7pY ae 


Im rn" = m + =erZ1 
Alfo ift für jedes n: 
[Fee | = rn. 
Folglich auch: | 
|Fta)}" = F(ne), 
[r@Y=n)]" = F(npY 7). 
Aus dem DObigen erhellet auch, daß immer | 
| F(e).F($Y—-1) =F(e+pY-1) 
ift. j 
33. Sey nun 
Fe) = (e)]cosp, ( (e)  sinp,(e)- — 
fo iſt für jedes n: 
|Fce)|" — ſe. Ce)" Jeosnp, (e) + sinnp, (e).Y—ı] 
‚F{ne) = f, (ne)|cosp, (ne) + sin p, (ne). 1} : 
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aber Re EN 
—J Rn), 3). | RE 
Alſo — a Rue 
is (e)t" - ‚sosnp, (a) = * = $, t.Cne). eospu (ne). 5 
IR el" ‚sinnp,(e) = V (ne).sing, (ne) F 
Quadrirt man auf beiden Seiten und ——— ſo erhält man 
u] ce)f” =) ul, — % 


Folglich, weil (a), als der — der r imagindsen Groͤß 
F(«), immer, pofitio it 
| i ale = la) — 9 Re 
und demmach Kur: ; | 
x „sonnig, (a) ma = —— sinnp, (a) = — Sing, (me) . ah 


np, (e)=un + N ‚nmeismn er — 
wo x eine ganze, pofitive oder negative, Zahl iR 
34, Auf aͤhuliche Urt fep  _ — 1 
—V —*— — Un —— * E 
fo findet man ganz ‚wie Bor TE | 


a } —— 
wo wieder x eine ganze, poſitive oder negative, Zahl iſt. Au 


80, Unterfuchen wir num zuerft die Gleichungen 
a" =), aaa, 


vo n jede Zahl bedeuten kann. Wenn eine Function {a 4 
beſchaffen iſt, für jedes reelle a: un 


pof = vie) a 
iſt; fo it er x — 1: a 
rin!“ =v(e); ba —— 

vi, wenn man x für @ feßt: * 
ſHJ 
wo (1) eine conftantt Groͤße iſt. Es iſt alſo N 
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ee, 5,0 = faaf.. 


Da aber f,(1) und f, da), wie aus dem Dbigen erhellet, 
fitive Größen find; fo. fann man, wenn e die — s der na- 
| tuͤrlichen Logarithmen bezeichnet, 
| f,(1) = e®, 3,(1) = ee 
ſetzen wo © und © conflante, von a und 4 * unabhaͤn⸗ 
gige Groͤßen ſind. Alſo iſt 

* ()= — ef, E07) = e0R, 


Bevor wir ferner zu einer ‚nähern uUnterſuchung der Stei- 
Gungen 

* % np,(e)=%n + p,(ne) 
— — unp(P)= 2 (n) 


übergehen, müffen wir vorher noch zeigen, daß F(e+ er) 
eine fietige Function von e und 4 iſt. Man feße 


Fla+pY-D=e(cosp+singY — ET, 
[Fle+r= = ea(cosnp + sinnpY —1) ; 





aber 
{Flo+ 7 Hy = F(na+n$gY-1) (32) ; 
alfo 
— — = oe" (cosny +sinnpY—1). 
Man nehme & und 4 als conflant an, fo find aud) E und p 
conſtant. Laͤßt man nun n, wachſend und abnehmend ; wobei 
n auch negativ werden kann, vonn—= 1 an, alle Örade der 
Größe ftetig durchlaufen; fo werden auch) n« und nf, refpective 
von @ und 4 an, alle Grade der Größe fletig durchlaufen. Wenn 
aber n fich. ftetig verändert, fo verändern fich — da E und 
p conftant find, auch 
er cosnp und e"sinnp, 
alſo auch) | a 
ge (cosnp + sinngY—1) — 
von 
— + sinpY —1) 
an, ſtetig. Hierans überfieht man ganz deutlich, daß, wenn 
man @ und A, von @ und PB an, ftetig alle Grade der Größe 
durchlaufen läßt, auh Fa + RAY —1) fi fortwährend_fte- 
fig verändern wird. Es find alfo add) F(e) und Feer—1) 
ſtetige Functionen von @. und 6. Da nun : 


F(e) = f,(e){osp,(e) + sing, (e) F 





— 
Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. I. * 





’ 
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ie fo find auch — 
£, (e). cosp,(e), $, (e). Single); 
"EB. cosps(B), FslB).sings(p) I) N 


Mid Fnctinn von a und 4. „Diele Suietionke — 
er nicht ſtetig 9 wenn en. 











Br * 
F ae 8, a — 
ſelbſt ſtetige Functionen von @ amd von ß waͤren. 


13a 12% Yulys it Saar! 7 


Offenbar find nun auch WE 
np,(e), —J—— 9 (nA). 
ftetige Functionen von a,n und Pu. olglich innen die 
oben. durch = und * bezeichneten ganzen Zahlen offenbar nic 
vefpective von a, n und A, m abhängen; Ben 
ftante Größen feyn, die alfo für alle @, a, und alle A, m, 
geändert bleiben, 


36, Wenn aber die Sunction (x) A Seren it daß, 


für jedes @, 

fo oe y)=ylr)ta | 

iſt; fo iſt a ee 
ö Ds — ey(i)—=wle) + a, NR a * 

de i. ” 4 * 

syii)=y(s)ta, 

wo ya), eine gewiſſe conſtante Groͤße iſt. E⸗ if alfo nach 

(35. 
Rn O,a = 2er +yı(e), & Ben + wat; — 
gı(e)= 9,0 — dm, 9.(B)= OB — un Bu J 

— ——— a, sing, (e) = sin: a5 a: ug 

cos ꝙ. (f) = cos @',P, sinp(f)= — —— — Ki 


nn) haben wir: / dl we S 

Re J—— — + sin ©, — 6 iR 

F(£pY—1i) = ef c0s0,9+ sin oe — 
Aber | en 

Fleet BY —1)=Fl(a 9 ForZi). J 

Alſo J un 

F(a+# 11): —)= re “ cos ®, ‚cos & ‚sin ©, eine), Be 


77) 





re — «sin © — Heil un 
d. 6 J 
— — — —— Dre 9. F 


y 
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oder, weil * (31.) 
ie F(e+#Y-1)= par ZT 


— HP cos o, «+6',£) 
get in (9, + 9, PL). 
F Es kommt nun darauf an, die ———— 0,@;,;- 
9, u beftimmen. Sey zuaft $ = 0; fo ift 


— ia cos 9,a, gie" 


dv ü — dem Obigen (31.): 
nd z e9° cs@,.—=1H —rc0sp 


Yan; 


sin@,e;5 





Jr — nnr cosdp ' 


N 
ein ®, a * 2 rsinp + ) 


1 
are ah 


+ ee nd sin 4 


+ 9 . —— PIE a or ee Ve ee l 
(984, cos Q,a + cos9,a—1 


[7 








x? sin2p 














= 1xcosp +7 Ir * 
an 
+ 1.2.3 


(e—1)(e—2)(a—3) 
+ y 1.2.3.4 








) 5 cos Ip 





»* cosAp 





= 1:sing+ un sin2p 








+ wit me 43 sin Ip 
(«—1)(e—2)(a—3),,..: 
* 1.2.3.4 — 


d, i. nad) (29.) 











a Binomſcher — 
et Br) um 
Zr? 0002 
el, Dee — 


1:23, 
5 re 





= 1xc0sp + 








—— 








1.2.3.4 


* 


— Ki ee. ar Ber Fe “ 


wo, wie aus dem Worhergehenden: erhellet, —— 
convergiren. Laͤßt man nun @ ſich der Null nähern, und 
auf beiden Seiten die Graͤnzen; ſo erhält man: { 


= xcosp — 42? c0os?2p # 4x? cos3p — ru *— 

= sing —+z’sin?p + 3=2’sinip — —— ) 

— ſey e ⸗O, fo wird er SEE 
di na (31.) BEE ER — 
OP eos, ee Le 4 Vereora. — 


— («e—1)(e—?)(e— — 


er a re. 2.000, 240082, —— 


| = — Grsin?, +5 =x:sinQ, + Seins, + 
Aber nach (31.) | 
* PER 


—* p fi 2 — 3 — 
— etrntr Fr 





Binder Shit — 













rin ıB E * Bi 
— — er I hs 32 sinf, 


— ift na (31.) für ae=0: — | 
a2 »-17) HOrE SE, 
woraus —— =. alſe 
— AT — 


[2 
x»cos2, + — — * cool, +. 


> me, P_ 


| J 
EN + 1,x2”5sinQ, + 4,4,x’7sn 2, + 


Die Gränge, welcher ſich A. nähert, wenn 6 fih der Null 
Ep ift 














= n—1 


Die Gränze, welcher fih 2, 1, Lack nähert, wenn ß fi 
der Null „nähert ‚if alfo ° 








2 ih 
A a — u 


Mai fi eh alfo, daß, wenn A fid) der Null nähert, cosy. und 
; Bares für n>1, ſich refpective den Gränzen 





—— —— BEN 
er; u er ET Aral 


nähern. Nun iſt aber 

coshH= copy +ty tr. tr: +-- +7) 
= es(p+y, +7: +. + 7u-ı)cosyn 
esm(np +7, +72 + -- + Ma-ı)sinyn 

sin On = sia(p +71, +7 +7: +-- + nm) 

= su(mep+yn*+r7: + -- + Ya-ı1)cC08Yn 

u +es(mp + yı, +72 ++. + ra-ı)sinya. 

Ufo nach dem Dbigen, für n>1: 

; Lim cos Q„ — — Lim cos Qu-1 ; 
Be; Lim sin 2%, = — Limsin .-ı , 
und hieraus: 


\ \ % ER N 
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Limo cos 2, = — Limcos In = Lim cos An—2 = 
= — Lim cos Au-3 =.,= Lim cos ehe 3 
Lim sin £„ = — Limsin .-ı = Lim sin An—2 z ir 
— — Limsin A = =..= Limsin An—in-1). (— — 






di, 
2 Limieos.da Lin cr a 
he — Lim sin Q = Limsin 2, .(—1)ı—1. 
Aber ET 
cos, = cosnpcosy, — sinnpsiny, 
sinQ, = sinnpcosy, + SEAN 5 


und nach dem Dbigen 


| o,=-%=0,in=4=1. 
Yo —— race 
cos2, = — sinnpy, sin, = cosng .ı 
Man muß alfo auch, weil p von 6 ganz unabhängig ift, 
Lim cos2, = — sinnp, Limsin 2, = — 
ſetzen. Folglich dem Obigen: — 
Lim cos Qu = — sinnꝙ. .(—1)a-1 — 
—— Lim sin 2n = cosnp.(—1)n-1 
oder 


Limcos&„ =  sinnp.(—1)r 
) Lim sin 2% = — cosnp.(—1). N 
Die Graͤnzen von — un x 
AP cos 9,?—1 "ep sin 9,8 
PB — EN 

wenn 4 ſich der Null naͤhert, ſind, auf ganz Halihe Yet, wie. 
vorher, refpective ©' und ©',. Nimmt man nun auf beiden Se 
- ten obiger Gleichungen die Gränzen, wenn B fic) der: Null — 
ſo erhält man: ei 

6 =— »sinp + 4x?sin!p — 47° sindp + — — 

— ⁊ cos ꝙ - 4x? cos2p + 3 3° a: — * — + 2 
und es if folglich 


Alſo nach (36.) 
Fa + Ale: — ———— @-+0f)+sin(®, ae 
“oder 





=-09,9,=9. DE 


p= er 9ußcos( 8, —* op) — } = r 
= e® OP sind 0,a+OB). h 
33. Sur = 0 iſt nun nad) * ) und (28. ya 
p=tirWeng4r) cosu6 , | 
g= (14 %cosp+ »?)?sinao 5 er 
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wenn O den zivifchen — 377 und + +78 enthaltenen Bogen be= 
‚ zeichnet, für welchen 


⁊ sin ꝙ 


tango= — 


oder, was daſſelbe iſt, 
7 * * 

P ja+a): + be | cos@0,g= fita) 4 be} sin«o 5 

wenn @ den zwiſchen — #77. und + ze enthaltenen Bogen 

— fuͤr welchen 

a SE rar 


. Si 3 0 ift aber j x 


F p = ee 059,0, = eꝰ⸗ 


Set man nun 
(1-+2xzc0sp +x2)? — etel(142#cosp+x?) 


ja+aj +» ?— etell(1Ha)2+b2} 





sinO,e. 


fo wird 
p= erellir 24c0osp-+x?) NR, 


g= al (1+2xcosp-+z: hin a : 
oder | 
— e’ellf1i+a)?+b?} 
De? c0s«o 


‚g=etlltita)+b2 uno. 
Dir mit dem Obigen verglichen, giebt: 


=4l(1+22c0sp+»?)= fararanı 
A Arm ar 


den Bogen immer ziwifchen den Gränzen — Ar und + +78 ge⸗ 
nommen. 


39. Rad) (37.) ergiebt ſich alfo 
— —— +23) 


= Arctang I: 


| ga=jt+a) +b3 18 e PP sin Fun + spl(d+ m +br)). 
e. 
— Fe+Y-I)= | 

e yycleo—ßo| cosfeo+4pll(i+ay?+b2)}, 

2(d 24b28 

et | % I, sin/ao +4+ßl(ci+a)? +b2)}.YZ1 ? 


wo immer a der zivifchen — 4 7u und Au, zu enthaltene Bogen 
ift ‚ für welchen 
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R tang em 


| ira ee a 
iſt, oder, unter obiger Vorausſetzung, 
















0* Arctang 





b 
1 art : Er 
So haben wir alfo die Summe une Reihe gefunden, unter. 
der Vorausfegung, daß J 


= Ya <i 
iſt. 


40. Wir haben bisher nur die beiden Fälle »—=Ya?+b? A, | 
# > 1 betrachtet. Im erften Falle war die gegebene Neihe e ſeis 
convergent, im zweiten divergent. Es iſt nun noch die Unterfu- T 
hung des Falle «1 übrig, in welchem die durch p und g I 
(31.) bezeichneten Reihen in \ ae 
p=1+%, c0sQ, + 0,0082, + 0,cosQ, + m 
— — 42 sin 2. + 0,5inQ, oe 4 
übergehen. Bei Unterfuchung der Convergenz und Divergenz 
der gegebenen Neihe unterfcheiden wir drei Fälle: wenn « zwiſchen 
—» und —1 liegt, dr — — 1 if; wenn d zwifhen — 17 
und \ m ‚oder —=0 if; wenn @ zwifchen O und +» EB 
e fy — — 1, oder liege zwifhen — ⸗ und — 48 


.- (Ey 


Sy nun & — —1— 6, wo d au = 0 feyn ann. Alfo i 
’ — — er \ 


Es ift folglich immer A, > 1. Sun ift 
: En ash BE 
en-+ı = A,dyd4, ... AndnHi z 

En$-1 = En» — 
alſo Ent > On» Folglich wachſen die Glieder der Keipe 
1, Q13 025 035 Qay eeee ER 
beftändig. Seßen wir nun die Summe ‚der n erſten Glieder 
diefer Reihe = 1; fo nähert on — m — ſich der Null 
nicht, und unfere Reihe ift folglich divergent os Bi 


DBezeichnen wir die allgemeinen . Glieder der ben durch pP. 
und q bezeichneten Reihen durch tn und un; fo iſt immer. # 


a= Y(n’”+ (un): 
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Ich ‚behaupte nun, daß immer eine der Reihen p, q divergent iſt. 
Bezeichnen wir, um dies zu zeigen, die Summen der n erſten 
Slieder dieſer Reihen durch s„ und sn; ſo iſt 


SntH — Sn = tn, Saft sn = Wim: 
—— nun z. B. die Reihe p; ſo muͤßte 
Sn+t— Sn = tn, — 


wenn n waͤchſt, ſich der Null naͤhern. In der Formel 
en = Yltn)?+ (un)? , 
mößte alfo, weil nach dem Vorhergehenden On wächft, wenn n 


fi, un, feinem abfoluten Werthe nad), zunehmen; es würde 
Er der abjolute Werth von \ 

S'n--i — Sn 
IR ch, wenn n waͤchſt, nicht der Null nähern, und folglich. die 
un q divergent feyn (2.). Da alfo immer menigftens eine 
der Reihen p, g divergent iſt; jo iſt in dem vorliegenden Falle 


die Reihe p +q Y—1,d. is die gegebene, jederzeit divergent (18), 
I. @ Liege zwifhen O und + ®, d. h. a ſey * itiv. 
u fey eine pofitive Groͤße, welche <a iſt; fo iſt 
(n—a—1+2)’ = (n—-a—1)? + yuln—a—1) + u? 
(n—-e-1? + = 
(n—a—1+4)? + BP—a’—2u(n—a—1). 
Setzt man nun 


B? 
n>ari-yur; 





ſo iſt 
Anu > 2ou + u—ur + Pf, 
2 — ur — Quln—e—i1 i 
Alſo if PH u ? <o0 
ßP?— a? — 2u(n—a—1) 
eine negative Größe, und folglich 
(n—a—1)? +? <(n—a—1+u) 
(e—n+1)’ + Pr < (n—u—1+u)?. 
Nach dem Dbigen ift offenbar 
BEE MDRFT; 
alfo, weil gu pofitiv iſt, um fo mehr 


n+u>e+i; 
folglich 
h n—ae.—i1+ru 
eine pofitive Größe,  Zugleicy erhellet aus 


Mn 
n. Fe 1 Mr 


da a pofitivo nd <a if, leiht Sr n>1 if. Auch if, 
weil u < a+1 if, — eine poſitive Größe, Es ift nun 


a I 
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\ —— ® ne a (ey: —4 In 


— + 9— 


“ 





4 


Alſo Bi Br 


N 
ne 1- — % 


a 

Fuͤr je. ‚ganze ‚pofitive m if a 
m(n—1)I>n-1, ir 

wenn nur m nicht = 0 iſt. Alſo, weil 









































ın>«& — 1—u = * de j — 
if, immer ie 
mn > m—1+ aim, mmitertoe er 
Nach dem Obigen iſt ii a — # ie. 
Alſo, wenn wir der Kürze — 
a+1—-u=e ; % 
feßen , nad) A HERE | — 
e 1 ele+1) 1 ? 
— u zn u ae 
RR, elet1)Ke+2) 2 
— 2)le+3), — Eu 
— —— I, Sie 
A e , e(&+1) Er = Ye he A 
2 4 — + Ye +3) fi 5 1 
Re NR 1.2.3.4 "5m We 
„se+De+2. .(e+5) ee +1 
IE J ee 
+ RR dh, — — “ 
Folglich weil e poſitiv ij * un in Helden Au 
1 2-+e 1 Er, 4 6+8e — — 
— "an 2 — of 5n — An 2 EN ER F 
ſaͤmmtlich — Groͤßen —— Sa mus ; di 
ar >ı-4 s N 
fo 1 — nn u ö i rs li ad 
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n Jeteu 3 ea+1— u 
\ + ;\ A ‚n 
Alfo * 
n Yerl-a 
in < 8* J " 


wobei immer vorausgeſetzt wird, daß 
n>e+l1l—i!ı n N 
Bezeichnet nun i einen Werth von n, — dieſer Bedinguug 


genügt; fo ift 
: ihn }erlou 
ditn < se 5 
fr n=0, 1, 2, 35.4, 2000... Seßt man alo n—=1, 2, 
3, 4, ..n; fo "Hat man: 
nr 
+2)eH-a 
RT f = 
| — ——— 
i 4n 


i n Jetrl-a 
in < en) 


= 


# 








Mi-tn-1 < | 


Alfo 1 Aalen 
hiapı Miep2 + Riepd + Bit < —* * 4 
d. i. nad) (31.) 


ir1 }Yetrl-a 
ein < 2, 2, 2; N 
i41 Teen 


irn+i1 


N: He ( 


' arm 





ein Zei» | 
fir n> O. Wir haben alfo 


gazodi.- f 


; Sir <td». h 


F 


++ 





mein 
» 


++ 


—R 
gi? ei · ie Y 


® 


i * * * 
+n+1 — 
Folglich, wenn wir wieder « + 1— u=e ſetzen: 

et ei + ei42 +++ tr ein 


0 1 1 BB... IQ 
<a. hat Gay ter ELLI) 


ei-En <i. 





a. Behrfag. 


für jedes n, welhes >O ik. Daitn+1> 1 25 
 fern=0, dba ſchon i>t it; fo iſt nad) (17), 


oma, - 
\ a: EC EEE 
1 
* — 
— lernten ) 
er Ta ei, i+n+i1 
® (e-u)(a—u+1)(e—n +2) 
— 1.2.3 — 










—148 








Sog, weil @a— u poſitiv if: 


ifn ]Ja-a a—u 
eh TATEN 


i+n+1]jea a—u 
as — = — ———— 


a AN, Bi an 
Tu — —— jet J 


EN 














1 1 1% 
CrarIeee < RE Amer rer — 
\ Alſo für n=(, 1, 2, 3, 27 





1 1 1 1 
— ER — ——— 





1 
— a—u u Ko i 
4. 1 1 
GT a—yu a — u. En. 
1 1 ae i 
Ga rip — G— 
woraus durch bike. a 
ee: ER 1 1 N 1 
(i+1) + (i+2) r (i+3)e — ” (itn+1): 











REN 4. u 
ea ia” (i+-n+1)e r 
Alfo nad) dem Dbigen | 
ei rt er + ir +... + fin 


— li + 1)e+-a 
Sirta—nien ee 
Das Aogregat ı » = Ay RR 
ei, + it + ei + et ihn sy 


deffen Glieder fämmtlich pofitiv fi a, und welches alfo immer 
waͤchſt, wenn n waͤchſt, bleibt Ndis deſſen — doch 


- 
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immer kleiner als die beſtimmte, von m nicht abhaͤngende, 
Groͤße * 

(i + 1)eHioa 
(a—a)ie-a 

wie groß auch m werden mag. Könnte nun auch obiges Aggre- 
gat, wenn man n mwachfen läßt, der Größe A felbit nicht bes 
liebig nahe gebracht werden; fo überfieht man doc leicht, daß 
es dann immer eine andere gewiffe Größe B< A geben müßte, 
welche diefes Aggregat, wie fehr aucy n wachfen mag, nie über« 
ſieigen, der es aber zugleich beliebig genähert werden kann. 
Diefe Größe wäre demnach die Summe der Reihe 

REN Ci, Oi ihr Ai ei24 . 

und folglich diefe Reihe, fo wie natürlich auch num überhaupt die 


ei; 


0i* 


Reihe 
1» 01» 029 039 Qay +++» 
/eonvergent. Nach (18.) find alfo auch die Reihen p und q, 
folglich auch die gegebene Reiihe p + qF — 1 comvergent. 
II. Wenn e—0 ift, oder zwifchen O und — 1 liegt, Täßt 
ſich auf folgende Weife die Bedingung der. Convergenz finden, 
* In diefem Falle iſt nämlih @ +1 immer eine pofitive 
Größe, welche nicht — 0 iſt, und man kann folglicy die pofitive 


Größe w immer fo nehmen, daß ua <atlif,. Wiein H. 
ift nun R 


(n—e—l+u) = (n—a—1)? + ualn—ae—1) + 
(n——1? + PP = | 
(n—o—1+u) + PR— a — ala), 
und, wenn man 


n>e+l- 4, 





nimmt: 
nu > Rau + Zu — u? + P? 
SEE MR 707 5 RP | 
RR RI RS Be 
P— u — yln—a—1) 
eine negative Größe, folglich \ 
(n-e—1% + Z(n—e—1ita), 
(e—n+1)? + PR <(n—a—1+u)? 
iſt. Auch ift nach dem Dbigen 
% atyu>a+l; 
folglich, weil ge pofitio ift, um fo mehr 


g an tru>u ri,» , 
und demnad) 
; m—eae—1i1rıu 


eine pofitive Größe. Alſo 





- 
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Ke-a+1) +}? <n-a—i4u; 


la—n +1)? + p2% 
n 





a+1— 
<1-I—E, 


%, L ; ; \ h 

| in 1 He. J 

Nach dem Obigen ft n>a+1—u. Auch kann mann 

immer fo nehmen, daß den Bedingungen 2 000.00 
n>eti-w4,n>1 | je 

"zugleich, genügt wird, Unter diefer PBosaup fee Anne man 

ganz wie in II.: IR 


N 





— ni A 
Iſt nun i ein Werth von n, welcher vorſtehenden Bedingungen 
genügt; fo iſt hc BEN LEN 0 
— —— ER ra 
fuͤr n — 0, 1, Is 3, 4, ...., woraus ſich, ganz wie in 1,3 } 


1441 ai —— 
ci⸗—n <gi- — — 


ergieht. Man ſieht alfo, —* Ein fi a der Null. nähert, wenn ; 
n wächlt. Nach (31.) iſt aber 


e+pPY— Tip 
A dzdgelim[eosYyıtY2 tt Yin) + Ssin(y,tr2 +. + rim): Ya) E 
= eim{eos(y, +Y2 +. Fri) + sin tr +. Fra), 5 
ſo daß ſich alſo auch 

HER per HR IE 


der Null nähert, wenn n waͤchſt. Da’ nad) der Beratung 
«—=1 iſt; fo it (Sl) 


atbY cosꝙ + ER =&. 
Sey nun Ki + 
Pier + ee ER 
Er An rel Ann , 


' * 
a 


ſo iſt 
Pair) = a4 tr er Sie 
En al gi e+/ — "air 


RL 
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et 4 415, 
4 ———— 
RITTER E TB 
AT ln Adam, 
ke HR : 
wo die Bedeutung von P’„ ſogleich erhellen wird, oder 


Pn = TE TEN er 
@ +1 iſt im vorliegenden Falle pofitiv. Folglich nähert nad) IL, 
wenn n waͤchſt, P’. fich einer gewiffen beitimmten Gränze, die 
wir durch IS bezeichnen wollen. Der Eoefficient 

e+£Y—-18 e 
und folglih um fo mehr die Größe 

RR + sinn+1)yY —1}, 
nähert ſich, wie wir jo eben gefehen haben, für wachfende n, der 
Gränze Null. Alfo nähert 

Pı(1+x) = , 

Pa et Ipreostn41)p + sina+pY 7) , 
für wachfende n, ſich ebenfalls der Gränze S, und folglich nd= 
hert fi, wofern nu 1+-x nicht —=0 if, für wachfende n, 
P, der Gränze h 

Re oe $ 
Unfere Reihe ift alfo auch in dem vorliegenden Falle convergent, 
wen 1 -x nicht =0 if. Fuͤr 1 p X O if | 
1 + cosp + sinyV —1=0, 
1 + cosp =0,csp=—1,siny=0; 
- alfo g = (2m +1), für jedes ganze pofitive oder negative 
m, Demnach iſt im vorliegenden Falle unfere Reihe convergent, 
fo lange nicht = (2m +1) 7 if. 
41. Geben wir nun, daß die Reihe 
BE REN, BR ie 
für jedes pofitive x, welches <A ift, convergire, und daß aud) 
Ag, Aıs Ays Ay; Ay, Ay ori. 
eine comvergente Neihe fey; fo iſt Flar, daß, wenn man x fich 
beftändig der Einheit nähern läßt, die Summe 
a Fa,x + 2,2? +8,27 a, xt + .. 
fi) der Summe 


I - 
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u ra #3 Far ha, +... ,; 
als ihrer Gränze nähern wird. Geben wir alfo die Sure ber 
erften Reihe — f(x); fo ift die Summe ver Tegtern Reihe 4 
= Lim £(x), wenn man x fi) der Einheit nähern läßt. Sn... 
allen den Fällen alfo, wo die Reihen N 


1+ e, 0050, % 050080, + 0.6080, +. 
g,5in2, + sin, + HD, + en: 


convergiren find — (37.) ihre Summen, reſpectibe 
Lime9°— IP e0os(@,c+ 0), — —— 
Lim eꝰ 9 Psine, “+ OP), 


wenn man die Größe x, von welcher oO und ©, Shi ſich 2 
der Einheit nähern läßt, Bezeichnet man, unter * Voraus⸗ 
ſetzung, die Graͤnzen von O und ©,, durd) L und L 1; iR vn 
obige Summen: | \ 


ab * al) Mr 
{ 


Es ift.aber 
= Al(14*cosp+x2), 





Alfo ift offenbar 


="41(2-+22), Li=® Arc tang 7 x 
— 





Aber 





«= Ya+b 1,24 —1,b=hNi1+-a; 








b „.Y1-a? : Y1-a.fıta_N-a, 

— sta eRartıa naeh: Bu 

alfo — 1 
L= 31(2+2a), L,= ee u 








42, Wir. wollen nun nochmals alle — in denen die 
gegebene Reihe convergent ift, und ſich demnach fummiren. Mi 
bier. zufammenftellen. 


I. 1. 
— Ra IB(a+b YZI) + Then 
? RR ve I +: 
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© — ee 
far + jr “ sin{eo+4ßl[(14+a)?+b°}).Y 


wo der zwiſchen — 4 und + +72 enthaltene vi iſt, 
fuͤr welchen 





taugo = > 
1 RE 2 
Als befondere Fälle find zu unterfcheiden: 
m. N 
1+ Blatbr—n) + «Bla+br-T): 
+ eB(a+hbr 1% +. 
5* I(1+a): + ——— + sin«o.Y— 1} 3 


0 = Arctang 





b 
ira 
zwischen — 4 ud + #4. 
| B)b=0. 
14 e+BY — TBa + AHV —ipan + + Y — 15, u 
—=(1+a){cos[#l(1+a)] + sin{#l(1+a)].Y—1! 
‚weil dir e—=0 if. 
O,=0,b 0. 
1 2 3 
1+ eBa+ eBa? + Ba? + ..=(1+ta), 
welches für jedes @ gilt, deflen pofitiver Werth < 1 if. 
IL: Ta?+b? =1. 
In diefem Falle it a= cosp, b=sinp., Wenn a pofitiv 
ift, oder, wenn a0 ift, oder kiwifchen 0 und —1 liegt, vor voraus 


‚gefeßt, daß in den beiden leßten Fällen nicht 1+a +br—1 —1=0, 
d. i. —— 1, 0, oder = (im +1) if, iſt immer: 


— Hip ray HN Ba Ya 
7 HH ar ta + 


& 


rare? 


cos {eo + 4+Ppl(2+2a)} 
+ sin {ao-++1(2+22)}.Y—1 


FR 





| Arctan = \ 
2 ee ; 


und zwifchen — +re und + +7a enthalten, 
Supplem, zu Klügels Wörterb, I. V 
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ER 
1+ «B(a+Ya’—1) + eB(a+ Yar—ı)z Be — 
la ir. Ss 
= —= (2422). Icoseo + sineo.Y—1) , 
für den obigen Werth von o. 
Bi br 0. 
Denn a pofitiv if, a fta=+1, und man hat: 
1+ a+Y — B+ — 4 — 
| —= 2«/cos(pl2) + sin(pl2).Y—1}, 
_ e+2Y—15 * 4/15 _ cH 15 he! 
Liegt Br —— O und — 1, oder iſt — 063 fo darf a 


nicht = — 1 ſeyn. In dieſem Falle site alfo bloß die erſte der 
beiden obigen Reihen. | 








J$=0,b=0. 
Für jeden poſi — Sigi von a if: 
I-B+ B- Br RB... 
Zür jeden Werth von « * — 1 und + if: 


— B+ B+ B+eE+. —— —— 
Man ſieht af — daß die Stehung ee 
— Bee Pen ae | 


gilt: 4 
1) In jeden Werth von a, wenn der numerifche Werth von 
a — 
9 jeden Werth von «@ zwiſchen — 1 und * , wenn | 
a1 ül; — | 
3) für jeden pofitiven Werth von &, wenn Ma iſt. 
43. Vorſtehende Nefultate find mit denen eis. e 
Abel in einer Abhandlung in Crelles Journal I. S. 311. ger 
funden hat. Unſere obige Darftellung weicht aber von 59— 
Darſtellung in mehreren Punkten weſentlich ab, und wir. haben 
ung bemüht, Mehreres deutlicher zu erläutern nnd firenger zu 
begründen. Roch hat Abel a. a. D. ©. 159, einen Ausdrud 
mitgetheilt, von. welchem die Binomial- Formel, wenn der Erpo- 
nent eine pofitive ganze Zahl iſt, ein beſonderer Sal iſt. De 
Ausdruck ift folgender: 


(xtee =xı + —e(x+ pam 


nd 


+ De (a 29) (54 20)0 


| ng | ‚339 





+ Hole ta 1y Bus +n-1)8) 
vo oh ele—np)m, 


Kür. RB, erhält man (x +0)? —= x’, wie es ſeyn muß. 
Man kann nun beweiſen, das der Ausdruck für n+1 gilt, _ 
wenn er fir n gilt. Zu. dem Ende multiplicire man mit 
(n+ 1)ox, und ee, fo erhält man: 











at = Haan 
in — — ——— 
erlangten) 
+ Const. 


Im legten Gliede feße man vor der Sheraton (x +nß) o x 
für ox, Zur Beſtimmung der Conſtante ſetze man 
*—614 1)4 
+ =—np 
x+23=— (n—1)P 
x + EI ea Fe )$ \ 


ee 
Alſo — nach der. angenommenen und abgeleiteten Gleichung: 














e—In+l1)$"=(—1)n — (n+ — 
J a FED ua 29) (n1)n-2 90-2 
Ä | ei Si es. («_38)* (n--2)n-3 pn-a 
— a , 
2 ja-(n+1)pjn+!= Hat. ar Nut zur — — ann an 4 
J a; 3) (n — 1)! An=ı 
A na, (#-3#)/n- 20 Bu? 
An 
+ Const . 


— 


3. . Binomiſcher Khrfat. > | 
Nultiplicirt man die * Gleichung mit (n +1) Bi — 
haͤlt man: RR 
MEN) Blank Arche fernen tm 


+ ren «(a a T 
y — — 
* ner Van ya Bee Wr A BR yps * 


Durch Addition der beiden letzten Gleichungen ergiebt ſich: 
fa Cn 4 10 ut ————77 —— 
— 






















* Const = IK -(aE BP. — — F % 
olglich a 
Oh a je HAFEN  n 3 
* mn — 
F Bene De ee 
i J 


4 — —, — 
ſo da alſo der Satz auch fürn +1 gilt, und demnach ober: 
mein iſt, da er fir n—=0 richtig iſt, wie wir ga — 

Fuͤr 6*0 wird 


= 





a er 
A Ba ; ——— a 
die Binomial- Formel, R 
Fuͤr ae = —x wurd: 
Hr 





————— BE 


—1)(n—2 
NE Daran. 


=" —x(x HApr 
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— ee) 


0 = aut zer am + 


—* (nt) (n—2) — 
a Cu a Dune 
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| delches auch ſouſt ſchon bekannt iſt, da das zweite Glied dieſer 
Gleichung nichts anders iſt, als 1 x"=#), wenn 
man Ax—P feßt, und A" (x”7') iſt bekanutlich immer = 0, 


E Einen noch) allgemeinern Ausdruck eh Burg a. a. D. 
©. 367. 


44. Zur Literatur des ; Binomial- Theorems bemerke ich, 
außer den ſchon vorher angeführsen Schriften: 


- Eine Abhandlung von Erelle in feinem Journal (V.S. 187,) 
über die Convergenz der Binomial Reihe. 


Bolzano: Der binomifche Lehrfaß, re als Folgerung 

aus ihm, der polynomifche u. ſ. w. Prag. 1 816, 

4% Pa ucker: Neuer und allgemeiner — des binomiſchen 
und polynomiſchen Lehrſatzes in den Jahresverhandlungen der 
kurlaͤndiſchen Geſellſchaft fuͤr Literatur und Kunſt. J. Mitau. 1819. 

© Robertson: A new-demonstration of the binomial 
theorem. Phil. Transact. 1806. p. 305. 


R. Burrow: A proof that the Hindoos had the bi- 
nomial theorem. Asiatick Researches. Vol. ll. p. 487, 


Ein Beweis von Palmquift in den Schwed. Abhandlun- 
gen. 1750. ©. 257, 

Caudy?s Cours d’Analyse algebrique. P. I. Paris, 1821. 
ift überall. zu citiren, wo es auf gründliche analytifche Unterfus 
ungen ankommt. DM. f. p. 164. p. 291. 
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Bürmannifche Reihe ift eine von Birmann, Pros 
feffor zu Mannheim, gefundene und ſchon im Jahre 1796 dem 
Franzöfifchen Inſtitut vorgelegte Reihe zur Entwickelung einer 
beliebigen Function X von x nad) den pofitiven ganzen Potenzen 
einer andern beliebigen Function w von x (Memoires de VIn- 
- stitut. Tom. 1. p. 14. 15. Legendre Exercices de Cal- 
_ eul integral. Tom. II. Paris. 1817. p. 230. Lacroix 
- Traite du Caleul diff. et du Calcul int. T. HI. Sec. ed. 
- Paris. 1819. p. 623.). are 


# 1. Da u eine Zunction von x, alſo auch umgekehrt x eine 
- Function von u iſt; fo fann man auch X als eine Function von 
u betrachten, und e6 it folglich nach der Maclaurinfchen Reihe 
 (Taylor’s Lehrfab. 12,), wenn wir fr u — 0 


Be. = To 
feßen: 
u? 


+7". +. 


X-P+4T +74 72.3 


\ 
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z ſey im Folgenden immer eine Funetion von a 
. zugleich verfchwindet, fo * aber das —— 






















lich wird. — K —— 
2. Es iſt immer 
ca.u +) DER Tas — —— 


ni —— 
pr = AU + Ar + — — + Kae 
—— 
MO 2722 + ie 


4 
Sir nr if dee = " 
ca,ur Fr = as i J— 
— Ki — 180 + er 
Alfo für Z 9: ; AT Terie — —————— 

. AR Far Erz: 3 — J * 

—“ — ae BR RG 
Für zZ —0 iſt aber: DR * re * ——— 
pur — G * FE —— — EEE | 

Ma. rs 8 


— 
—— = n(n—1 — — * 


= N To 
dan r=0 if. ; —— —— 
In ferne n>r, fo if flar, daß der me Si i 
tient des allgemeinen Gliedes A z=+r obiger Reihe 
@+ND@+r—1).. — 

if. Fuͤr ⸗ tr<n kommt unter den Factoren 
z+r,=<+r—1, »+r—2, rtrent 
ſtets einer vor, welcher = 0 if. Für e+r>n 


Differentialguotient eine : five ganze Potenz von id v 
ſchwindet folglich für z=0. Man erhält alfo- Be erth 


ne) 2 2 a — Pr: 





















für z=0, wenn man #9 ° | 


+r=n,.=n—r 


"u 


fest, fo daß alfo für z= 0: 


ze) —— 


= n(n—1)(n—2)..2. Ann) 
| iſt. > nun m; nach der Maclauriwſchen Reihe 


n— 
õn⸗t pa—r BE (2 3 
1.2.3..m—r)om- 1.2.3. — — 


} if, für z= 0; fo ift unter derfelben Vorausfegung: 
i dur 28 — — 





J — = ie 








i —— =n BER RA a RE 
Ä > . B. w. 
| $: Für n>r if 
n-1(w, 2.9) os. urp® 
— — 


wenn man z=0 ſetzt. 


Es if er 
0. ni ‚Op 
we Su nurpnmi, 2* = nur (7 ds 
— ee) 32 = — —— 


n õ pe 


— Br: ! 

















Aber nach (2.) 
pri — Ae + A’z Es A”’z2 — ... — Alı)z# + — 


d.pı—r —* A 2a” m.2 21 
ea: + *243 +... + zAd)z + cur. 


Alfo 
+ ——— n — v.. { * 

— Fe zariä +2A’z + 3A 22 +... $+aAmziL. 
Fuͤr n=r 5 der Nenner n—r—0, und fürn<{r % 
Diefer Nenner negativ. Im erftern Falle würde alfo vorſtehende 
ie nicht mehr Statt finden, und auch mn <r if nicht zu⸗ 
laͤſſi ig, weil, wie wir ſogleich ſehen werden, das Folgende auf 
dem in (2.) bewieſenen Satze, bei welchem offenbar n nicht klei— 
mer als r ſeyn darf, beruhet. Das (n —L)te —— des 
— Gliedes 








= Als) zutr=i 
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ift offenbar: ° a at TR J 
«+r—N)e@+r—2. rat). A zuhren 


Iſt nun «+rZn—1, fo it immer einer der Factoren N 
»+r—1,x+r—2, s+r—3,..s+r—n+1 — 

=0. Iſt æ r y, fo enthält obiger Differentialguotiene) 

‚eine pofitive ganze Potenz von z, und verfchwindet folglich für | 

z=0. Man muß alfo, auf ähnliche Art wie in (2. Js. — 

*»—n, ⸗ — n — 5 

ſetzen, und erhaͤlt demnach fuͤr 28603 

On=1 — 

— — —— a Dr aa 


Aber nad) (2.) m 
ön-r, — 
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— 
zN\n ; 
* oa “() — urps 
pn ey = dan 5; i 
immer für z=0, Alfo unter derfelben Borausfegung: 
RR DEREN a | 
Om (vw E _ @n:urpe. 





Re ) — O2” x 
PER Fi 1 Ra 
' Für ner iſt 

—— = nun pn-ı CB — nun — rs 

#87 

Differentürt man nun dieſes Product — Mal, fo enthält 

jedes Glied des Differentials offenbar einen der Factoren u oder 2, 

fo daß alfo, da nad) der Vorausfegung z und u zugleich ver- 
ſchwinden, diefes Differential. für z = 0 verſchwindet. 

n<r,fpi 


wie = nur pa? = — nur — al j 


wor—n a i+n—1=rD>n ift, fo daß in 0 a 
ganz Ähnlichen Schlußweife, wie en ebenfalls 


* *0 





iſt, fuͤr 2= 0. 
4 Nach (1.) ift nun 
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Aber für n >r nad (3,) und 2: 
— (ur Ss" .p" 





eh ER (n—1). 
und nad) (3.) 
on-1 (ur Se? 8* 
——— 





alſo 





— ra Fahr * — — Ir. 
5* — — 8 R 
ER * — 
On. Xpn _ J T’ An,upn le On ue — 
RE, J— Fr +7,70 FTE m 
; ; Ti) j O".urp” 
- EEK, — de 
ter nach (2.) | i 
— * on, Xpn' — on, p? An-1, pn=1 rt 
— To, — + — -T. —— 
u) „ gn-2, pu-2 
— 1.2 — Ozu=2 
n(n—1)(n— 2) em — pu⸗3 
* -# 3 T i - Ozn—3 
"man OP + To). 
age EEE 
Ferner iſt 
XE 70,0 d.pn 
— — rein 
— Tr) d.pa 
>, € Far — 
—* d.pr 2 d.pa\ 
an (X ER ee (u) 
Ozu—i re ei Our 
5 Tr’ On—1 „ur 
+ 1,3: Oz 
| rl de pn 
i Tr) —— Ozn-1 
— vn pp. er — 
* ar Mas? Pr ee ° 


on—r Y par 


mer“ 


=0. 





ozu=r 


36 . — Raben 


On — ) er hr. — — 19 We ER RN , 
Dani u ze Te ; 

* — — on-2, pn RS) 
A —— a 
— nn 6 22 
— x 2.3 T”. ER 
. .. ER Den De = 
+ — Tan. Be 
SE, Y \ Ei | 
da bie folgenden Glieder vrfinde. Es iſt ih, wie = 
gleich exheller: 2 





























bu ch 0. pr ! | 
en; pr 4 (ale ‚= Toy —* =. 
oz“ 2. Oz = Ta / \ —— — 
On Kr LE = Me 
BR > 02. —— 
—5* — | — 
a⸗ 9.p® ur EX O.pa | I 
— ——— yo 
| — — 
ui — 
An 6 & 
Tan) = — 


ea; — der Borausfegung, daß man nad) der‘  Diffrentiation. 

2 = e £ 
Sind alfo u und z zwei zugleich) verfchtbinbenbe Sunctionen | 

von X, ſo iſt für jede Sunction X von x, wenn wir Ei 











— 
— 2 
* ih" = u RR —2 SE J — 
I Fri ; u? SR — & 
2 “ 7 * 
02 1.2.3 „ ar ge: 

a — F 9 I 

— a; — — 


— — 
— — . . (A er 


wenn man auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens in X, # 
P7, und allen Differentialguotienten "e der Differentiation 
z = 0 fest, - 5 





St 
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2* — — N ch: 02 = üx; 


x=a+up(x) 


X u era m a 
[& 








ox 
T ex: 223 ULB 
0X 
* a 
Oxn—ı —— 


wenn man auf der rechten Seite 280, de 1X a ſetzt. 
Setzen wir nun X— IX, a=y; fo if hiernach, wenn 


x=y + uyr, J=X — upx 








iſt: ——— 
* Oyy u ol FE] u? 
Em ENT,T * *F 7 
ft m u 
+ oy? 4 WC) 


On-1 Inden} —* 
es Bine 


welcyes die TE Reihe Thl. u. ©. 632.) iſt, die 
alſo aus der Buͤrmanniſchen folgt. | 








6, Für 
u=y(x)— yla), z=x—a 
iſt 
— — 
u gR)— ya) ( x — a 
Alſo — * 
p(X) — yla)\-!0X) u 
——— —94 


ae — g(a)\-20 = u? i | J 


x — a 7 


ex) — Pla) ai ns 
| az er Ti: = 1.2.3 
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5* 6 () — pla)\n a un — 
J a Di. #3 


xn—i x—a ‚ox)1.2 A 
“ Pan 2 & “ $ . . ” . . . . . r 19 r 1 F 
wenn man auf der rechten Seite z — 0 2 —— — a ſetzt. 

Fuͤr yla)= — 0 wird: RR Ste 


X = x 4 - p(x) ——— rl } ! I 9— 
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> 2 Aal —— Se 


Bee tn 


Out (7 —— 
+ Belle I ab — nn 
Mar man auf. der: rechten Seite x—=a ſebt * 
Sy ;. — ⏑—— Aus der Gleichn 
— 3 son Br 
folgt a= 0, Auch it, wenn wir die natuͤrlichen — 
bloh durch 1 bezeichnen: 
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. — — — 4 
Ferner findet man durch fortgefegte Differentiation leicht: — 
ee) el — 
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Garans: Regel, Hill: Casum irreducibilem S 
conatus, und Additamenta ad conatum, casum irredueibi- ; 
Bm u. in Crelles Journal U. 8. ‚303, and VI 
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Cauſtiſche Flächen und Linien. 1. Der Weg eineg 
Lichtſtrahls in einem homogenen diaphanen Medio bleibt nach 
den erſten Gruͤnden der Optik fo fange eine gerade Linie, fo lange 
der Lichtſtrahl nicht eine fette Fläche trifft, oder in ein anderes 
homogenes diaphanes Medium von verſchiedener Dichtigkeit über- 
geht. Im erfien Falle findet eine Zuruͤckwerfung oder Re— 
flerion, im zweiten eine Brehung oder Refraction ftatt. 
Die Gefeße der eritern unterfüche die Katoptrif, die der letz— 
gern die Dioptrif. Der Punkt, in welchem bei einer Reflexion 
der Lichtitrahl die zuräckwerfende feite Fläche, bei einer Refra— 
ction die Fläche trifft, welche die beiden diaphanen Media von 
einander ſcheidet, heißt der Einfallspunft, und eine durd) 
Denfelben auf die entfprechende. Fläche gezogene Normale das Ein 
fallsloth. Der Winfel, welchen der einfallende Strahl mit 
dem Einfallslorhe bilder, heißt der Einfallswinfel, und der 
von dem zurickgeworfenen oder gebrochenen Strahle mit dem 
Einfallslothe eingefcyloffene Winfel wird refpective der Nefle- 
rions= oder Refractionswinfel genannt. Der einfallende 
und der zuruͤckgeworfene oder gebrochene Strahl liegen, wie die 
Katoptrif und Dioptrik lehren, mit dem Einfallslothe. ftets in 
einer Ebene. Der Einfallswinfel ift immer dem Reflexions— 
winkel gleich, welches das. Grundgeſetz der Katoptrif ift. Bei 
der Drehung ift für diefelben ziwer dDiaphanen Media das Ver— 
haͤltniß der Sinus des Einfalls- und Nefractionswinfels, d. h. 
das Drehungsverhältniß, ein conftantes Verhältniß, wel— 
dies das Grumdgefeß der“ Dioptrif iſt. In der Katoptrif und 
Dioptrif erfcheinen diefe beiden Grundgefeße als Nefultate der 
Erfahrung, find aber auc) das Einzige, was diefe beiden Wiffen- 
fcyaften der Erfahrung entnehmen, indem alles Uebrige aus diefen 
beiden Gefegen durch Schlüffe, denen nicht im Mindeſten geome— 
trifche Evidenz mangelt, abgeleitet wird. Für gegenwärtigen Ar— 
tifel find dieſe Gefeße bloß geometrifche Bedingungen, welchen 
zwei eine beliebige krumme Fläche oder Linie in einem Punfte 
treffende gerade Linien in Bezug auf ihre Lage gegen die in Rede 
ftehende krumme Fläche oder frumme Linie unterworfen find, fo 
daß wir alfo, indem wir die Natur foldyer geraden Linien hier 
näher ftudiren, durchaus nicht aus den Gränzen der reinen Ma— 
thematif heraustreten, indem alles Folgende ganz den Charakter 
der theoretifchen Geometrie an fich tragen wird. Wir gehen von 
„ einem geometrifchen Problem aus, welches ung zu einem Lehrfaß 
führen wird, der als die Grundlage diefer ganzen Theorie zu ber 
trachten ift. | 


2, Seyen zwei willkuͤhrliche feſte krumme Flächen im Naume 
gegeben, weldye wir durch F und F’ bezeichnen wollen. Denkt 
man fi) nun zwei bewegliche concentrifche Kugeln S und S, 
welche fi, fo bewegen, daß ihre Halbmeſſer ſich zwar ändern, 
aber immer ein gegebenes conftantes Verhältniß zu einander be- 
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halten, und daß diefe beiden Kugeln die beiden gegebenen Flähen 
ſtets berühren, die Kugel 8 die Fläche F, die Kugel S die ° 
Flaͤche F 5. fo wird bei diefer Bewegung der gemeinfchaftliche 
Mittelpunkt der beiden Kugeln eine dritte Fläche befchreiben, der 
ven Relation zu den beiden gegebenen Flächen zu beftimmen die 
Aufgabe iſt. — ———— 
Wir beginnen mit dem einfachſten Falle, indem wir vorau 
feßen, daß die gegebenen Flächen beide Ebenen find, welche wi 
dur) E und E bezeichnen wollen, Die gefuchte Släche ma 
immer durch & bezeichnet werden, Für irgend eine Lage und 
Größe der. beiden Kugeln fey C ihr gemeinfchaftlicher Mittelpunft, 
und B, B' feyen ihre vefpectiven‘ Berührungspuncte mit den beis 
den gegebenen Ebenen, alfo BC, BC ihre auf denfelben fenf- 
rechten Halbmeſſer. Durch den gemeinfchaftlichen Durchſchnitt 
der Ebenen E, E und das Eentrum C denfe man ſich nun eine ° 
deitte Ebene, gelegt, und nehme in derfelben einen beliebigen: 
Punkt C, an, von welchem man auf die beiden gegebenen Ebe- 
ven die Perpendifel B,C,, B,C, fällt. Lfey der Punkt, in’ 
welcyent der ‚gemeinfchaftliche Durchfchnitt der drei in Nede ſte— 
henden Ebenen von der Linie CC, geſchnitten wird, fo ift offenbar 
Re —— — 
B,C, LG,’ 8,07 22 Br 

Alſo 2 
BO: N WO BEN B,C, 
8,0; 7.8, 0 BE 78,6, aa 
Demnach iſt offenbar auch C, der Mittelpunft, und B,C,, 
-B,C, find die Halbmeffer zweier concentrifchen Kugeln, welche 
den Bedingungen unferer Aufgabe genügen, Auf diefelbe Weife üt 
iiberhaupt jeder Punkt der durch C und den gemeinfchaftlichen 
Durchjchniet der gegebenen Ebenen gelegten Ebene ein ſolcher Mittel- 
punkt, fo daß alfo diefe Ebene die gefuchte Fläche @ ift, indem 
man fih aus den Dbigen zugleich leicht überzeugt, daß auch fen 
Bunft außerhalb derſelben die Bedingungen der Aufgabe erfülle, 


Seyen jeßt F, F zwei wilfführliche frumme Flächen, | 
fey ein beliebiger Punkt der gefuchten Fläche G, und B, B’ feye 
die entfprechenden Beruͤhrungspunkte der beiden Kugeln mit de 
gegebenen Flächen. Für eine unendlich Fleine Aenderung der Lage 
des Punktes C, und fomit auch der Größe der beiden Kugeln, 
fann man ftatt der Flächen F., F’ die fie in den Punkten B,B" 
berührenden Ebenen E, E fegen, und der Mittelpunfe der bei— 
den Kugeln wird fi) nach dem Borhergehenden auf einer die ge— 
ſuchte Fläche G in dem Punkte C berührenden Ebene E, bewe- 
gen, fo daß die Ebenen E, E', E, fih in ein und derfelben 
geraden Linie fchneiden. Die Flächen F, F', Gohaben alfo die 
Eigenfchaft, daß die diefelben in den Punkten B,B', C berüh- 
renden. Ebenen. E, E, E, ſich ſtets in ein und derfelben geraden 
Pinie ſchneiden. Legen wir nun durch den Punkt C eine cauf 

“ N 
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dieſer gemeinſchaftlichen Durchſchnittslinie fenfrechte Ebene E,, 
ſo iſt flar, daß die Ebenen E, E, E, fümmtlidy auf derſelben 
fenfrecht find, und daß folglich ſowohl die. durch C gehenden 
und auf dem Ebenen E, E fenfrechten Linien BC, BC, als 
and) das durch den Punkt C auf die, Ebene Ey errichtete Per 
pendifel, ſaͤmmtlich in. der Ebene E, liegen. In Fig. 5. ſey die 
Ebene des Papiers. die Ebene E,,. und Le, Le’, Le, feyen 
die Durchſchnitte der Ebenm E, E, E, mit dieſer Ebene, Be— 
feichnen wir uun die von BC und BC mit dem durch C auf E, 
errichteten Perpendifel eingefchloffenen Winfel refpective durch & 
iR. &, fo erhellet leicht, daß «= BLC, @ = BLC if. 
Alſo | | 


RR — 
3 PER TIRT.TR! nu = ic’ 
Folglich durch Divifion: 
| ARE sine _ BC | 
4 sn« BC’ 


2 ” alfo sine:sina’, wie BC:B'C, ein conflantes Verhaͤlt⸗ 
niß iſt. A 

Ans allem Vorhergehenden ergiebt ſich folgender Lehrfaß: 

Wenn zwei concentrifhe Kugeln von veränders 
lihem Radius im Kaumefich fo bewegen, daß ihre 
Radien ſtets ein conſtantes Verhältniß zu einander 
baben,sundvon ihnen immer bezichungsweife zwei 
gegebene fefte Flächen berührt werden; fo iftder Ort 
ihres .gemeinfhaftlihen Mittelpunfts eine Flaͤche 
von fo —9 Beſchaffenheit, daß, wenn man von ei—⸗ 
nem beliebigen Punkte in derſelben auf fie und auf 
die beiden gegebenen Flächen fenfrechte Linien zieht, 
‚diefe drei Normalen immer in einer Ebene liegen, 
und die Sinus der von den beiden letztern Normalen 
mit der erftern eingefihloffenen Winkel in dem cons 
ſtanten Verbältniß der Halbmeffer der beiden Ku— 
geln zu einander ftchen. 


3, Erinnert man fich bei diefem Sage nun an das Grunds 
gefeß der Dioptrif oder der Brechung der Fichtftrahlen (1.), fo 
ergiebt fi) aus demfelben unmittelbar das- folgende Fundamen— 
tal = Theorem: 


Wenn zwei homogene diaphane Media von ver- 
fhiedener Dichtigkeit durch eine beliebige Flaͤche 
von einander gefchieden werden, und die einfallen— 
den Lichtſtrahlen Haben eine folde Lage, daß fie 
ſaͤmmtlich von einer auf ihnen fenfrehten Fläche 
gefchnitten werden Fönnen, fo giebt es immer aud 
für fammelüche gebrochene Strahlen eine folde or- 
thogonale Transverſalflaͤche, und die von irgend 
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en 
einem Punfte in der die beiden brechenden Media 


von einander fcheidenden Fläche auf diefe beiden or 
thbogonalen TransverfalsFlähen gezogenen Nor 
malen ſtehen immer in dem conflanten Verhältnif 
der Sinus des Einfalls- und Refractionswinfels 
zu einander. Auch ficht man, daß jeder orthogonas 
len Transverfal-Flähe der einfallenden Strahlen ° 
eine orthbogonale Transverſal Flaͤche der gebrochen 
nen Strahlen entfprechen, und immer obiges Gefeß | 


fatt finden muß. ag 
4. Man fann diefen Satz auch fo ausdrücen: 


J. Wenn zwei homogene diaphbane Media durd) 


eine beliebige Fläche von einander getrennt, und 


alle einfallenden Strahlenvoneineraufihnen fenf- 
rechten Fläche gefhnitten werden; fo befhreibe man 
aus allen Punften der die beiden bredhenden Mittel 
von einander fcheidenden Fläche als Mittelpunften 
Kugeln, deren Halbmeffer zu den Entfernungen der ° 
entfprechenden Mittelpunfte von der orthogonalen ° 
Transverfal- Fläche der einfallenden Strahlen in 
dem conftanten Verhältniß der Sinus des Refrac— 
tiong= und Einfallswinfels fiehen: dann wird im- 
mer die diefe faämmtlihen Kugeln einhüllende 
Fläche eine ortbogonale Transverfal-Flädhe der ge- ° 


brodhenen Strahlen feyn. —J 
Nimmt man die einfallenden Strahlen ſaͤmmtlich unter ein— 


ander parallel an, ſo iſt jede auf ihnen ſenkrechte Ebene eine or⸗ 
thogonale Transverſal⸗Flaͤche dieſer Strahlen, woraus ſich fol- © 


gender Lehrfaß ergiebt: 


I. ‚Wenn zwei homogene diaphane Media dur 
eine beliebige Fläche von einander gefchieden wer- 
den, und die einfallenden Strahlen in einem diefer 
brehenden Mittel fämmtlich unter einander parallel I 
find; fo befhreibe man aus allen PBunften der die ° 
beiden Mittel von einander trennenden Fläche als ° 
Mittelpunften Kugeln, deren Halbmeffer zu den ° 


Entfernungen der entfprehenden Mittelpunfte von 
einer willführlihen auf fümmtlihen einfallenden 
Strablen fenfrehten Ebene in dem conftanten Ver— 
hältniß der Sinus des Refractions- und Einfall®- 


winfels fieben: dann ift Die alle diefe Kugeln ein ; 


büllende Zläche eine orthogonale Transverfal- 
Flaͤche der gebrochenen Strahlen. wire 


Laͤßt man die einfallenden Strahlen alle von einem Punkte 3 


ausgehen, fo ift jede aus diefem Punkte als Mittelpunkt be— 


fehriebene Kugelfläche eine orthogonale Transverfal » Fläche der j 
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einfallenden Strahlen, Setzt man nun den Halbmeffer diefer Ku— 
gelftächen — 0, fo erhält man fogleich folgenden neuen merf- 
würdigen Lehrfaß: - — 

II. Wenn zwei homogene diaphane Media durch 
eine beliebige Fläche von einander getreunt werden, 
und die einfallenden Strahlen alle von ein und 
demfelben Punfte ausgehen; fo beſchreibe man aus 
allen Punkten der die beiden Mittel von einander 
trennenden Fläche Kugeln, deren Nadien zu den Ent 
Ifernungen der entfprechenden Mittelpunfte vondem 
fteahlenden Bunfte in dem conftanten Verbältniß 
ber Sinus des Nefractions- und Einfallswinfelg 

chen: dann ift die alle diefe Kugeln einhüllende 
Bla. ne ortbogonale Transverſal-Flaͤche der ge- 
brohenen Strahlen. 

Denkt man ſich bei der Neflerion den zuruͤckgeworfenen 
Strahl über den Einfallspunft hinaus rückwärts verlängert, fo 
wird augenblicflic) erhellen, daß die Neflerion eigentlid) nur ein 
fpecieller Fall der Refraction ift, eine Nefraction nämlich, bei 
welcher das Verhältniß der Sinus des Einfalls- und Nefractiong- 
winkels =1:—1, >» i. bei melcher die Sinus des Einfallg- 
und efractionswinfels fich bloß in den Zeichen unterfcheiden, 
oder bei welcher, wenn, wie oben, & den Einfallg=, a den Re⸗ 
fractionstvinfel bezeichnet, « + O ift, wobei man fid) aber, 
wie fchon erinnert, den reflectivten Strahl immer rückwärts über 
den Einfallspunft hinaus verlängert denken muß. Unter dieſen 
Vorausſetzungen ergeben fich aus dem Vorhergehenden unmittelbar 
folgende Saͤtze: | 
IV. Wenn Strahlen, die alle auf einer beliebi— 
gen Fläche normal find, von einer zweiten wildführ- - 
lichen $lächereflectirt werden;fodenfeman fih aus 
allen Bunften der reflectirenden Fläche als Mittel 
punften Kugeln beſchrieben, welche die aufden ein 
fallenden Strahlen orthbogonale Transverfal-Flädhe 
fümmelich berühren: dann iſt die alle diefe Kugeln 
einhüllende Fläche eine orthogonale Transverfal- 
Fläche der reflectirten Strahlen. - 

V. Wenn unter einander parallele Strahlen 
von einer beliebigen Flaͤche reflectirt werden; fo 
denfe man fih aus allen Punkten diefer Fläche alg 
Mittelpunften Kugeln befchrieben, welche eine wilk 
führliche auf den einfallenden Strahlen ſenkrechte 
Ebene berühren: dann ift die alle diefe Kugeln ein- 
hüllende Fläche eine orthbogonale Transverfal-Flädye 
der reflectirten Strahlen. \ 

- VE Benn Strahlen, die faͤmmtlich aus einem 
Dunfte ausgehen, von einer beliebigen Flaͤche re— 
Supplem. zu Klügels Woͤrterb. 1. 3 
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flectirt werden, fo befchreibe man aus allem Punkten | 
der reflectirenden Fläche als Mittelpunften Kugeln, ' 
welche durch den ftrablenden Punkt gehen: dann ift 
die alle diefe Kugeln einhüllende Fläche eine ortho- | 
gonale Transverfal- Fläche der reflectirten Strahlen, 


5. Daß die borhergehenden Säge mit der nöthigen Mobdi-. 
fication auc für frumme Linien in einer Ebene gelten, erhellet © 
augenblicklih, wenn man nur annimmt, daß die orthognale 
Transverfal- Fläche der einfallenden Strahlen und die trennende ' 
oder zuruͤckwerfende Fläche durdy Umdrehung ziveier krummen 
Linien um. diefelbe Are entitanden find, und die. Schnitte diefer 
Stächen betrachtet, welche durch Ebenen gebilder werden, die 
durch die gemeinfchaftliche Drehungsare gehen. Auch uͤberzeugt 
man fidy leicht, daß unter, diefer Voransfegung die einhüllende © 
Fläche in jedem Falle ebenfalls durch Umdrehung einer Curve um © 
diefelbe Are entftanden gedacht werden kann. Es wird uͤber— 
ftäffig feyn, die obigen fechs Theoreme hier in Bezug auf Eurven 
in einer Ebene von Neuem aufzuftellen. Nur das Fundamen- 

‚ tal-Theorem mag hier einen befondern Plaß finden: — 

Jeder orthogonalen Transpverfal-Linie der ein- © 
fallenden Strahlen entſpricht immer eine orthogos 
nale Trangverfal-Linie der gebrochenen oder zu— 
rücdgeworfenen Strahlen, fo daß, wenn man von 
beliebigen Punften der fremnenden oder zurädwer- 
fenden Curve auf diefe beiden orthogonalen Trans- 
verfalen Normalen zieht, diefe Normalen bei der ) 
Brehung in dem conftanten Verhältniß der Sinus 
des Einfallg- und Nefractionswinfelg zu einander 
fieben, bei der Zurüdwerfung dagegen einander 
gleich find, wobei man nur zu bemerfen hat, daß im 
leßtern Falle die reflectirten Strahlen über den 
Einfallspunft hinaus ruͤckwaͤrts verlängert gedacht 
werden müffen. ; — 


6. Erleivet ein Lichtſtrahl nicht bloß eine Brechung oder "I 
Zuräciwverfung, fondern mehrere Brechungen oder Zurkefiverfungen ° 
nach einander, fo folgt mittelft einer leichten Schlußweife aus 
dem Vorhergehenden augenblicklich, daß es, wenn es für die 
einfallenden Strahlen eine orthogonale Teansverfal- Fläche oder I) 
Transverfal= Linie giebt, auch immer für die leßten gebrochenen 
oder zuruͤckgeworfenen Strahlen eine orthogonale Transverfal- 7! 
Fläche oder Transverfal- Linie geben muß. — 


7. Nach dieſen geometriſchen Betrachtungen wollen wir nun 

zu analytiſchen Unterfuchungen übergeben. Seyen zu dem Ende 
ren, 0 : ! ? 

die Gleichungen der orthogonalen Transverfal- Flächen der ein wi 
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fallenden und ber gebrochenen oder zuruͤckgeworfenen Strahlen. | 
Eben fo fey Kia — 


die Gleichung der die beiden Mittel trennenden oder der zuruͤck— 
werfenden Flaͤche. Die Coordinaten dieſer drei Flächen follen 
reſpective duch x, y, 23 x, y, 25 X, V, Z bejeichnet 
werden. Denfen wir ung von irgend einem Punfte in der die 
beiden Mittel fcheidenden oder zurückwerfenden Fläche, deffen Coor- 
dinaten alfo nach bem Obigen X, Y, Z find, auf ‚die beiden 
Zransverfal- Flächen Normalen gezogen, fo find nad) dem Art. 
Beruͤhrung (22,) in diefen Zuſaͤtzen die Gleichungen diefer 
- Normalen: 


%-: + 2-)(E)=0, 1-7 + @-(&)=0; 
xx + a9 (5)=0, 1-r+ 2-9) =0. 


Die Quadrate diefer Normalen find nach dem Art, Coordinate 
(12,) in diefen Zufäßen: 
(X—x)? + (Y—-y)? + (2-2), 

und (X—x)? + (Y—y)? + (2— 7). 

Alfo nach (4. I.), wenn wir dag Brechungsverhältnif = m:n, 
und für den all der Zuruͤckwerfung m = —nodrm-n—=0 
feßen: 
2? 1(X—2)? + (Y—y)?+ (Z—2)?] =m? (X)? + (Y—yY)24Z—27')2}, 


fo daß wir nun folgende acht Gleichungen haben: | 
F=0,7 0,0504 
=) = 0, Y=-y + (Z—z) =)=0; 


X—-x + (Z2—z) * 

xx + @—2) (55) =0,Y-y+ 2—2)(77) =0; 
n?t(X—x)” + (Y-y)? + (2-2)? =m?[X—r)? + (Y—y)?+(Z-7')2}, 
welche überhaupt die neun veränderlichen Größen x, y,2, x ,y,Z, 
X, Y,Z enthalten. Nehmen wir nun zwei der Gleichungen 

3 F=0,F=0,6-0 

als gegeben an, fo bleiben uns noch ficben Gleichungen, aus de- 
nen man jederzeit ſechs der obigen neun veränderlichen Größen 
eliminiren, und auf diefe Weife eine Gleichung zwiſchen den drei 
übrigen veränderlichen Größen, d. i. die unter den drei vorher— 
gehenden Gleichungen. als unbekannt angenommene Gleichung 
finden kann. Man fann indeß noch andere wefentliche Vortheile 
darbietende Öleichungen finden, wobei wir, die Begriffe zu firiren, 
annehmen wollen, daß F=0, G—=O befannt feyen, und 
F=0 gefunden werden folle, Alle Differentialquotienten find 
bier, aud) wenn dies nicht befonders durch Einfchließung in Pa— 
- 32 
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# 


renthefen angedeutet wird, partielle Differentiale,  Differentüirt 
mai nun die Gleichung BIER 
n2{(X—x)?+(Y-yJ)’+ — eg + — — — 
in Bezug auf X, fo wird: u 
[anne 3: - 2) 
ER, X. &y * 
—— N Fran (F- =) 
wobei zu bemerfen ift, daß x, y ganz unabhängig von einander 4 
find, „Aber, da Z als Function von X und Y,z als Function 
von x und y betrachtet wird: | ' 
0Z. _, 02 az 
x OX’ox *F ———— 
02° 02’ — 
ox OK dx + öy x” 
welches, im obige — — ken ‚ giebt: 
rs 


re + [+2] a 
| +25 ].& — —— —— 2]. 2 


— +(Z-2 ve) ——— — 5] 
Folglich, wenn wir der Kürze wegen 


fen) fer] 
De ee) 
fegen, nad) dem Dbigen: . Bu 


—6 


und ganz auf dieſelbe Weiſe Mr man nad) y differentürt * 
sn — 


woraus man leicht een i 


G 
— - 90 — | 


2 


_ m 
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Waͤre nun allgemein : 


ll 
fo wäre dadurd) eine allgemeine Bedingung gegeben, welcher die . 
Flächen, deren Gleichungen F=0, G=0 find, unterworfen 
feyn müßten, da doc) offenbar diefe Flächen ganz willführlic) 
angenommen werden Fönnen, und an eine ſolche Bedingung durch- 
de zu denfen iſt. Es iſt folglich im Allgemeinen nicht 


OX\ /0 OX\fOY\ 

Ä 66 

und daher wegen obiger Gleichungen 

* — ⏑⏑⏑— 

Wir haben alſo nun folgende acht Gleichungen: 
E—⏑ 


xx + 2-2,() = 0,1 y + (2-2) „) — 


errang) re) 
— =breen 


n? (X? + (Y-y)? + (Z-2)?}=m?{(X—X)?+ (Y-y)’ HZ) }- 
Diefe Gleihungen gewähren den wichtigen Vortheil, daß aus 
ihnen die Differentialquotienten 


verſchwunden | find. —— 

Sind F=0, G=0 gegeben, fo bedient man ſich, um 
die Gleihung FO zu finden, vorftehender Gleichungen, Sind 
F=0, G=0 gegeben, fo führt man, um F=0 zu finden, 
ftatt der Gleidyungen 


0 ; 0 
x-x+22 (7) =0, Y-y+2-9(7,) u 


nur die Gleichungen 
X—x+(Z2—z) (5) = 0, v-r+@-2 (5) =0 


ein. Sind aber F=0, FO: gegeben, fo findet man die 
Gleichung G — 0. mittelft der erftern obigen Gleichungen, aus 
denen die vorhergehenden abgeleitet worden find, Auf diefe Weife 
wird man nie der Integralrechnung bedürfen. ] 


- - Um ein DBeifpiel der Anwendung diefer Gleichungen. zu geben, 
fo feyen die beiden brechenden Mittel durch eine Kugelfläche von 
einander getrennt, deren Mittelpunkt wir als Anfang der Coor- 
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dinaten a ehmen wollen. Die einfallenben Serahlen möge: 


aus einem durch ‚die Coordinaten a, b, c beftimmten — — 


— Die gegebene Gleichung iſt alſo 
+ 3 


u * die Strahlen alle aus dem puntte Brb “PB; J— — J 


ſo haben wir: 


Aus der gegebenen Gleichung der Kugelflaͤche * ange “ 
0Z % 902, .% 
(x)=- 8 A (a) u zZ. x 
Alfo Haben wir mittelft der obigen allgemeinen Gleichungen: 
eKX—az 2X— xZ ceY—bZ I BEL-IR * 
m? ‘n?2 ’ m? n? ’ 


Kar + +2 _ RM Her+ Ban 


m? n? 








Aus diefen drei Gleichungen und. der Gleichung der Sugeftäge, | 


muß man X, Y, Z eliminiven, um die Gleichung FO jivi- 
ſchen x, y', z' zu finden. 


Aus den beiden erften der drei vorftehenden Steiungen, u und Be 


der Gleichung der Kugel, findet man leicht: 








x (m?x’—n?a)r 
* — —n?a)?+ (m?y —n?b)? — — en 
et (m?y’ —n?b)r i — 55 








J— — a)? +(m?y’—n?b)’+(m?’2’—n?c)? 
Zi (m? z—n?c)r 
| Yim?xX—n?a)? + (m?y’ —n?b)? + (m?z2’—n? — 
Folglich 
(mẽ ⁊ð ne a) X + (m’y—n?b)Y a 
= rl(m’r—n?a)? + (m?y’—n?b)?+ (m?2’—n?c)? . 


a leßte der drei obigen Gleichungen bringt man leicht auf die 
orm: 











— 2 {(m? x’ —n?a)X + (m?y—n2b)Y + (m?z7—n? c)Z) 
+Fmil£Feyt re?) n? (ai 4b? RR) 
oder 
2/(m’X—n”"a)X + (miy—nıb)Y + (m?z —n2e)Z) . 

mr) u (a 462 4 e * 
Folglich, mit dem Obigen verglichen, wein man ei nf 
beiden Seiten quadrirt: 2 

Ar?/(m?x’—n?a)? + (m?y'—n?b)? + (m? — nee} a 

= {mn (X2+y? +2? Hr?) nrlahrb? He +r2))?, 
die Gleichung der gefuchten orthogonalen N, Ni 
gebrochenen Strahlen, 


4 


(m—n2)(X2 4 Y° +22) E Ei 
= 
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Am ein Beifpiel für den Fall zu haben, wenn die Gleichung 
— O geſucht wird, wollen wir die Gleichung der Fläche be— 
fiimmen, von welcher die beiden Mittel: getrennt werden müffen, 
wenn die aus einem Punkte, den wir als Anfang der Coordi— 
naten annehmen ‚wollen, ausgehenden Strahlen fich nad) der 


Brechung wieder in einem durdy die Coordinaten a, 22 © gege⸗ 


benen Punkte vereinigen ſollen. Wir haben alfo 
Ft, yet; ea ab, ac, 
Golglich 
n?(X?+Y?+2?) = m? IX-a) +(Y—b) + u 
d. i. nad) leichter Transformation: 
rw ee 22) — am KH) _ & 
+ m?(a?+b°’+c?) PR 


oder 
ee net 
2 —————— 
— — 
— die Gleichung einer Kugel iſt. 
8. Sind 





J 


Gleichungen krummer Linien in einer Ebene, ſo hat man ganz 
wie vorher: — 
F=0,F=0, G=0; 


X =0, X—x+ vn =03;3 
n? {(X— x)? + Y—Y)’} = m’{(X—x)? + (I-Y)}- 
Differentüirt man die letzte Gleichung, fo wird: 


fee) on} 
— 
ange + X - mE Bra 
Aber 


X— 4 =0. 


Folglich, wenn man mit 7 Br Biel auch 


a9 +d-Y = 0. 


m a5 + d- —— [&-n& + an} 





—— 
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e — 


Alſo, wenn man zugleich auf beiden Seiten mit Smtti: 


a en = m (xx Hana) F 


ſo daß man folgende Gleichungen bat: “ — — 
F=0,F=0, — URN a 


xt ng=0; z 
\ 
[x nom |x-r Han 1. | 
TER HLTNN Be a;  , * 1 
oder 
Fr=0,F0, G=0; 


r ‚ „oy F 
x— 0 


x En * me xy) R 
—— HIER EIER IE 


9, In dem — Falle, wenn alle — aus ei⸗ 
nem Punkte in derſelben Ebene ausgehen, im welcher die durch 
die Gleichungen. F=0, F=0, G=0O dvargeftellten —— 
liegen, hat man nach II. VI.), wenn man dieſen Punkt 
als Anfang der Coordinaten annimmt, die Gleichungen 

x=0,y=0, 


Seiglic hat man für diefen Fall; 
F=0,6G r 05. 


xx + =0; 


—— = m? {x-x40-n} 3 
Alle nun folgenden At) folfen fidy der ‚Sinfappeit ine 
bloß auf diefen fpeciellen Fall beziehen. ei 
10. Sey zunaͤchſt die Gleihung G — 0 der die Gaiden bre- 3 
chenden Mittel krennenden Curse gegeben, und die Gleichung FO 
der orthogonalen Iransverfale der gebrochenen Sr verde 
geſucht. Die gegebene Gleichung fey BR. 
eX+PY=y 4 i 
die Steichung einer geraden Linie, Denft man — von dem. | 
Anfange der Coordinaten auf diefe Linie ein Perpendifel gefällt, 
fo find nach Principien der analptifchen Geometrie‘ (Linie, sr ER 
bie Coordinaten des Tußpumktes dieſes Perpendilels: 
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Ar & 
IR EU SC HER —— fr i 
Bau ga 2 -@® 2 2 
‚wobei man ficy nur die gegebene Gleichung unter die Form 
„ —- — X —--Y 
ß + P: - 


gebracht denken muß, Die Länge des in Rede fichenden Perpen- 
dikels ift 
Y 

REN « 


— 
| a a 
— 





Multiplicirt man nun die gegebene Gleichung auf beiden Seiten mit 
— Y 


fo wid: 


ey. Pr ET 
Hear arm 


‚und folglich, wenn wir die Coordinaten des Fußpunktes ded von 
dem Anfange der Coordinaten auf die gegebene gerade Linie ge= 
fällten Perpendifel$ durch a, b, die Länge diefes Perpendifelg 
durch © bezeichnen: 

; ax + bY= ec? 
die Gleichung der gegebenen geraden Linie. Da 





ar Ye Pr. Be 2 
Fr are yon 


iſt, fo überzeugt man fich leicht von der für das Folgende wich. 
tigen Relation; | 


abc, 
Da | 5 
oX SEE; 
27% 
ift, fo erhalten wir für den vorliegenden Fall aus (9,) leicht 
folgende Gleichungen: 
aX +bY=c? 
n? ({bX—aY} = m? {b(X—x)—a(Y--y’)} 
{+ YV}) =m’{(X—x)? + (Y—y)?} 
aus denen num X und Y eliminirt werden müffen, um die ge- 
fuchte Gleihung zwifchen x’, y' zu finden. 
Den beiden erften Gleichungen giebt man leicht die Form: 
aX+-bY = c? 


52 2 hr 
ee 
— n — m? 
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und. inet aus denſelben mittein der Relation a2 + ve =: ie 
n2— m? A N 


m?a(ay’—bx’) — — 
2 RS 


















e2Y= be — > 
} Y - } n “m? R: 
und hieraus: DH — 
a) 
‚aımı r 
e(Y-y)=or(b- Pe — | 
nt man nun auf beiden Seiten die Quadrate und 
o wird: 





N N a 





m‘ (ay’— bx’)? 

(n?—m?)2 Br Rasa 
{X-2)? + X-Yr)=er (ana) roh)? + Er meh 
Seßt man dies in die Gleichung ya 

n?c2[X?+Y?2} = m?c2{(X—x)® + wir} ’ 
fo ergiebt fich als Gleichung der orthogonalen Transerfale 
gebrochenen Strahlen: * 

m? (ay ⸗bx) = c? (u· ⸗ —m?){n? c?— m? IE —aje + br] : 

ſo daß alſo dieſe Transverſale eine Linie des zweiten Grades 4 


ein Kegelſchnitt iſt. Vorſtehende Gleichung bringt man leich 
auf folgende Form: ; 


m?n?c?{x?+y'?—2(ax' + by’ —)}=ntet+ m? (ax +by’ — 
oder⸗ wenn man 
2mꝰ n?c?(ax’-+ by’ ze) — — 

addirt ober fubtrahive: a as in 
m?n?c?(x?+y?) = {n? c? +m? (ax +by’ eye" 

m? —— *206 —— ı= * ent, Fr -09)} 
ui. 

* mne 7 = te ER, ) 

+ mneY (x — 2a)? + (y —2b)? = n?c?—m?(äx+ by’ — 
oder, indem man dieſe Gleichungen zu einander Auen und a 
beiden Seiten durch mne dividirt: 


+ re arte — 2)? = gas Ki 


eꝛ x) mer + 

















wobei man aber zu bemerken hat, daß die Re und untern 

Zeichen fich nicht auf einander beziehen. Da nug 
Yr2+y2 um Y@Z — 28)? +(y’ — 2b)? 

die Entfernungen eines willkuͤhrlichen Punktes der — or⸗ 

thogonalen Transverſale von ‚dem Anfange der Coordinaten oder 
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m firahlenden Punkte, und von einem durch die Coordinaten -» 
, 2b beitimmten Punfte find; fo ift die gefuchte Curve offenbar 
tweder eine Ellipfe oder eine Hyperbel, deren Brennpunkte der 
nfang der Coordinaten und der Yunft (2a, 2b) find, da die 
Summe oder Differenz der Entfernungen eines jeden Punftes der 
urve von diefen beiden Punften nad) dem Dbigen eine conftante 


dröße if, Die halbe Hauptare it — e, und die Coordina- 
ji des Mittelpunftes der Ellipfe oder Hyperbel find a, b, Die 
xcentricitaͤt it = Ya?+b? = ec, wie leicht erhellen wird. Iſt 
in — ein echter Bruch, d. i, n<m, fo iſt die halbe Haupt- 
e fleiner als die Eycentricität, und die Curve folglich eine 
pperbel; iſt aber — ein /unechter Bruch, d. i. nSm, fo if 


e halbe Hauptare größer als die Ercentricität, die Curve alfo 
ae Ellipfe, Dies führe zu folgendem wichtigen Theorem: 


Wenn zwei homogene dBiaphane Media durch eine, 
bene von einander getrennt find, und alle von 
inem beliebigen Punkte ausgehende Lichtftrahlen 
ei dem Uebergange aus dem einen Medium in dag 
ndere gebrochen. werden; fo find die gebrochenen 
strahlen ſfaͤmmtlich auf einer durd Umdrehung ei- 
es Kegelfchnitts entftandenen Fläche des zweiten 
rades fenfrecht. Der Mittelpunft diefer Fläche 
der Sußpunft des von dem ftrablenden Punkte 
uf die die beiden Mittel trennende Ebene gefäll- 
n Perpendifels, und der ftrablende Punkt ift ein 
zrennpunkt derfelben. Die Ercentricität verhält 
ch zu der halben Hauptare wie der Sinus des 
‚infallswinfels zudem Sinus des Brechungswin— 
[8. Die Drehungsaxe ift die Hauptare des Kegel 
nitts, im welcher die Örennpunfte liegen, und 
ie Flaͤche ift ein Ellipfoid oder ein Hyperboloid (in 
iefem Salle une Hyperboloide a deux nappes), 
nachdem der Sinus des Einfallswinkels Eleiner 
der größer ift als der Siuus des Brechungswin— 
[8, di, jenachdem die brechende Kraft des erfien 
ediums größer oder kleiner ift als die brechende 
taft des zweiten. 





11. Denken wir uns nun ein von zwei parallelen Ebenen 
gränztes brechendes Medium, welches in einem andern Medium 
m verfchiedener brechender Kraft liegt. Don einem Punfte in dem 
stern gehen Lichtftrahlen aus, welche bei ihrem Durchgange 
irch das erftere ziweimal gebrochen werden, Die Dicke des erſtern 
ittels fey — e, und die Entfernung der dem ftrahlenden Punkte 
naͤchſt liegenden begraͤnzenden Ebene deſſelben von diefem Punfte 
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= c. Der ſtrahlende Punkt ſey immer der Anfang. der € di 
naten, Iſt nun irgend eim einfallender Strahl gegeben, h eg 
man durch denſelben eine auf den beiden: parallelen Ebenen ſent 
rechte Ebene, in welcher ſaͤmmtliche Brechungen, die der Str al 
erleidet, vorgehen werden. Diefe Ebene nehme man ale € 
der xy an, die Are der y auf den beiden parallelen Ebenen‘ fen 
recht. Die Gleichungen der Durcchfchnitte der Ebene der * n 
den parallelen Ebenen find hiernach offenbar J 

yzc(,y= ce+e. 
Die Gleichung des einfallenden Strahls ſey 


y>=eoex, 


| fo ift offenbar a die — des Gifte; ; ai 


— +0? ; 
der Sinne diefes Winkels, Da wir nun das Badanhenhit 
niß kan m;n Beseihunn; fo ift 

n 
4 mYi+a: Br en 
der Sinus des Brechungswinkels bei der — — — —— de 
Strahls. Die Cotangente des Brechungswinkels iſt vor 


Va a 
n . 


Die Eoordinaten. des Einfallspunftes find 


c E 
RER ee Aa 














Folglich if 

; ch 7 22137 5 
um —— 
die Gleichung des — Strahls. Verbindet man ie rn 
die Gleichung y=e-+ e; fo findet man für die Coordi 
des Punktes, in welchem der ala — die zw 
rallele Ebene ſchneidet: 

ne: 
AT — — 

Bei der zweiten Brechung ift der ausfahrende Strahl, 
durd) den fo eben beſtimmten Punft geht, offenbar dem einfallen 
den ag parallel, und die Eau des aucſac Strah 
iſt alſo: 4 




















Yu c e= «fx ER din } 3 
3% } « . Ym? (1+.2)—n? — 
each ae 


Ym?(1+e2)—n: 
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Aus diefer Gleichung ift e ganz verſchwunden, woraus folgt, 
aß die Richtung des ausfahrenden Strahls ungeändert bleibt, 
henn man dag ziwifchen den beiden parallelen Ebenen eingefchloffene 
Mittel dem frahlenden Punkte, parallel mit ſich felbit, nähert, 
der von demfelben entfernt. Die Richtung der ausfahrenden 
Strahlen bleibt alfo ungeaͤndert, wenn man auch e.— 0 ſetzt. 
ann hat man aber offenbar dew in (10.) behandelten Kal, 
enm zwei brechende Media durch eine Ebene von einander ge— 
chieden werden, und das a. a. D. bewiefene Theorem gilt alfo 
ach für den gegenwaͤrtigen Fall, Der frahlende Punkt iſt, wie 
ır (10.), ein Örennpunft; der Mittelvunft des Kegelſchnitts, 
urch deffen Umdrehung die orthogonale Iransverfal- Fläche der 
usfahrenden Strahlen entitanden ift, liegt auf derfelben Seite 


ittel zu dem Sinus des Brechungswinkels in dem zweiten ges 
‚ebenen Mittel. | 


12. Sei nun ferner die die beiden brechenden Mittel tren- 
ende Curve ein Kreis, Der Mittelpunfe diefes Kreifes werde 
18 Anfang der Coordinaten angenommen, und a, b feyen die 
Foordinaten des flrahlenden Punktes, Der Halbmeffer des gege- 
enen Kreifes ſey = r, alfo 
* ZA Fer 2 
ie Gleichung deffelben, Man hat alfo nad) (8.) für diefen Fall 
olgende Gleichungen: a 4 — 
F=0,X%+Y=r; 


n? X -a+ 7-1 = mtr 4r- N) 
n? [(X—a)?+(Y—b)?} = m? (X—x) +(/-y)2} 
ie Gleihung FO wird geſucht. 





* oY 
fi; fo bringt man diefe Gleichungen leicht auf folgende Form: 
| X2+Y: =r 


n?(aY—hbX) = m?WY—yX) 

n?1(X—a)? + (Y—b)?} = m? {(X— x) + (Y—y)?} 
voraus ſich ferner leicht folgende zwei Gleichungen, die in Bezug 
‚uf X, Y vom erfien Grade find, ergeben: ! 
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(my —n?b)X — (m?x ne)X ED 

2 — x42 Yun '—n?®b)Y=m?@?+y’ ee 
Addirt man zu dem Duadrate der jiveiten dag vierfache Quadr 
der erſten; erhält man, indem man X H-Y?=ı2 ſetzt: N 
Ar? | (m?x’-n®a)24+(m?y'n®b)?) = {m?(x' Hr HP) near Be ) 
Dies ift die Gleichung der gefuchten orthogonalen. Trangve N 
welche wir nun noch auf eine ‚andere Geſtalt bringen . wolle 


Man. erhält, naͤmlich Leicht ve Eutuigelung, ‚der einzeln 
Glieder: b 


2m? ne ((a + ba tra ya +r?) — —5* ar 

— m+(x’? + y?—r?)? + n*(a? + bh? m 
und, wenn man — J 
— 
auf beiden Seiten ſowohl addirt, als auch fubtvahirt: 

. 4men?{(a?+b?)(x?+y?) — 2r? (ax +hby')+ ri} 
= m: (#4 y? 12) + J——— sa 

4m? n? ra)? Hy) = — nn, —————— 
oder: er 
+ 2mnY(a® + be)(x® +77 — + By — a; 




















= mi hytorr) +wlardbioe) | 
+2mnrY(® a)? +(y ’—p)? samt (6x2 4 De; (a?+b2— ri 
wo fich aber die obern und untern Zeichen nicht auf einanbi 


beziehen. Zieht man diefe DEM von einander er we r 
haͤlt man: 


+>m — (a 2, y 2) _2r2(ax +by )+rt+ = mr (X — —a)?+ 














— — r?) wg 
oder auch: nn 
br? 7 * 1 
+ Yan. ei — a) tr Ya) +y) a 
= Zar pbt—rt). — | 


Die ortbogonale Transverfale der — 
Strahlen if alfo eine Linie des vierten Gradee 
welche, wie aus obiger Gleihung augenblidlid 
‚ folgt, die Eigenfchaften hat, daß die Summe ode 
Differenz der Producte, welche man erhält, went 
man die Entfernungen eines jeden Punktes biefer 
Curve von dem durch die Coordinaten a, b beftimme) 
ten ſtrahlenden Punkte, und einem durch die Coor— 


ar? br? 
dinaten FIm Sr beffimmten Punkte, reſpecti 


in die beſtaͤndigen Factoren r und multip 
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cirt, eine conftanfe Größe iſt. Werden die beiden 
brechenden Mittel durch eine Kugelflaͤche von ein- 
ander getrennt, fo iſt die orthogonale Transverſal— 
Flaͤche eine durch Umdrehung einer Curve von obi— 
ger Beſchaffenheit entſtandne Flaͤche. Die Dre— 
bungsare ift dann die durch den ſtrahlenden Punkt 
und den Mittelpunft der Kugel gehende gerade kinie, 


413. Wir betrachten nun noch) ein Beifpiel für den Fall, wenn 
die die beiden Mittel trennende Eurve gefucht wird. Die Strahlen 
Bean wieder aus einem Punkte ausgehen, welcher als Anfang 
der Coordinaten angenommen wird, indem wir uns unter diefer 
Vorausfeßung die Frage vorlegen, von was für einer Curve die 
beiden Mittel geſchieden werden. müffen, wenn die gebrochenen - 
Strahlen wieder in einem durd) die Coordinaten a, b gege- 
benen Punkte zufammenlaufen follen, 

‚ Sn diefem Falle hat man alfo 
| ı=0,y=0, x>a,y=b. 

Die Gleichung a ur 
| x + (H-Y)y=0 
in (9.) ift die Gleichung der auf der orthogonalen Trausverfale 
der gebrochenen Strahlen normalen Linien, und ift in diefem Falle 
vom felbft erfüllt, weil man’ ficy die orthogonale Transverſale 
der gebrochenen Strahlen hier als einen mit dem. Halbmeffer 
I=0 um den durd) die Coordinaten a, bi gegebenen Punkt be- 
Ifchriebenen Kreis vorſtellen kann. Man hat, alfo nad) (9.) bloß, 
Inöd) die Gleichungen —— 
| afX+ ra, = m|x—a + db) 
| n? |X? + Y:} = m?{(X-a)? +(Y-b)?} x 
Differentiirt man die ziweite nad X, fo erhält man die erſte, 
Jund hat alfo bloß noch ‚die zweite zu berückfichtigen, welche daher 
die Gleichung der gefuchten Curve ift. Man bringe diefe Glei— 
hung. leicht auf die Form: . 
(n—m?)(X?+Y?) + 2m?(aX+bY) = m’(a+be) 
der, wenn man auf beiden Seiten 
m*a* m’p®? _ m*’(a?+b?) 

(n®—m?)? " (n:—m?)? ” (nme ya — 
ddirt, nachdem vorher die Gleichung durch n? — m? dividirt 
orden ut: 


[4 















a I ehe ——— 
ie geſuchte Curve iſt alſo ein Kreis. Die Coordinaten des 
ittelpunktes ſind 
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m : BR m? ! J ——— 






























zo —— a, — ——— 3 


der Halbmeſſer iſt 





— ———— 
mnYa? 2 
= ——— 


— — — 
n? — m? —* 


Die Entfernung des Mittelpunktes vom ſtrahlenden Punkte iſt 


= ea ® meb Fr — 








—m? n? — m? De VE 
und die Entfernung des Mittelpunftes ‘von Dem durch die Coor⸗ 
dinaten a, b gegebenen Punfte © J 








m?a ]2 — 12 ef ayzı pe Ba, 
The He ee 
Das Product diefer beiden Entfernungen: ift a A 
N i _.m?n?(a®+b?) 
mu a 
di, = dem Quadrate des Radius. Da Se 
m? m? B 
en a Re J— 
iſt, ſo liegen der ſtrahlende Punkt, der Mittelpunkt des Ki 
und der durch die Coordinaten a, b gegebene Punkt, de is 
—— der gebrochenen Strahlen in einer ger 
inie. — —— dar ER: 
Iſt m<n, fo it.mn > m’, mn <n?, alfo auh 4 


= 2”, 1 Hr, 








mYa+b_ mYarfb nV 
n? -— m? n’— m? ° EEE ihn, J 
Sit aber m>n, fo iſt mn <m?, mn >n?, und folglich 3 
mnYab _ mr nf, 00 





n?— m? n? — m? n?— m? 


Im erfien Falle Liege alfo der ſtrahlende Punft innerhalb, der 
Pereinigungspunft der gebrochenen Strahlen außerhalb des Kreifen | 

Am zweiten Falle findet das Umgefehrte ſtatt. Noch if zu be 
merken, daß der frahlende Punkt und der Vereinigungsp: 
der gebrochenen Strahlen ftets auf einer Beite des Mi 
punkts liegen. - Die Koordinaten des Mittelpunkts find. nar 
nad) dem Dbigen: ES: — 
m? m? 


— a u ET — Aa ” 
n? —m? ; ’ „umb» - ke — 


Iſt nun n>m, fo. find diefe Coordinaten den Coordinaten 
b des Vereinigungspunfteg der gebrocherten Strahlen entgegengefeßt, 
und diefer Punft liege alſo offenbar mit dem. ftrahlenden Punkte, 

deffen Coordinaten beide = 0 find, auf, einer Seite des Mittel" 
punfts, If mm, fo haben die obigen Coordinaten mit a, b 
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| zwar gleiche Vorzeichen, aber — iſt ein unechter Bruch, 
und folglic) 


. m? 





m? 
Th 

woraus ſich unmittelbar Daffelbe ergiebt, wie vorher, 

Hieraus leitet man folgenden Saß ab: 

Wenn eine durhfihtige Kugel fih in einem ho— 
mogenen Mittel von verfchiedener Brehungsfraft. 
efindet, fo giebt esaufjedem Durchmeffer derfelben . 
mmer zwei Punfte von folder Lage, daß die von 
dem einen ausgehenden, und an der Dberfläce der 
Kugel gebrochenen Strahlen fih in dem andern 
wieder vereinigen. Diefe beiden Bunfte liegen im 
mer beide aufeiner Seite des Mittelpunfts, und 
das Product ihrer Entfernungen vom Mittelpunfte 
Jift dem Duadrate des Radius gleich; aud) liegt der 
eine ftets außerhalb, der andere innerhalb der Ku- 
gel, und zwar liegt der ftrablende Punft außerhalb 
oder innerhalb, jenachdem die brehende Kraft der 
Kugel fleiner oder größer als die brechende Kraft 
des Mittels ift, in welchem fich die Kugel befindet. 
Endlich verhalten fih die Entfernungen des ſtrah— 
lenden Bunfts und des Vereinigungspunktes der 
gebrohenen Strahlen vom Mittelpunfte der Kugel 
zu einander, wie die Duadrate der Sinus des Ein- 
fallswinfels in dem Mittel, in welchem fid die 
Kugel befindet, und des Brehungsmwinfelg in der 
Kugel. u 

Die vorhergehenden lehrreichen Beifpiele find fämmtlich einer 
Abhandlung von Gergonne in den Annales de Mathem. 
T. XVI. p. 65. entnommen, Die ausführliche Literatur ſ. m. 
man am Ende diefes Artikels. BR 


14, Wenn von einer. ebenen Curve Lichtſtrahlen, die von 
einem Punkte in derfelben Ebene ausgehen, zuruͤckgeworfen, oder 
durd) fie gebrochen werden, und man denft fid) die einfallenden 
und zurückgeworfenen oder gebrochenen Strahlen im ftetiger Folge; 
fo wird man ſich auch leicht die ftetige Folge der Durchſchnitts— 
punfte je ziveier auf. einander folgenden zuruͤckgeworfenen oder 
gebrochenen Strahlen vorftellen fönnen, Die ftetige Folge diefer. 
Durchfchnittspunfte bildet eine” Curve, weldye die cauftifche 
Linie (durd; Zuräcwerfung oder durch Brechung) der gegebenen 
Eurve, oder die Brennlinie derfelben genannt wird. Hier— 
aus ift nun ferner augenblicklich erfichtlih, daß die Brennlinie 
von ſaͤmmtlichen zurückgemorfenen oder gebrochenen Strahlen be- 
rührt wird, und daher auch als die einhüllende Curve (|. diefen 


Supplem, zu Klügels Wörferb, 1. Ya 
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Art.) der zurückgeworfenen oder gebrochenen Strahlen definivt 
werden fann. Da es in dem vorliegenden Falle, wo wir, anneh- 
‚men, daß die Strahlen ſaͤmmtlich aus einem Yunfte ausge 
ben, ftets eine orthogonale Transverfale der zuruͤckgeworfenen 
oder gebrochenen Strahlen giebt (4. IH. VI. 5.), fo ift klar, daß 
die cauftifche Linie die Evolute diefer orthogonalen Transverfale 
ift, und daher, weil leßtere nad) dem Obigen immer beſtimmt 
werden fann, ebenfalls mittelſt der int Art. Evolution angegebes 
nen Methoden jederzeit gefunden werden kann. —— 
Die orthogonale Transverſale der durch eine gerade Lini 
gebrochenen Strahlen iſt nach (10.) eine Ellipſe oder eine Hy⸗ 
perbel, woraus ſich mittelſt des Vorhergehenden unmittelbar der 
merkwuͤrdige Satz ergiebt, daß die Brennlinie durch Brechung 
der geraden Linie jederzeit die Evolute einer Ellipſe oder einer“ 
Hyperbel iſt. Mehnliche Säge wuͤrden ſich mittelft deg Obi 
mehrere finden laffen, a 
s» 15. Die erfte in (14) angegebene allgemeine Eigenſch 
der Breunlinien führe zu folgender, Methode, diefelben zu finde 
Sey überhaupt ; ar 





CZ EI Be ST * 
die Gleichung der Curve, deren Cauſtica gefunden werden fi 
. wo alfo. u als Function von t betrachtet werden fann, 
Gleichung eines beliebigen den durd) die Koordinaten t, u‘ 
ſtimmten Punkte entfprechenden reflectivten oder gebrochenen Stra 


fey | 5 | 
‚Y=Flt). X+FR(t). Be, 4 
Diefer Strahl berühre die gefuchte Cauftica in einem Punkte, 
deſſen Eoordinaten x, y find. Die Gleichung EL 
: : 2) 2 ; —* 
— 3 
der die Cauflica in dem Punkte (x, y) berührenden Linie m 
alfo mit der vorhergehenden Gleihung ıdentifch, folglich 
oy: 0 NR 
i re, = Ft) | s 
feyn. Dieſe Gleichungen muͤſſen für jede zwei zufammen 
vende Punkte (t, u) und (x, y) ſtatt finden. Man fan 
alfo x, y ald Zunetionen von t denfen, fo wie auch den 
ventialguotienten I, und erhält folglich, wenn man nad) 
rent — — 
RE 


ot. Tr: dt Br 
OF,(t) _ 66 „ey 9x 
ot 1.7.08 32 DROR 7082,06 


Oy ox dx Oy O?y x 
RRL..OEOK ; “208? 
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OECD 0— 0?y Ox 
— rt De 
Or.) _ _„OFlE) „ORCE) OF) nr 
a ee Bet gs Ta — 
Da der vefleckivte oder gebrochene Strahl durch den Punkt (x, y) 
geht, fo iſt =. 

> y—xıF(t)—F,(t)=0. 
Setzen wir nun den erfien Theil diefer Gleichung =V, fo it 
das partielle Differential _ ' — 
| av. _ _ OF) OF, 
UP Ben © 4.0868 Dt 

und wir haben alfo folgende zwei Gleichungen: 
| Ye 0b, (& =0. 











Eliminirt man aus diefen Gleichungen t, fo erhält man die ge- 
juchte Gleichung der Cauftica zwifchen x und y. 

Die Gleichung des reflectirten oder gebrochenen Strahls fin- 
det man auf folgende Art. Die Gleichung der Normale der ge— 
ebenen Curve in dem Punkte (t, u) ift: 
et ,. 

Zu‘ —— 
ie trigonometriſchen Tangenten der von dem einfallenden Strahle, 
er Normale, und dem zuruͤckgeworfenen Strahle mit der Axe 
er x oder £ eingefchloffenen Winkel find, wenn wir die Coor— 
inaten des ftrahlenden Punctes durch a, b bezeichnen: 

b—u ot y—u 7 
rt ia 


A 











bu, — 

— — — 

— — y—u 6t 
a—t du xt du 


(fo ift nad) dem Gefege der Zuruͤckwerfung die Gleichung deg 
eflectirten Strahls: Er 














Kb=u)du + (a—t)dt (y-u)du + (x—t)dt 
(a—t)du -(b-u)dt (x—t)du — (y-u)dt 
ben fo find die trigonometrifchen Tangenten des Einfalls - und 

rechungswinkels: 

— b—u,d y—u ‚6 
Fan gu. — du 
1 bu dt’ y—u dt 
amt x—t "du 


Ya? 
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Alfo, wenn wir diefe Winte durch 10) unv @ Korn 
der Formel 














tange? RE, a 
er 2 a 
\ bou J— 

+ ' 
‚sinO= —— 


—F J—— 
| ya ua 


x—t u ER a Be 


I 

"Tue er, 

oder | DE N ME 
(b-u)ou Hrat)t 0000. 

Ya +öw){(a—tj? + (bu) 
(y—u)du + (x—t)et Kl Er 
rettete 
Solglich , weil nad) dem Gefege der Brechung 


sin — sin® 
ım na 


sin — 























"sino—= 





sin ⸗ 





sin O;sin®’' = m:n, 





‚ (b-u)du + (a—t)dt _.(y—u)dn — — 
mY(a—t) + (b—u)?  afla=r)® * MR 
die Gleichung des gebrochenen Strahle. 


16. Bon, diefen allgemeinen Formeln wollen wir mun eine 
Anwendung auf die Beſtimmung der Cauftica des Kreifes durd 
Zuräcwerfung machen, Der Mittelpunkt des gegebenen Kreiſe 
ſey der Anfang der Coordinaten, der ah a ver — e 


xʒ ſo iſt 
N AS ı 


die, Gleichung deſſelben. Alſo 
oõt 4 uu=0, u, 


4 + 
iſt: 











und folglich J— 
t(b-u) — u(a-t) _ulx—t) Be 
t(a—t) + ulb—u) t(x—t) + u(y=u)? 
oder Een — 
ht ren 
at+ bu— rt "ix + en 
(bt — au) (tx -uy— r?) + (ty—ux) (at + bu—r 
die Gleichung des reflectirten Strahls Differentürt man nu 
wie nad) dem Dbigen (15.) gefhehen muß, ud, in = 
auf t; fo hat man folgende zwei Gleichungen: > 
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f rot +wu=0 | 
$x(au—bt)—b(tx+uy—r?) +a(ux—ty)—y(at+bu—r?)} ot 
= {y(bt—au)—altx+uy—r?) +b(ty—ux)— x(at +bu—r?);du. 

















Folglich, wenn man 2 aus diefen beiden Öleihungen eliminirt: 


Ix(au—bt) ⸗bitx + uy—r?) +a(ur—ty)—y(at+bu—r?)}u 
— {y(@au—bt) Fa(tx+uy—r?) +b(ux—ty)+x(at+ bu —r?)}t, 
(at+ bu) (x-uy—r?)+ (tx-+-uy) (at+bu—r?)=2 (au—bt) (ux—ty). 
us diefer Gleichung, und aus den Gleichungen 
et Fu?=r? 

(bt — au)(txFuy—r?) + (ty—ux)(atFbu—r?)=0, 
nuß man nun t, u eliminiven, um die Gleichung der Cauſtica 
swwifchen x, y zu finden. ‚Man bringe diefe drei Gleichungen 
eicht auf folgende Formen: 

+ u? = r? 
(?—u?)(ay+bx) — 2tu(ax—by) = r2|(y+b)t — (xta)u} 
Atu(ay+bx) + 2(t?—u?)(ax—by) = r?{(x+a)t+ (y+b)u). 
fiminirt man aus den beiden legten Gleichungen zuerft ax — by, 
nd dann ay-+ bx; fo erhält man: 

r?(ayt+bx)=(x+a)u?® »(y-+b)t? 
2r?(ax—by) = (x+ta)(t? +3tu?) — (y+b)(u? +3t?u). 
Addirt man zu dem Duadrate der ziveiten das vierfache Quadrat 
er erfien Gleichung, und bemerft, daß 
(ay+bx)? + (ax—by)? = (a? +b?)(x+y?) 
ft; fo erhält man; 
Ar (aꝰ 42) (x2 4 y2) * 
t?+-u?)? {(x+a)? (tꝰ 4 412) - 68 4 a) (y 4* h) tu 4 (y Bh)⸗ (uꝰ441) 
der, wegen ? Fu? —— 
4a? 4 2) (32 42) * 

(x+a)’(r?+3u?) — 6(x+a)(y+bitu + (y+b)? (r? +31?) 
Ra? +b2)(x? + y?)—r? {(a+a)? + (y+b)?}=3{(&taJa—(y+bJti?. 
eßt man nun 
xta=rA, y+b=ıB; 

temp, vamg,ay+ bk=r'C; 

Kar br) + rt), — irre) + (y+b)’} = 3r’Rt ; 

9 hat man folgende drei Gleichungen nady dem Dbigen: 
pP +g=1,Ag +Be=C,Ag—Bp=R, 

nd es kommt nun bloß darauf an, p und q zu eliminiven. 
Aus der erften und dritten diefer Gleichungen ergiebt fi: 
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I BRAAYATE BER? | 

PR 7 A: + B® | — 
_AR+BY@ ET 
A®+B? 5 

wo "die obern und untern Zeichen fi ſich auf — bezieh 


Setzt man dieſe Werthe von p und q nun indie iweite 
chung; ſo wird: 


AjAR+BYA® FB? R?\: — 

= C(A? + B?. Ya 

Entwickelt man die Potenzen auf der linken Seite des Gleich. 4 
heitszeichens, und dividirt duch) A? + B?; fo’ erhält man: 4 
+ AB(A® 4 B? + 2RS)YAPHBTRI=G(Ar+B2)2 RS (AS Be), 
Erhebt man auf beiden Seiten in dag Duabrat, WON dividirt daran 1 
(A? + B?)?; fo wird: E 
A® B2(3R? + A? +B?)—= RS —20R® (A? —B?) + c2 ss Fans % 

» A®B?(3R2+ a = [Rr-C(Aae—B)je. 
Es ift aber, 
































" dlax—by)2 
alfo Bi 
RB = — _B2) + + 2AB. ne ’ 


4 
oder, wenn man von Neuem auf beiden Seiten quadrirt, 
mit 27r!?, BHO: 4 
(3r4R2)3 = r{rt G(A?—B2) + re aBanhy)° — 

d. i. nach dem Obigen: m 
14(4* 4 b2) (x +3?) - 644) (674) M 

= 7r* ((ay+ hx) [x4 a)? —(y+b)?]+2(<+a)(y+b) (ash) je 
wo nun bloß. noch eine Beftimmung wegen des Zeicheng' noͤthig ift f 


17, Wir wollen zu dem Ende fürs Erſte noch den 
an fich wichtigen befondern Fall betracyten, wenn der ſtrahl 
Punkt in der Peripherie des gegebenen Kreifes liegt. Der An 
der Coordinaten fey der Mittelpunkt diefes Kreifeg, und d 
der £ oder x fey durch den ftrahlenden Punkt gelegt, inde 
‚ zugleich denfelben auf der Seite der negativen t oder x Aa 
wollen. Wie vorher ift 

‚.t+we-r., = 
Die teigenionietriiäe Tangente des von dem in. dem de ) 
einfallenden Strahle mit der Normale in diefem Punkte einge 
fihloffenen Winfels ift, wie auch ohne Figur leicht erhellen w win 2 


u 
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Die Tangente des von dem reflectirten- Strahle mit der Are der 
t oder x eingefchloffenen Winfels ſey — p; fo. ift die Tangente 
des von dem reflectirten Strahle mit der Normale eingefchloffenen 

Winkels, wie ebenfalls leicht ohne Figur erhellen wird, 





u . 
_ IT _p-u 
— u.” t+pu " 
i+P7 
Alfo nad) dem Gefeße der Zuräcwerfung: r 
— | Bi | 
tFpu r+t’ 
noraus leicht: — 
u(r+tt) _ u(r+2t) 








P= Krrt)—u ilr+2i)oen 
I Folglich) die Gleichung des zuruͤckgeworfenen Strahls in diefem 


Sale: . er 
u(lr+2t 

u T + a)—r 

[r—t(r+t)]jy+ ur+2t)x=ru. 
Nach (15.) muß man diefe Gleichung nad) t differentüren, wo— 

durch man erhält: 

du 


— (r+4t)y + [u+ (r+ 20% x * — 
Aber, wegen der Gleihing ? FW — 72: 


u t 


du. 
FF IE FA TT 





„ (xt) 


Auf .° 
— (r+4)uy + [mw —(r+it)ti]x = — ri. 
(r+4)uy + [(r+4)t—2r?]x = r’t 
I und man muß alfo t, u aus den Gleichungen: 
et + wor 
[r —tir+2t)]Jy + u(r+2t)x = ru 
(r+4)uy + [(r+4)t—2?]x = rt 
eliminiven, Man erhält aber weit einfachere Gleichungen, wenn 
man aus den beiden leßtern Gleichungen zuerfi x, und dann aud) 
y eliminirt, wobei man nur, um die Nefultate zu vereinfachen, 
ſtets auch die erfte der drei obigen Gleichungen zu berückfichtigen 
bat. Die Gleichungen, welche man auf diefe Weife erhält, find: 
Up UN u 2? 
Ir (r 4t)x = tu? + rt(r+t) 
3r(t}r)y = 2u’ 
und, wenn man 
u =r’ — t?=(r+t)(r—t) 
ſetzt: 
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1 N ah dd 

r(x—r) = lt(r—t) 

- Iy = Qu(r—t). 
Um aus diefen Gleichungen t, u zu eliminiren, dividire man die 7 
beiden letzten durd) einander, erhebe auf beiden Seiten img | 
Duadrat, und addire auf beiden Seiten die Einheit; fo wid 
k 3y JJ 190 
a—r, ?’ (dx De ee sr 
r(3x—r) RE 704 
Yo +(R—r® Be 
Setzt man diefen Werth im die zweite der drei obigen Gleichun 
gen, fo wird } f 
{9(x#? + y?)—r?}(3x—r) 
9y?2 + (3x—r)? 
— 1 hm Ir * Al 
9: + (3x—r)?2 7 Y5y? + (3x— 3)? si ; ‘ | 
woraus fid), wenn man auf beiden Seiten quadrirt, die rationale, 

feine Ambiguität der Zeichen darbietende Gleichung: 
WHY) ya?! . 23 
des hs Grades für die Cauftica in dem vorliegenden Falle ° 
18. Kehren wir num wieder zu der Beſtimmung dee Zeichens © 
in der allgemeinen Gleichung (16,) zuruͤck. Mean könnte vielleicht 
meinen, daß das eine der beiden Zeichen dem Falle, wo der firah- 
lende Punkt innerhalb, das andere dem Falle, wo dieſer Punkt 
außerhalb des gegebenen Kreifes liegt, entſpraͤche. Dem ift jedoch 
nicht alfo, fondern beiden Fällen entfpricht ein und daffelbe Zei- 
hen, wovon man fich durch folgendes Naifonmement überzeugt, 7 
Um zu dem in (17.) behandelten Falle überzugehen, feße man ” 

in der - allgemeinen. Gleichung a= —r, b=0; ſo wird die 

Gleichung: ; | 
14 + 79) - [en +1=7 EP? ar) Fara—n2 
Aus, diefer Gleihung die in (17.) gefundene Gleichung herzu— 
leiten, führe in weitläufige Rechnungen, und iſt zu unferm ge= 
genwärtigen Zwecke auch nicht noͤthig. So viel if aber klar, 
daß ſowohl die für den Fall, wenn der ftrahlende Punfe inner | 
halb, als auch die für den Fall, wenn ver firahlende Punfe 
außerhalb des gegebenen Kreifes liegt, geltende allgemeine Glei⸗ A 
hung fr a=—r, b=o inbiein (17.) gefundene Gleiyung 
übergehen muß. Entfpräcyen nun den beiden in Rede flehenden 
Faͤllen verfchiedene Zeichen, fo müßte ſich ſowohl die Öleihung 
46 +y)— [net - I, 
als auch die. Gleichung - _ | SM 
er y HE IISTIDTEDITTEITTER 





















t=+ 








ar (Ix—r) 
Yay? + dx—n)® 








+ 
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- auf die in (17.) gefundene Gleichung bringen laffen, welches 
offenbar ungereimt if, und nur in dem Falle ſtatthaft feyn 
würde, wenn dag Glied mit dem doppelten Zeichen fr a=—ır, 
b= 0 verfchwände, welches aber, wie man fieht, bier nicht der 
Fall iſt. Daher entſpricht den beiden in Rede ftehenden Fällen 
nur ein Zeichen, und es ift alfo willführlid, in welchem Falle 
man das Zeichen allgemein zu beftimmen fucht. 

Wir betrachten den Fall, wenn der ftrahlende Punft außer— 
halb des gegebenen Kreifes liegt. Man denke fich von dem ſtrah— 
lenden Punkte an den gegebenen Kreis zwei Berührende gezogen, 
und bezeichne die Coordinaten der Berührungspunfte durch t, u; 
fo überzeugt man ſich leicht von der Nichtigkeit der Gleichungen 

?+- u =r,a+- bu=r, 
Am Allgemeinen ift nicht bt — au =o, weil aus den 
Gleichungen | 
at 4 buber,b— a=0 
folgen würde: 
. (a2 pb*)t=ar?, (a? Fb)u=br? 
und hieraus, mittelft der Gleichung ?+ u — 72: 
a + bb? = r®, 
fo daß alfo der ſtrahlende Punft in der Peripherie des gegebenen 
Kreifes liegen müßte, da doch hier feine befondere Bedingung 
rückfichtlich der Lage des gegebenen Punktes vorausgefet worden 
iſt. Setzt man nun 
t+bu—-r?=0 

in die Gleichungen: 

(bt— au) (tx Fuy—r?) + (ty—ux)(at+bu—r?) =0 
(at+bu) (tx+uy—r?)+ (tx + uy) (at +bu—r?)=2%(au — bt) (ux —ty) 
(ſ. 16.); fo erhält man fogleic) * 

+ uy — r?=0, w—-ty=0 
Oder: 
x+ yet: + uU, ux — y=0 e 
woraus fih ohne Schwierigkeit x — t, y=u ergiebt. Alfo 
find die Berührungspunfte der beiden von dem ftrahlenden Punfte 
an den Kreis gezogenen Berührenden zugleich Punfte der Cauſtica. 
Alſo muß die Gleichung der Cauftica erfüllt werden, wenn. man 
für x, y die aus den Gleichungen 
+ y®?=r?’, x+-by=r? 
ſich ergebenden Merthe feßt. Nehmen wir nun der Kürze wegen 
den firahlenden Punkt in der Are der x an, und feßen aljo 
b=0; fo erhält man aus vorftehenden Gleichungen; 
* 
= Ne Fer 


Die allgemeine Gleichung (16,) wird für b=o: 


* 
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— (82432) —r2(2ax-ha2)] 227722232 ((s-+a)2 SySh2eepaj)e 
i4a®—r?) (x? +y*)—r?(2ax+a?)) =27rt a? y? x4actx)ꝰx 
Seht man nun für x und y die obigen Werthe; fo wird Be 
a® Ha2r2 + 2rd+2r2(a2 + 2 Pr 
3 ; a? —4x 





wo man offenbar das untere Zeichen nehmen muß, da mu 
er r? + 2r?— 2a? Bay a ne aY air 


a? a? 
ift. Alſo muß man auch in der allgemeinen Gleichung der Cau- 
fiica das untere Zeichen nehmen, fo daß alſo diefe Gleichung 


4{4(a®+b?)(x?+y?) He r?[(x-+a)? + (y+b)?] 13 
=27r° f(ay+bx)L(x+a)?—(y+b)?]—2(x+a) (v+b) (ax—by)}?, 


oder 








tar br) Hy?) - Pr lRta)? 
= 7rt(kk—ay’?(&+y?—a!—b?)? 
wird. a { — 
19. Betrachten wir uun noch den beſondern Fall, wenn 
die Strahlen alle einander parallel ſind, wobei wir der Einfach⸗ 
heit wegen die Are der x der gemeinfchaftlichen Nichtung der 
Strahlen parallel, und den Mittelpunkt des Kreifes wieder als 
Anfang der Coordinaten annehmen wollen, Die Coordinaten 
irgend eines Einfallspunktes feyen, wie früher, t, u; fo iſt 
3 i + wer. — 
Die trigonometriſche Tangente des Winkels, welchen der einfal- 4 
lende Strahl mit der Normale einfchließt, ft = — Up die 
trigonometriſche Tangente des von dem refleckirten Strahle mie 
der Are der € oder x eingefchloffenen Winkels; fo ift, wie auch 
ohne Figur leicht erhellen wird, | * 
7 ” pt—u | 
| i+p t+ pu i le * 
J erlag 
die trigonometrifche Tangente des von dem reflectirten Strahle 
mit der Normale eingefchloffenen Winkels. Alfo ——— 


pt—u u 1 
— Io, P — Tg 
t 1’. 





* 





- u1= Br 
J t?— u? Vs 


2Ztux — (t?— u?)y=r’u. 
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Differentiivt man nad) t, fo wird 
| eu li eu 1 JR Ilux—ty) 
int MIT ehuyjae!, 
1/21 Fuy)—r?} = Au(ux—ty) 
| 2(t?—u)x 4 4uy rt. 
Man muß alfo jetzt t, u aus den Gleichungen 
er or 
u — (-uW)yerü 
2(t?—u?)x + 4uy=r’t. 
eliminiren. Aus den beiden legten eliminive man zuerft x und y; 
fo erhält man: | 
t? + uU?=r, ? (x —t)=XUu’, r?’y=u’. 
Addirt man zum Quadrate der Gleichung 
i 2r?x — t(r?+2u?) 
das vierfache Duadrat der dritten obigen Gleihung, fo wud 
4r%(x?+y2) = t?(r? + 4r2u? 4 41*) + Aus 
— t?r?(r?+4u?) +4u*(t? + u?) 
= r?2(r -u?)(r?-+-Au?)+Arur 
= r°+3r* u? 
4(x?+y?’)—r? = 3u? 
| {4(2?+y?)—r?)?=27(u?)? 
und folglich, weil u? =r? y ift: | ? 
{A(x®+ y?)—r?)’ = 7rty? 
eine Gleichung des fechften Grades, 


20, Die in (17.) und (19.) betrachteten Brennlinien 
haben verfchiedene merkwuͤrdige Eigenfchaften, von denen wir jeßt 
einige beweifen wollen, indem wir mit dem in (17.) betrachteten 
Falle, wo der frahlende Punkt in der Peripherie des gegebenen 
Kreifes liege, beginnen. Nach (17.) iſt 


u. 3y ———— 
To 32-1: x—ir' 


= ift die trigonometrifche Tangente des von der Normale in dem 
Einfallspunkte (t, w) mit der Are der x eingefchloffenen Winkels, 
Eben fo leicht erhellet, daß — — die trigonometrifche Tangente 


x—}r 

des Winfels ift, welchen eine von dem entfprechenden Punkte 
(x, y) der Cauſtica nad) einem um die Abfeiffe + Fr von dem 
Anfange der Eoordinate entfernten Punkte in der Are der x ge- 
zogene gerade Linie mit der Are der x einfpließt. Demnach 
giebt obige Gleichung folgenden Saß: 

Für irgend einen rahlenden Punft in der Peri- 
pherie des gegebenen Kreifes und für einen beliebi- 
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gen Einfallspunft confirnire man den einfallenden 
und zuruͤckgeworfenen Strahl. Durd den firahlen- 
dem Punft ziehe. man einen Diameter, und nehme 
auf demfelben einen feſten Punft an, welcher von 
dem ftrablenden Punfte um zwei Drittheile diefes 


Diameters entfernt ift. Zieht man nun dur die 


fen feſten Punkt mit der Normale in dem Einfalls- 
 punfte eine Parallele, fo wird deren Durchſchnitts— 


punft mit dem reflectirten Strahle ein Punkt der 


Gaufica feyn 

Man hat hierin ein leichtes Mittel zur Confteuetion der 
Gauftica durch Punkte. Da der reflectirte Strahl die Cauſtica 
jederzeit berührt, fo ergiebt ſich aus obigem Sake aud) eine 
leichte Methode durch) einen gegebenen Punkt der Cauftica an 
diefelbe eine Berührende zu ziehen, Dan zieht nämlidy von dem 
Berührungspunfte nach dem feiten Punkte eine gerade Linie, 
und mit diefer durch den Mittelpunkt des Kreifes einen parallelen 


Radius; fo wird deffen Endpunft ein zweiter Punkt der gefuchten N | 


Berührenden feyn. | i 
21. Die Länge des einfallenden Strahls fy = Q, die ° 
Fänge des von der Cauſtica begränzten Strahls = 075 fo ift 
| ga=erer+w,g=ra-l4g-. 0. 

Aber nad) (17.) 
t?+u?zr?,r(x—r) = t(r—t), Iy=QWu(lr—t); 

. 2ölr—t)+r%: 2 73 Zufr—t).; 

x — 3r = 3r $ 


r?—t(r-+2t) 


x— t * 








u(r-+2t) 
— 





ör | 
4 200968 ‘ 2 — 
(xt)? 40* —— ———— (r+2t) 
— e+rler+)  Wer+t), 
RB 9r? Di, 9 ’ 





ü (t+r’ uU = + uU+r?+ rt =Url(r+t). 
Alfo 
Q=rXrr+t),0Q' — — 

d. i. C 0, woraus ſich ein neues ſehr einfaches Mittel, 
die Cauſtica durch Punkte zu beſchreiben, ergiebt. Verbaͤnde nan 
dieſes Mittel mit dem in (20.) angegebenen, ſo wuͤrde man die 
Cauſtica ſelbſt beſchreiben koͤnnen, ohne die reflectirten Strahlen 
zu ziehen. et 8 9 
22. Um vie Cauſtica zu rectificiren, vifferentiive man die 
Gleichungen + 


t? + u?=r?, r(IRr)m=%t(r—t), 3ry=2u(r—t), 
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aus denen die Gleichung der Canjtica durch) Elimination von t, 
u erhalten wird, in Bezug auf t, indem man u, x, y als von 
t abhängig betrachtet. ies giebt 


ou 2 
Hm = er = 2(r—2t) 
ov 


Herrn m. 

Folglich), wenn man die dritte durch die ziveite dividirt, da be— 
kanelich 2: = in: 

ER Du dr ut: 





und, wenn man für ge feinen Werth aus der erften Gleichung 


etzt: 
te dy (r—t)t+u? 


TREE) 
oder, wenn man u mittelft der Gleichung u? = r? —t? cli- 
minirt: 
d66 oh 
—— u(r—2t) 
wobei zu bemerfen, daß ? — t ⸗ (r— e: (e+t) if. Alſo 


oy (r—t) (r + 21)? 
(%) = (r+t) (r—2t)? 


Oy\® _ e 1 
ie (7) = (r+t) — 
Ferner iſt nach dem Obigen 


ox ⸗ rein P 
r 


Alfo, wenn wir den Bogen der Cauftica — s ſetzen: 


= fi 3 ı+(@)' +3) — 290t — — 


d. i. nad) leichter Reduction: 


— EN rt 
:=:/alfl = N iräty Tore 


Sebt mar nun r-t=z, ala fo ift 
Se 1) ?0t = fe ta= 2: =2Vı Ft. 


= 41Y2r(r+t) + Const. 
Fuͤr t— — , u So wid x—=—r, y=o, fodaßalfo, wie 
auch von ſelbſt augenblicklich erhellet, der ſtrahlende Punkt ein 














Alſo 


EL nad (2l.) 


Kreiſes gleich, ZA, fo ts dr, Dies if offenbar, 


‚ verfale iſt eine von der Cauftica abgewickelte Linie, Für die 


‚einer ber durch Abwickelung der Cauftica durch Zurücwerfung 


Folglich, wenn man den ftrahlenden Punkt in der Peripherie des | 


- di, wenn man mit 9,9 dividirt: # 
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Punft der Cauſtica iſt. Will man daher von demfelben den _ 4 
Bogen rechnen, fo muß s=O werden, fr i=—rn Die 
giebt Const = 0. Alfo nr — 

s — 


sSSENER=ZA+RQR=A+T, 3 
woraus fich ein leicht in Worten anszufprechender Saß ergiebt, = 


und zugleich exhellet, daß ſich die Cauftica geometrifd) vectificiven 


laͤßt. Man überfieht Leicht, daß die obige Nectificationsformel E 
ſich nur auf die eine Hälfte der Cauſtica erſtreckt. 


Iſt der einfallende Strahl dem Durchmeffer des gegebenen 


die Länge der halben Cauſtica, da diefelbe augenfcheinlich auf 
beiden Seiten de3 durch den ftrahlenden Punft gehenden Dieme- 
ters ganz auf gleiche Art liegt. Die Chorde diefer halben Cauftica © 
itofndr = Qa — Wear — 3r—=tr Ufo if die 

halbe Eauftica ihrer doppelten Chorde glei, In 
dem von- dem ftrahlenden Punkte um Zr entfernten Punkte auf 

dem durch den ftrahlenden Punkt gehenden Durchmeffer hat die = 
Cauftica offenbar eine Spitze (point de rebroussement), “ 


23. Die auf den reflectirten Strahlen orthogonale Trans- | 


Canftica durch Brechung iſt die Gleichung diefer orthogonalen © 
Transverfale nad) (12.): — 1— 
Ar? }(m?x—n?a)?+(m?y—n?b)?}=}m? (?+y?+r?)—n?(a?+b?+r?)]?. 3 
Alfo, inden man m-n=0, m=—nfeßt, die Öleihung 


erzeugten Linien: | 
A? 1(x—a)?+(y—b)?} = I(a?+ 3?) — (a?+b?)}? 
Ar2|x? + y? —2(ax+by)+a?+b?]=}(2?4+y?)— (a? +b9))?, 


gegebenen Kreifes annimmt: i 
4?|x?+y?+r2 — 2(ax+by)] = {? + PP? —r?]? 
und ra=—r,b=0: ; 

\ 4r?{y? + (x+r)?} = /? +y?—r2]?. 
Denken wir und nun einen mit dem gegebenen Kreife concentri⸗ 
fihen und mit dem Radius Ir befchriebenen Kreis, und nehmen 
den Punkt dieſes Kreifes, deffen Entfernung vom Mittelpunkte 
— + 3r ift, ald flrahlenden Punkt an, fo it nach (17) die 
Gleihung der Cauftica durch Zuruͤckwerfung für dieſen ak in 7 
Bezug auf das vorige Coordinatenſyſtem: | N 

4.9729? + (—3x— 3r)?} = }9(x? + y?)—I?]? 


ay+x+r)} = [eryror)?. 














Cauſtiſche Flaͤchen und Linien. 988 


Alſo iſt immer die Cauftica durch Zuruͤckwer— 
fung für einen ſtrahlenden Punkt in der Peripherie 
des gegebenen Kreifes die Evolute einer gang ähn- 
lichen, nur in umgefehrter Lage liegenden Cauſtica 
für einen dem gegebenen Kreife concentrifchen, aber 
mit dem dreifachen Radius beſchriebenen, Kreis, 

Umgekehrt ift die Evolute der Cauftica für ei— 
sen ffrablenden Punkt in der Peripherie des gege- 
benen Kreifes eine ganz ähnliche, nur in umgekehr— 
ter Lage liegende Cauſtica für einen dem gegebenen 
Sreife concentrifhen, aber mit einem dreimal flei- 
nern Radius befchriebenen, Kreis. Der ſtrahlende 
Punkt für die Evolute ift die Spiße der gegebenen 
Eanftica (22.). = \ 

24, Wir wollen. jege die Spitze der Cauftica als Anfang 
der Coordinaten annehmen, und die Polargleichung derfelben fir 
chen. Die Abfeiffe der, Spitze der: Cauſtica iſt = Ir; alfo 
braucht man in der Gleichung | 
{9(x?+ P?)—r?}? = 4? {9y? + (3x—r)?} 
der Cauftica bloß x + Ir, für x, oder Ic Hr für 3x zu feßen, 
wenn die Spige als Anfang der Koordinaten angenommen werden 
fol. Dadurch erhält man leicht die Gleichung: 

+? Irx ⸗ * 
oder, wenn wir der Kürze wegen r 860 ſetzen: 

E 2 + 37? 4 242x ⸗ +UaVs2+y®?. 
Fuͤr die polaren Coordinaten P, g in Bezug auf die Spitze der 
Cauftica als Pol ift Bi = . 

x=ecosyp, y=esiny, x y?=o?. 
Alfo ER 


e-+ 2a cosp wer 3, 
welches die Polargleichung der Cauſtica iſt. 

Beſchreibt man mit dem Halbmeſſer @ = $r einen dem ge- 
gebenen concentrifchen Kreis, fo iſt defien Gleichung in Bezug 
auf die Spitze der. Cauftica als Anfang der Coordinaten: 

x 42 + 2x=0, 
und folglich die Polargleihung diefes Kreifeg: 
+ 2ecsp=0. 
Alſo 


220, meta. 
Demnach iſt der Radius vector der Cauſtica im— 
mer dem Radius vector des mit dem Radius tr um 
den Mitttelpunft des gegebenen Kreifes befchriebe- 
nen Kreifes glei, wenn man denſelben um den 
Durchmeffer dieſes Kreifes vermehrt und vermin- 
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dert. Die Spiße der Cauftica ift als Pol ange 
nommen Por: „ih. ae > 
Man überficht leicht, daß fich hieraus ebenfalls eine Leichte 
Eonftruction der Cauſtica ergiebtz auch ift far, daß alle 
durchdie Spike gehenden Chorden der Cauflica eine 
conjtante Größe haben, nämlich alle zwei Drittheis 
len des Durchmeffers des gegebenen Kreifes gleih 
‚find, weil offenbar jede folde Chorde = a Hu =Ae—= 
3 —3,2r if. b RT I 
25. Die Cauftica bat noch) die merfivhrdige Eigenfchaft, 
daß fie eine Epicycloide ift, welches ſich auf folgende Art beweifen 
laͤßt. Ein mit dem zurückwerfenden Kreife conceytrifcher Kreis, 
welcher mit dem Radius @ = Ir befchrieben ift, werde als Baſis 
engenommen, Der erzeugende Kreis fey mit demfelben Radius 
beſchrieben. Berm Anfange der Bewegung: berühre der erzeugende - 
Kreis die Baſis in dem, Punkte, deffen Coordinaten x et 
y=0 find. Für irgend eine Lage des erzeugenden Kreifes ſeyen 
x, y die Coordinaten des befchreibenden Punktes, x, y die 
Eoordinaten des Mittelpunftes des erzeugenden Kreifesz fo über 
zeugt man fid) leicht von der Richtigkeit folgender Gleichungen: 
x? +- y?= (2a )? — 4u? 

(«—-2)? + (y-yY)?=a?, r 3 
wobet man zu bemerken hat, daß der Mittelpunft der Bafıs der 
Anfang der Eoordinaten iſt. Denft man ſich die Punkte (x, y) 
und (x, Y) durch eine gerade Linie verbunden, fo ſchließt diefelbe I 

mit der Are der x nac) der Seite der pofitiven x einen Winfel ° 
ein, deffen trigonometrifche Tangente 5 


’ 

—X 

= III 
x—XxX 


iſt. Dieſer Winfel iſt der Außenwinkel des Dreiecks CACTT 
(Fig. 6.), welches nach der Natur. der Bewegung, wie leicht 
erhellet, ein gleichfchenkliges Dreieck ſeyn muß. Die frigonomes 
triſche Tangente eines der Winfel an der Grundlinie diefes Drei; 


ecks iſt 


DB: 


* 


Folglich iſt 
2 
oyoy 


ER X STR Y. 
—— eg 
x—X ni (4) x J 
x 





va 

m 
j "Fi 
H 

y 

{ 

x 

; 

rl 

j 

2 


yix—X)=(y-y)a?—y?). 
Aus diefer. Gleihung, und aus den Gleichungen 
X? > y? = 4? ’ 
6— + (y-y®? =. 


o 
A 
Ar.) 
Sn 
—— 


ep 
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muß man x’, y’ eliminiren. Aus der erffen und dritten Gleichung 
findet man leicht: 
* et 0“ 

‚Man überzeugt ſich aber fogleid), daß y—y’ und x’ y’ ftete 
entgegengefegte Zeichen haben (f. Fig. 6.), und muß daher in 
obiger Gleichung das untere Zeichen nehmen, fo daß alfo, wenn 
man zugleich; x — x’ aus der Gleichung 
Ky(k-r)=(y—-y)(X?—y?) 


Qax’ y s 





beftimmt, 

wen a (8? —y’?) wer 2ax’y’ 

Ob 2 
oo ?—y? » 2x y 


ift. Alſo auch) | 
OO Ra(x—a) = x (?le— x); 2ıy = y(2«—x) , 
woraus durch Divifion: 

Nee ERST 2 Ehe 
e; x—a x x—e 

Seht man diefen Werth von y’ in die Öleihung x’? + y = 4a? ; 
fo erhält man: | 
| RS * — 2a(x—e) va 2ay 

Yy2+(x—e)% Yy? + &-e)? 


2a (x e) 2 — 22. (x — 6) N 

Ya 

— 20 22 (x — «) 
Yp+@ze) YrRza)? 

| Friebe 2a SL 2 * 2 

Eee 

Joder, wenn wir für g feinen Werth Ir feßen: 

19(x? + y?)—r?]? = Ar? {9y? + (3x—r)?} 

Idie Gleichung der Cauſtica (17.). * 

Alſo iſt die Cauſtica eine Epichcloide. Die Baſis 

Fiſt ein dem zuruͤckwerfenden Kreiſe concentriſcher, 

mit dem Radius F beſchriebener Kreis, Der erzeu— 

gende Kreis iſt ein eben ſolcher Kreis. Die Spitze 

der Cauſtica iſt der Anfangspunkt der Bewegung 

des erzeugenden Kreiſes. 

26. Auf ähnliche Art wollen wir nun auch die Haupteigen— 
fchaften ver Cauſtica fir parallele Strahlen betrachten, Die 
(Gleichung diefer Linie iſt nach (19) J 

J— 4004 92) - x21⸗ = 7rıy? A 

Supplem. zu Ktügels Wörter, I. Db 


















Folglich 


2e(x—e) = 
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Die Are. der x ift den einfallenden Strahlen parallel, und der 
Mittelpunkt des zuruckverfenden SKreifes iſt wieder der Anfang 
der Coordinaten. Daß die Curve auf beiden Seiten der Are ° 
der x auf gleiche Art liege, fällt fogleich in die Augen. Eben 
fo leicht erhellet auch aus der obigen Gleichung, daß die Eurve 
auch auf beiden. Seiten der Are der y ganz auf gleiche Ark 
‚liegt. ee # 
Die Länge der veflectirten Strahlen y = Q'; fo ft r 
"= Nat) +(ya® Fl 
diu,ndlt?+Ww=rif: | 
"= TYe+yp—2tstuy)tr2 








Aber (19.) | 
t(r? + 2u?) 





— u 
x EP y — * * 
Alſo NEE 
ne rei vis. u? _ 1? + 2u2 
SS 2% 2 s ——— 
21.2 .— t?(r?+4r?u? 40) 40r2t2412 u 44 N 





_ r?t? +4u?(t?+u?) _ t2+4u? 1; . 
— Ar? —7— 4 * — Kon 








Q' = 41 4r2 — 31? — Au? — Ya —3t2 = 4t a ıYır? —n2. 


Der reflectirte Strahl if alfo immer der halben 
‚ Abfeiffe des Einfallspunfteg gleich, welches ein leich= 
tes Mittel zur Conftruction der Cauftica an die Hand giebt, 
sur y=0 wid x — + Hr, und man überzeugt fih leicht aus 
der. Confiruction der Cauftica, daß fie in jedem diefer Punk 
eine Spike bat. u y 
Da nad) (19.) 1% De 
r (rt) u, ra 


iſt; fo folge durch Divifion: 








I — 
ar 
Alſo a BY RT ee 
RER: 3 2 Re 
Eye Tche ——— 


Hieraus ſich ſogleich, daß die durch irgendeinen 
Punkt der Caufica mit der Normale des entfpie 
henden Einfallspunftes gezogene Parallele die 
Are der x in einem Punkte fohneidet, deffen Entfer- 
nung vom Mittelpunfte des zurucwerfenden Kreis 
ſes der Länge des entfprehenden zurädgeworfenen 
Strahls gleich iſt. — ee 





——— EHE 





\ 
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97. Wir gehen num wieder zur Nectification der Cauftica 
- für parallele Strahlen über, Nah (19.) ft 5 


‚ax —t(r? HQu),ry=u, 


du 
dt 
Aber, wegen der Gleichung t? + u? = r?; 


dy du 


m = r?+2u?+4u—, ren — 3u? 








N (u? —t?2)? + 4? u? 2: (2 +t2)2 PL! 
) — (u? ⸗t2 — (u? —t2)2 * (u? —t?)? ’ 


ar TERN: — — al 
= ff) = es Sr 


zot = 3t + Const. 








* ; 
Nimmt man die Bogen von der Are der y oder u an, fo ift 
offenbar s= 0 für t—0, d. i. Const—=0, Folglich unter 
diefer Vorausſetzung = 


setzt +0 =30, 


woraus leicht in Worten auszufprechende Säte folgen. Man uͤber— 
ſieht leicht, daß die Formel s — 28 ſich nur auf den erſten Qua— 
dranten der Cauftica erſtreckt. Die ganze Länge eines. folchen 
Duadranten. ift — zr, die Fänge der ganzem Cauſtica alfo 
— 4. Ir — 6r— 3. 25, d id, dreimal fo groß als der Durd)- 
effer des zuruͤckwerfenden Kreiſes. 


| 23. Suchen wir nun auch die Evolute der Cauſtica zu 

beftimmen, Sind x", y’ die Coordinaten der Evolute, fo erhält 
man, wenn P(x, y) = 0 die Gleichung der gegebenen Curve 
bezeichnet, die Gleichung der Evolute, wenn man x, y aus den 
| drei Gleichungen 





) eliminiet, Nach (27.) iſt 
„JJ OB. 2tu 
nie u?’—t: 


Alfo, wenn man nad) t differentiirt: : 
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ER Ay\? _ 0x? +0y? _ x 
146 EREHR LU N 





Ferner ift 


Aber, da 








ift: 
| Oy Sa Na * 
0 (BR si 2) — 
(u? —t?)?.u 
ot Ir? 2r2 
De 


—3 a 
x? ..83(u?—1?)3.u 


Ox:-Höy? _ Ox2+ Ay? Ox? Zu (u8 pad ; x 
EB 
oy Ox? +0? _ 2 2 
öx' 02y ae gm vr 
=, sr? £2u?) „ 3m? ß t(r?— u?) Fe IE, ie 
a ee, 


u? , 3u(w?—t?)  , ur? +2?) _ 

tan ae 

Man muß alfo jeßt aus den Gleichungen 
Prien; Ar? 

t und u eliminiren. Zunächft iſt 

44(1?+u?) + u2r& 4 Autt?r2» 


= 












Bee ee 


y — 


t u⸗ ⸗x⸗ 











—— 16r* 
_ Kt? pu2)+u?r? _4+u? 34 r 
In 162 1 EDEN AED 


Ar) rei m. 
ER —8 — 
an ER 
Vergleiche man diefe Gleichung mit der Gleichung der Cauſtica 
(26.); fo wird man ſogleich auf folgenden Saß geführt: 
Die Evolute der Cauftica für parallele Strah— 
len ift eine diefer Cauftica ganz ähnliche Curve; fie 
iſt eine Cauftica für parallele Strahlen in Bezug | 
aufeinen zuruͤckwerfenden Kreis, welder dem gege= | 
benen zurückwerfenden Kreiſe concentrifch, ‚aber „| 
nur mit einem halb fo großen Radius befhrieben | 
ift. And) find bei der Ebolute der gegebenen Cam 


Bi 





u ee 4 ee 4 A ee 
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I fica die Strahlen nicht, wie bei leßterer, der Are 
der x, fondern Der Are der y parallel, immer in Be— 
zug auf ein und daffelbe Coordinatenſyſtem. 


Umgefehrt ift demnach aud jede Cauſtica durch 
Zuruͤckwerfung für parallele Strahlen bei’m Kreife 
die Evolute einer ganz aͤhnlichen Eurve für cinen 
mit dem gegebenen concentrifchen, aber mit einem 
doppelt fo großen Radius befchriebenen Kreis. Die 
Strahlen bei beiden Brennlinien find auf einan— 


der ſenkrecht. 


29, Suchen wir jetzt die Gleichung einer Epicycloide, 


J welche von einem Punkte in der Peripherie eines mit dem Radius 


a befchriebenen Kreifes befchrieben wird, wenn die Bafıs ein mit 


dem Radius 26 befchriebener Kreis if. Der Mittelpunft der 


Baſis fey der Anfang der Coordinaten: Für irgend eine Lage 
des erzeugenden Kreiſes feyen x, y die Coordinaten des be— 
fihreibenden Punftes, x’, y’ die Coordinaten des Mittelpunftes 


des erzeugenden Kreiſes; fo ift ner 
x? + y? = 9? | 
(x) + (y-y”=e*. 
Denft man ſich die Punkte (x, y) und (x, y') durch eine ge— 
rade Linie verbunden; fo ſchließt diefelbe mit der Are der x nad) 
der Seite der pofitiven x hin einen Winkel ein, deſſen trigono— 
metrifche Tangente | | 
= Lar 
x—X 
ift. Nach der Natur der Aufgabe ift im dem Dreied CAC 
(Fig. 6.) der Winkel bei C offenbar doppelt fo groß als der 
Winkel bei C. Die trigonometriſche Tengente des letztern iſt 





| a 
alfo die trigonometriſche Tangente des erſtern 
Pr 
x ——— 





— 7 BER — B 
1 — 
. x s 


; Der Außenwinkel des genannten Dreiecks bei A iſt der Summe 


der Winkel bei C und C’ gleich, Folglich 





Aus diefer Gleichung und den beiden erſten obigen Gleichungen 
muß man nun x, y' eliminiven. Aus den beiden Gleichungen 


; 390 Cauſtiſche Flächen und Linien, 


art +y-Äy® me oo 
—— =y — 
findet man leicht: ER 
ax’ (Kr ay) 2 
Verla Zaye) 
‚ay' (3x? —y’?) 
Yx? (x 3y?)2 + yrlar?—y?)® | 
unter der Vorausſetzung, daß die Quadratwurzel poſitiv genom⸗ 
men wird, weshalb man dieſe Bruͤche — — x, 


yy 
nicht =x—x,y—y gefeßt hat, Das Duaprat des ge= 
meinfchaftlichen Nenmerd ift 


— x 6 4 35 4 Ix’2 y4 4 „= — (x 4 m 


a rat u 
dolglich 


—x 











az 





270 (x) = x (Rd) ee, 
mals) 
oder NR 
27a (« —ı) =x (Kt 4 y?—A4y 2) — Iarx'— 4x’ * 
270 (y—y) = y (270? —4y'?) = 270? 4y 
dc . 
9a? (3x — 2x’) du’ y’? 
Team, aM 
woraus durch Divifion: j 





Ferner ift 


2742x = 28° (9e? +27?) — re 
Alfo 
27° .0% (x? +32) = 4x? (90? 42y;7)?, 16y/6 . 
— 4(9e? —y'?) (9a? +2y'?)2 4 16y'% ., 
woraus nach gehoͤriger Entwickelung: 
3(8 + y3— 4a). —=,4y'2 
27(x?+y? 40°): * 4. ‚Ay ” 
d. ie wegen der Gleichung — — 
2702y4 ee; Kr j. Dr 1143 
(x?+y?— 4?) = 10804 y?, 
oder, wenn man auf beiden Seiten. mit. 4° mutigen 2 
— (Rey 
‚Die in Rede ſtehen de Epichcloide if alfo eine 
Cauftica durdh Neflerion für parallele Strahlen 
er einen zuräcwerfenden Kreiſe, deffen Radius 
da ift, 


— Wie dieſer Satz ſich umkehren laͤßt, füllt ſogleich in bie 
ugen, 





mn Üben 





nen 
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30. Für die Cauſtica durch Brechung in Bezug auf den 


Kreis wollen wir hier nur ein Paar befondere Fälle betrachten, 
I für welche ſich die Gleihyungen aus dem Vorhergehenden leicht 


ableiten laffen, da allgemeine Unterfuchungen in zu große Weit— 
laͤufigkeit führen würden. Der Mittelpunft des brechenden Kreiſes 
fey auch hier der Anfang der Coordinaten; die Coordinaten des 
firahlenden Punktes feyen x’, y', und dag Brechungsverhältniß fey, 
wie gewöhnlih, =m:n. Die Gleichung einer orthogonalen 


Transverſale der. gebrochenen Strahlen ift nach (12.): 


4m? n? 17? (x)? +y—y)?)=tm? ar hyror?)—n? (arg)? 


Die Eauftica durch Brechung ift die Evolute diefer Curve, 


Mit dem ‚gegebenen Kreife concentrifch fey mit dem Radius 
R ein neuer Kreis befchrieben, und X, Y feyen jeßt die Coor— 
dinaten des firahlenden Punktes. Wollte man nun aus obiger 
Gleichung für diefen „Kreis. und. diefen ftrahlenden Punft die 
Gleichung einer, orthogonalen Transverfale der von dem SKreife 
zuräckgeworfenen Strahlen ableiten; fo müßte man X —=X, 
y=Yr=R,m=—n feßen, woraus fid) ergiebt: 

AR? (x X + (J-Y’}) er? -R— TV). 
Liegt der ftrahlende Punkt, deffen Coordinaten x, y' find, in 


der Peripherie des mit dem Halbmeffer x befchriebenen brechenden 
Kreiſes; fo it FoRP 


x’? + y” = r? ; * 


| | und folglicy die Gleichung der orthogonalen Transverfale der ge— 


brochenen Strahlen: 
2 
4 — k—r)? + Ber = ("2 + y?—xX?2_y?)? “ 


Um diefe Gleichung mit der obigen Gleichung ‚der orthogona⸗ 
len Transverfale der zurückgeworfenen Strahlen zu vergleichen, 


I feße man: 


4 =X, a —r RR, 
Dies giebt folgenden merkwürdigen Lehrfaß : 
Die Cauflica durch Brechung für den Kreis und 


für einen ſtrahlenden Punkt in deffen Peripherie ift 
die Cauftica durch Zuruͤckwerfung in Bezug auf den- 
! E firabhlenden Punkt und für einen zuruͤckwer— 


enden Kreis, welcher dem erftern concentrifh und 
mit einem Radius befchrieben ift, den man erhält, 
wenn man den Radius des erftern Kreifes mit dem 
Berhältnißdes Sinus des drehungswinfelg zu dem 
Sinus des Einfallswinkels multiplicirt, 


Man ſchließt hier nämlid) von der Jdentität der durch Ab⸗ 
wickelung erzeugten Linien auf die Identitaͤt der Evoluten. Nach 
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(18,) iſt alfo die gefuchte Gleichung der Cauſtica durch Brechung 


für einen in der Peripherie des brechenden Kreifes liegenden Punkt: 


(4m? (24 y2)(2 + y2) —nerels+ X)? + vr yeNe 

h a Er TR 

oder 

| 124m? (82 472) — m®[x2 4 724324 2‘ J—— 
= 27m? n ( xy — 


31. Ferner verhalte ſich die Eutfernung des — —— 


Punktes von dem Mittelpunkte des brechenden Kreiſes zu dem 


Radius diefes Kreifes wie der Sinus des Einfallswintels zu dem 
Sinus des Brechungswinkels, d. i 


r2 n? N sruhy® 
—— —— mr zn —— 
x®+y? m 


Seht man diefen Werth von m? in die Gleichung ber. orthogo⸗ 


nalen Trausverſale der gebrochenen Strahlen in CORE fo wird 


dieſe Gleichung: 
Daten ek y*1 
= {(x2+y2)(x® $y2? —r2)r2(2 hy? —r2))2, 
a a Ar 3 Fe jo —— 
a ty )@ +32) ]- Heaetyzor)je 
oder, wenn man dag ziveite Glied wie ein Duadrat einer sie 
theiligen. Größe entwickelt : 
JJ 


= 42 (x 42 ⸗.4 Art (X? ꝓy2 —r2)2 4 


+ Art #2 + y2) Kerl y)Rl 


‚oder, wenn man das ziveite Glied entwickelt und nach r ordnet: 


J FR 


\s®+y2)(x +72) r|® 
42 (x? +y2)2 (024y2) Key DE 
ee — 


a ee 
Bee 
= ee + ee ger 


weh v2 y 
a 
fo wird diefe Gleichung: 


(x? +? —X?—Y?)? = 4R? I(x—Xi)? + (y-Y)’} 


Setzt man 
= rer 


N en — ER 





— 


— ne RG 


— 


—— 
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‚sand. fällt alſo mit der’ Gteihung der orthogonalen Tansberfal⸗ 
fuͤr zuruͤckgeworfene Strahlen in (30.) ae: Dies führe 
auf folgenden Lehrſatz: 
Fuͤr den Kreis und für einen firablenden Punkt, 
deffen Entfernung vom Mittelpunfte des Kreifes 
ſich zu deffen Radius verhält, wie der Sinus: des 
Einfallswinfelg zu dem Sinus des Brechungswin— 
kels, iſt die Cauſtica durch Brechung einerlei mit 
a Gauftica durch Zuruͤckwerfung fuͤr denſelben 
reis und fuͤr einen ſtrahlenden Punkt, deſſen Coor—⸗ 
dinaten 
ee a EEE 
— yEry2 mt 


find, wenn x, y die Coordinaten des gegebenen 
firablenden Punktes bezeichnen, und r der Halb— 
meffer des gegebenen Keifes if, \ 

Nach (18.) ift alfo bie Cauſtica durch Brechung in dem 
vorliegenden ‚Falle: 


fans (@2 + y2)(&! #y2) 2 [(m’shnee) + (mypnyp]8. 
= mtr (sy xy)? imi(Rrhy?) ntlKahye)]e. 


Allgemeinere Unterfuchungen über die Brennlinien durch Bre— 
hung beim Kreiſe hier mitzutheilen, verbietet der befchränfte 
Kaum um fo mehr, da die allgemeinern Gleichungen fehr com- 
plicire ausfallen müffen. Es find nun. noch einige Süße über 
—— im Allgemeinen zuruͤck, zu denen wir jetzt uͤbergehen 
wollen, 


32. Wir gehen dabei von einem geometrifchen Problem aus, 
welches auch in anderer Nücficht Bin und merkwürdig ift, 
Sm die — 
— (x, y)) 80 
einer Curve gegeben. J ſoll die Gleichung einer Curve finden, 
welche alle die geraden Linien berührt, die mit. den Normalen 
I der gegebenen Curve nad) einem. gegebenen Geſetze fortfchreitende 
7 Winfel einfließen, wobei wir annehmen tönen, daß dieſes 
Gecſetz durch die Gleichung 
: v"= g(2,90)=0 
ausgedrückt fey, wenn die in Rede ſtehenden Winfel aberheupt 


durch © bezeichnet. werden, 





Die Coordinaten der gefuchten Curve feyen X, Y. Die 
Gleichung der Normale der. gegebenen Curve in dem ntte 


* y) if: 


2 -y=— = u-3) 
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Der Winkel biefer Normale mit der Are der x fey — fo iſt 
tango — 3 % * 


Die Berahrende der geſuchten Curve in dem Punkte X, V) 
Be. mit der Are der x den Wintel co ein; fo iſt, wie Ay 
erhellet: 


.—_=u—6 
"tango—tang® __cos@+y'sin® 
i+tangetang® sin 9—-ye56’. 
wenn wir der Kürze wegen | | 
Ay 0% 

feßen. Die Gleichung der in Rede ehäiben Berühtenden, welche 
nach den Bedingungen der Aufgabe auch durch den Punkt (x, y) 
‚geht, if: 

2 — y=(u—x)tango’, 
woraus man mittelft des Dbigen Leicht findet: 

__e0s®+y’sin © 4 (sin 0—y’cos0)y—(cos9+ y'sin ®)x 


tang a — 














Tsno—y cos © sin O9— y'c0sQ a 
oder der Kürze wegen: 
=nu+r,e-mor=0, 


wo v eine Junction von ©, y, dagegen v eine Function von 
x, y, ©,y.ift, wenn wir dieſe Größen als unabhängige ver⸗ 
änderliche Größen betrachten. Die Gleichung unferer Berührenden 
ift aber auch, weil diefelbe durch den Punkt (X, V) geht: 
oY oY 

ee © 
Aus der Vergleichung beider Gleichungen der Beruͤhrenden ergiebt 
ſich alſo: 


X 


Nimmt man nun x als. unabhängige veränderliche Größe any 4 


und differentürt in Bezug auf dieſelbe; ſo wird 


o 626Xx om. Ma X 6Xx nr 
Os 0X’ a OX:"Ox Fr 
auf dr’ Ö Or ee 
v v v — 
—— —— 550 J 


Da die Beruͤhrende durch den Punkt (X, Y geht; fo iſt nad 
dem Obigen 

= — —0 
Differentiirt man, indem man X und Y als ua bettadhtet, 
die Bunction V in Bezug auf x; fo erhält man: ° 

eV x ev 

x Ox" x 











Ze ee 


ET ET 
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Alſo ift nach dem Obigen unter derfelben —“ 


— == 0 D) 
Weil aber * von x, y, 9, y omas fo iſt 


5= - +) + (5% + (FE 


wo F eingefehloffenen Differentialguotienten partielle Differen- 
tialquotienten bezeichnen. Wir haben alſo folgende Gleichungen: 


+0 wg 
DEE 
” + 

— 


Differentlirt man die fuͤnfte von Neuem, ſo erhaͤlt man di fieben 
Öleihungen: 


PETER re 
a a 7 ui 
e+@)a 


oV’ i 
BE 
aus denen mon, die ſechs Groͤßen 
— * 8, Ei os, 24 
Wr kann, welches die geſuchte Gleichung zwiſchen X, Y 
gie t. 
Man koͤnnte indeß auch y' = > aus der Gleihung V’ = 0 


entwickeln, und den gefundenen — für y in die Function 

V feßen, welche nun bloß won x, y, O abhängen wird. Dann 

Bee gefuchte Gleichung das HKefultat der Elimination der 
rößen 

ß dy 2 

%,Yı 9, dx’ x 


aus den ſechs Gleichungen: 


i BD 
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vasr=HV=0 200 Kl 

@*+@ ae = N. 
(=) + (&): Er Bw. | ii * 
ee 


Iſt © eine conftante Größe, fo werden dieſe SZlihunhen: 
v=0, v0 
av or u (ON (ONE 
| 9). Me ni 


? 


aus denen man nun bloß 


x, 53 
elksinicen muß. 

Die Function V ift nach) dem Dbigen 
cos 04 ————— (sin 8—y’ cos O\y—(cos9+ y’ sin x, 
sin 9—y’cos® sin 9—y’cos 9 
Durch partielle Differentiation erhält man: 


ee (F)= = 











nk; j} 





Ox sin®—y’cos®’ \öy 


oV 1+y? 
ak: (sin 0 —y’cos 578%) ß 








— — 
(7) = 7 sin ©— y'cos 0)? e 
Hieraus erhält man mittelft des Obigen leicht folgende Gleichung: E 











(1+y”° )eos Er Ra cos ©) 
’ — — 0 ® 
+ ale) Es am 
Da nun auch — . 
cos y sin * 
—— sin O4— y’ cos 9x Bd. 
iſt; erhält man, wenn zur Abkürzung 
MO 1 
gefegt wird: | | BL. 0 
a ray our), — 
Xi-ı m — 
I A428 


“ nel 6 Fr 





Y—li+y”? I, 


Folglich 


DE An a una 








——— — 


+ 
u 
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cs Ali+y?)% \ | 
Ic +r3 er 

Segen wir nun die Entfernung der Punkte (x, y) und (X, Y) 





K-+(l-y% = 


von einander — 0; fo iſt 


_.eos (1 +v2)Y1 +y?2 
7 ” .n 00 % 5 
— —— da N =} 





wo die Dnadratmwurzel poſitiv und negativ genommen werden 


kann. Man nennt zuweilen ge den ſchiefen Kruͤmmungs— 


halbmeſſer der gegebenen Curve in dem Punfte (X, y), weil, 


wie augenblicklich erhellet, der Krümmungshalbmeffer r der ge- 
gebenen Eurve in dem Punkte (x, y) wird, wenn man O—= 0 
fest. Da nun befanntlic) 
| f RE +2) _ _Ad+yY)Tıry? 
y. — 3% 

ift, wo man die Duadrativurzel immer pofitiv nimmt, fo wollen 
wir, unter derfelben VBorausfeßung, damit der Ausdruck von E 
in den Ausdruck von r übergehe, wenn mar 0 — O nimmt, 


auc) 





Les O(l+y?)/i+y?_ 
MR SA 72,09 
a aa ah 





feßen. Der Grund, warum man dem Ausdrucke des Kruͤm⸗ 


mungshalbmeflers das negative Zeichen giebt, wird hier als be— 
fannt vorausgefeßt. 


Es erhellet leicht, daß 


Ku 
of er 


% 





2— ? E77) 
| Hr E 0x 

UK ER We uukoaenyenr,, ee 

1 Yı+y? 





if. Dies giebt, weil 





33, Man fann nod) andere merfiwirdige Relationen finden, 
Es iſt naͤmlich 
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X ( 2 AUS Dr OR 
a ya cn — 142 ds h 



































——— 3222 2 
5 an #4 e Es y * J 
— Es a 
a ‚os 
Aber nach (32,) Te, SE 
1 —* 
eos an Ay: c05 0). . 
—— 4 1-2 — — er ’ 
* 
cos 9(c0s 0 +y' sin). 1 a 
Yzy+ N a 
h RL +y ‚es ß N Fe 
/ y' Ox ; i . — 
Alſo Sum 
! x __ reos :O(sin — 9): 
ya os ’ 
Ox + 2 
Y=y- mus otr sin®) 
art = 
Aus der Teen Gleihung in (32.) findet man: 
r= — 
09° 
— 93 —— 
Folglich nach vrhoͤrier Subſtitution: 
— SR e(sinO —y’cos Bi. 
Öx >; 
SER e (cos @+y'sin ©) \ 
N ——5 Os % 
... 0x 
34. Setzen wir der Kürze wegen 
RE * 
X *— 


fo iſt nad) (32) 
Be 
— sn®—ycos®’ N. 
woraus leicht erhalten wird: | 
hi cos @— Y’sin@ 
ver sin +X'cos@ 


und hieraus ferner: 
1 + Y’= 








ER 
(sin —y cos 9)? ’ 
1+Y? 5 
im — (in + Yes 0) ar 
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* d. l. — ER 
EEE Öx IE, Sn 0X ; 
X " sm6-—ycos6’ %x snO+Ycos®’. 
woraus ſich ferner, wenn man nur diefe Brüche umkehrt, Teicht 
ergiebt: 








* Samen — oo 0 


F* — sin ok + cos or. 


+ 
Na 


derner findet man ai bieſen Gleichungen durch Elimination: 


5 * — 0: 00 P 

= cn 0 * —— 
ſo wie ee 

= == sin 0 + 00 ; 


—2 — 00: 0 + sin X > 


Endlich ift 


Folglich 





1+Ycot® = 


1—yct90= —ı = 

os 

DR.“ _1+yY 
1+Ycoe97T 08 





ds 
OR _1+yY 
1—yct07 0 





35, Beſtimmt man © aus den beiden leisten Steiungen 
in (33,); fo erhält man: 





; Ö ’ i 7 wer | . a 5 J 
400; Cauſtiſche Flaͤchen und Linien. ee # 
u LO ” ; Be J 
— A-Ves6+4+&K-)mnm0 
as — — 3 R ey — — 





* 7 (Y-y)sin 9—-(X=x)e0s6 ER. 
oder, wenn man die letzte mit = multiplicirt: = 









HR a 
* + (Xörjen6 u a 
os LES > » Ü 3 \ h a 3 2 h 





 \  ite 7J——8 3 
Beſtimmt man hieraus 5: van ; — ſetzt die entſorechenden Aus⸗ 4 
druͤcke in die Gleichungen fuͤr 5 F in (84 2 ; — hiu man 





nad) einigen leichten. Neductionen: i — 
X x—x 0OY _ Y-y “ 
ee Tr Tara 
Alfo | = — 
dY & 
Y-J= (X): a 
Differentiirt man nad) x, fo wird a u 
oY X — X 0X BOY 
NET UunNgr ca 3 1 
oy _ 0X o?Y X in 
Et —— Oz N). DONE NE 
r a7 wa 
— 95 a 
2 
— ——— 
Durch Differentiation ber Ben 
+ I >) y 
u man aber PR ia 
08 025 _-0Y.02Y 
| 0X 0X? 0X'0X2 ı . ns 
ap — 
o8s y⸗ 08 028 Da 
IH Y=\%) - XXI mn. 
| Se ns 0x a: 
Ir ii 


0X 
und folglid) nad) (34.) 
os * 


—— — 
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Aber nah (34) - 
08 ‚08 - 





gel id, * ’=” morY cs6 1+Ycoo* 
olgli 
0? ER ER ee 8 X 
Se i "u 0X 0X?'Ox * 
SER i 
Q = - an. 
Folglich, * man differentiirt: 
0:S X oX os 
= ce Smart) 


8 
u le 
d. i. nach dem a en 
do 08 ös 
p — * — —* — sin 0% ’ 
woraus fich die merkwuͤrdige Kelation: 
05 = sin Oõs - de 


Ä 


ergiebt. 

36. Der ————— der dem oe der Coor⸗ 
dinaten X, Y entfprechenden Eurve ſey =R; fo iſt 

1 —— (1+Y2)? 

Rs. 


Nach (35. I iſt 





Ferner iſt auch 


cos® + y’sin® r ir. 008 (6) (1 +y?) 

















a ee 6 I sin — y’cos® 
Be e (sn —y’c0s®) 
Z-ım m os : 
05. 
Alſo 
— o(1 ag 
F — —— a Ty 5% ARE X 
ar — e(sin 8 —y’c0s®)? mn 
nad (34.) iſt 
ds | 
je _ — dx 0X = (sin ©—y’cos DE . 


gi en 
Supplem. zu Klügels Woͤrterb. J. Cc 


402 Cauſtiſche Flächen und Einien) 














Alfo i m Nina 
Io * *57 FAN, OSUNaH IE 
e(sin®—ycos®)’. BO 2 
* —9 
Da nun nach (34,) * 
1+y? GN 
2 — 
EEE (sin ©—y'cos @)? 
iſtz fo iſt ——— 
dry)? e (sin ©—y' 0050)’. 
R=— — arm: 
(sin 0 — y’cos O)* cos 1 + y*)= | 
\ Por * 
es — Rei eh — 
000’ dr 


Wir haben alfo jet die folgenden drei Relationen gefunden; 
1 69 .."c0s@ 









—T — = Be TEE ) 
r TE ——— 
05 = vl ee ; EN N 

08 . EM 
Rcs9 = eo I ’ ar his = 


Aus diefen Relationen laſſen fih manche andere ati, | von “ 
denen wir nur noch —— bemerken: er 


09 1 68 Ai 
Et OR’ R 3 m: 








37. Bon den bewieſenen Saͤtzen us⸗ * ch nun ——— 
Anwendung auf die Theorie der Brennlinien machen, wobe wir 
den Einfallswinkel ſtets durch ©, den entfprechenden Refracti 
oder Reflexionswinkel durch ©', das a % 
4:8 bezeichnen wollen, fo —* alſo immer 

sin © 2 

sin ©’ ER 
und für die Zuruͤckwerfung A=—X, A 0 if. De 
Krümmungshalbmefler der ‚gegebenen Zurdchiverfenden oder bier 
enden Curve ſey —=r. Wir wollen annehmen, daß die ein⸗ 
fallenden Sram alle eine gewife Curve berühren. Die ame 2: 
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welche fämmtliche gebrochene oder zurückgeworfene Strahlen bes 
rührt, ift die Cauſtica der gegebenen brechenden oder zuruͤckwer— 
fenden Curve. Die den Winfeln © und © entfprechenden 
fchiefen Kruͤmmungshalbmeſſer diefer Curve find die Längen deg 
einfallenden und gebrochenen oder zurückgeworfenen Strahls, 
und follen durch E und E bezeichnet werden. Dann haben wir 
nad) (36.) 

09 _.c0s9 1 0% cos 1 





N ra ee een 
Differentürt man die Gleichung 
sin O 
—— == Const 


in Bezug auf s als veraͤnderliche Größe; fo erhält man: 
sin ©’ cos os — * 6 cos se 2 


und, ivenn man die vorher gefundenen Werthe von se ; se ſub⸗ 
ſtituirt: 
sin® cos? sin@ cos®* _ sin(®©— ©) 

ß g r — 
Dieſe Gleichung gilt auch, wenn die einfallenden Strahlen alle 
auf einer gegebenen Curve ſenkrecht ſind, weil ſie dann alle von 
der Evolute dieſer Curve beruͤhrt werden. Die letztere Curve hat 
man dann an die Stelle der erſten zu ſetzen. Strahlen, welche 
alle aus einem Punkte ausgehen, find ſaͤmmtlich auf einem 
aus diefem Punkte als Mittelpunft befchriebenen Kreife normal, 
und die Evolute diefes Kreifes reducirt ſich auf feinen Mittelpunft, 
Daher gilt obige Gleichung auch für Strahlen, die aus einem 
Punkte ausgehen, und oe it. in diefem Falle die Entfernung des 
Einfallspunftes von dem strahlenden Punfte. Petit hat diefe 
Gleichung für den Fall eines brechenden oder zurüchverfenden 
Kreifes und eines flrahlenden Punktes zuerft bemwiefen in der 
 Correspondance sur l’Ecole polytechnique. - T. II. p. 353. 
Dbige Erweiterung ift von C. Lambert (Ingenieur des mines) 
in den Annales de Mathem. T. XX. p. 101. mitgetheilt. Auch 
- Sturm hat ficy mit dem Beweiſe diefer Gleichungen befchäftigt, 
© aD. XVlI 9.238 Die Gleihung dient vortrefflich zur 
Zeichnung der Cauftica durch Punfte, befonders in dem, Falle 
| eines firahlenden Punftes. Für irgend einen einfallenden Strahl 
I if namlich © gegeben, und & wird daraus leicht mittelft der 
° Gleichung 








sin © v4 

berechnet. Beſtimmt man nun nach befannten Methoden den 

Kruͤmmungshalbmeſſer x der gegebenen Eutve, fo läßt fih, weil 
auch E,.als die Entfernung des Einfallspunftes von dem firah- 

B | Cc2 | 
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lenden Punfe gegeben ift, @, mittelft der in Nede fiehenden Gleis 
hung berechnen. Durch © und o it Lage und Länge des ger 
brochenen oder zurückgeidorfeneg Strahls beitimmt, folglich ein 
Punkt der Eauftica gefunden. Daß ſich auf diefe Weife beliebig 
viele Punkte der Cauftica finden laſſen, füllt im die Augen. 
Bringt man die Gleihung auf die Form — 


sin®cos@: sin©' cos®? _ sin®cos® — cos® sin® 


G 


g e * — 
und ſetzt 








a: — 
sin © =—:in0; 
fo wird: 
4c0s 0? 20050? _ 2000 — #’cosO 


’ 


@ ⸗ F 
unter welcher Form die Gleichung auch zur Rechnung bequem iſt. 
Iſt der Einfollswinfel © = 0, fo iſt auch sin @ —=(, = JE 
Alſo iſt I 








A 
* eo" @ 5 F & a 
wenn der einfallende Strahl’ g auf der gegebenen Curse normal ° 
iſt. Iſt im Fall eines flrahlenden Punftes diefer Punkt unend- 
lich weit von der gegebenen Curve entfernt, fo iſt a 
2 KA 


— 0, — = 





—— se 





i E e —* — * er R v f . 7 
Iſt die brechende oder zuruͤckwerfende Curve eine gerade Linie, 
fo ift Be — —— 

— 


— — — 
e 


* 






Re rl 

38. Wir wollen uns jeßt den allgemeinften Fall denken, 
wenn Strahlen auf eine gegebene Curve A unter gewiſſen nad 
einem gegebenen Gefeße fortfchreitenden Winfeln auffallen, und 
von mehrern andern gegebenen Eutven B, C, D,E, ..... = 
brochen oder zurückgeiworfen werden, indem wir ung die Aufgabe 
ſtellen, die Cauſtica für die letzten gebrochenen oder zutückgewors 
fenen Strahlen zu beftimmen. Nach (82.) — (36.) beſtimm⸗ 
man die Curve, von welcher die einfalenden Strahlen ſaͤmmtlich 
berührt werden, wobei natürlich die Gleichung der Curvbe A ad 
gegeben vorausgefeßt wird. Hieraus befiimme man nun nad) 
den obigen Methoden die Cauftica A’ der Curve A, von welchen 
die gebrochenen oder zurückgeworfenen Strahlen, d. i die auf 
der Curve B einfallenden Strahlen, ſaͤmmtlich berühre werden, . 
fo daß man nun auch die Cauftica B’ der Curve B, hieraus 
wieder eben fo die Cauftica C der Curve C, und, auf diefe 
Weiſe fortfchreitend, offenbar die Cauftica der legten gebrochenen 
Strahlen beſtimmen kann. Sind z. B. nur zwei Curven A,B 
‚gegeben; fo mögen r,, Qı, daſſelbe in Bezug auf die 


. 








EV 


Ws; 
re 
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Curve B bezeichnen, was Tr, o, in Bezug auf die Curve A 


befjeichnen. Die Brechungsverhaͤltniſſe fuͤr beide Curven ſeyen 


sin © 2-snQ, 4 




















— u ı 
Nah (37) ift: \ em 
2c0os@? 3c0s6? _ 1c0s0 — 2c0s@ 
en Ne r i 
cos 2,cosQ? _2,c0os0,—X#,cos®, 
er - eı * Yı ! 
woraus: | 
u: - 4cos ©? 
Ferse - AcosO — 7c0@’ 
e- + r 


N %4 00502 
—— 4,cos 0% : 
> * eı , rl j 
Die Strahlen E und e, bilden aber, wie augenblicklich erhellet, 
eine gerade Linie, in, welcher die beiden Einfallspunfte liegen. 
Bezeichnen wir alfo die, Entfernung diefer beiden»Einfallspunfte 








von einander durch e, fo ift offenbar e=g, te, d i. 








AN 2,c0s0,? + 2c0s Q? 
— cos? A4,cos@,-X,cos@, —4'cos 9? hcos &-4 cos ' 
ei : Yı @ = r | ! 


Nimmt man in diefer Formel o', als die unbekannte Größe an 
fo ift Elar, daß man mittelft derfelben für eine doppelte Brechung 
oder Zuruͤckwerfung fogleich die Cauftica der zweiten Eurve B 
confirniven kann, ohne zuerft die Cauftica der erften Curve A zu 
eichnen. Schließen die beiden gegebenen Eurven ein brechendes 

edium ein, welches auf beiden. Seiten von einem andern ho— 


- mogenen. brechenden Medio umgeben wird; fo ift mit. vorfichender 


Gleichung die Gleihung 
„sine ⸗in 2 


sin %sin®, "4 


+ 





zu verbinden, und die Cauſtica nad) doppelter Brechung wird 


fi) immer leicht couſtruiren laffen, mit völliger geometrifcher 
Genauigkeit, da im Gegentheil in der Optik gewöhnlich die- 


Dicke des von den beiden gegebenen Eurven eingefchloffenen bre— 
chenden Mediums vernachläffigt wird, } 


39. Nach (36.) ift ferner 
% 0S + de = sin Oös, 68° + dd = sin@’ös; _ 
er 0S +6 _sin® _ 2 ‘ 
OS Hoe smO. 2’ j 
aS+ do _ 08’+ 0 
ie TE, 
woraus durch Antegration: 
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Ste $ — 


wenn C eine Conſtante Sepeicmet 


Qi 





Läßt man die Bogen S und Sin zwei zufammenge — f 


Punften der a Eurven anfangen, ſo daß alfo, wenn 
80 if, u! O iſt, und bejeichnet die den. Anfangs- 


punften entfprechenden Werthe von go und e 99 Po und 64; : 





fo iſt 
to _ eo _ 
2 75 PR 
Ste,.Ss % 
7 USER Er 
S+o—% BE nl Deal 3 Be, 
—* — J 


Sollen die Strahlen von einem Punkte ausgehen, und die 
brechende oder zuruͤckwerfende Curve ſo beſchaffen ſeyn, daß nach 





der Brechung oder Zuruͤckwerfung die Strahlen ſich a act © Meie 
in ein em Punfte vereinigen; fo muß man in vorſteh 
chung allgemein — 880 ſetzen, wodurch a, in: 
ee ER ’ 
BT wlan Ns 
oder ; 
@ RE N 
— 7 a Coust 
übergeht. E und E. find hier die Entfernungen des Einfalis- 
punftes von dem ftrahlenden Punfte und dem Vereinigungspunfte 
der Strahlen, Die allgemeine Bedingung alfo, weldyer Eurven, 
die durch Brechung oder Zurüchverfung Strahlen, die von e i⸗ 
nem Punkte ausgehen, wieder in einem en ‚vereinigen, 
genügen müflen, wird durch die Öleihjung * 
o — 
a = = Gonst 


dargeftellt. Solche Curven hat Dmetelihr der ihre: Natur | in 


verfchiedenen Abhandlungen näher unterſucht hat, aplaneti ſche 


Linien (lignes aplanetiques) genannt. Die allgemeine 
chung derſelben iſt mittelſt obiger Bedingungsgleichung leicht ge- 
funden. Sind nämlid) vefpective a, b und/a, ‚8 die Coorbinaten 
des ftrahlenden Punktes und des Vereinigungspunktes der, Strahlen 
fo wie x, y die Coordinaten irgend eines Punftes der "aplane- 
tifchen Linie; fo folgt aus obiger Bedingung augenblicklich & 

—— 

* 











und man — leicht, daß dieſe Gleichung, wenn man fie 


rational machen wollte, den vierten Grad erreichen würde, Zu 


weitern Unterfuchungen über dieſen — * dei der | 


en SER ah a ae ige 
EEE ee, 


— 
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Kaum. M. f. Quetelet Correspondance mathématique et 
pbysique an verfchiedenen Orten, | 
Für den Fall der Zuruͤckwerfung hat man in allen bisherigen 


Formeln nur = — 0, sin = — sin@, cos O cos 0, 
2 —=—% zu feßen, wodurch man leicht erhält: 
| ee | 
e + e®  rcsQ@’ 


eine Gleichung, welche, auf ähnliche Weife wie vorher, eine 
leichte Conſtruction jeder Cauftica durdy Zurüchverfung an die 
zn giebt. Für einen fenkrecht einfallenden Strahl ft © =0, 
alfo 
Eid. 
ER ER RN 


Für parallele Strahlen toe=e®, — —=(, Alfo 
; r 

‚De —— 

It die zuruͤckwerfende Linie eine gerade Linie; fo ir—®, 
e=—p. 

Sir die aplanetifche Linie durch Zuruͤckwerfung iſt 

e-+ eo = Cons, ’ 
fo daß alfo diefe Linie immer eine Ellipfe oder eine Hyperbel iſt, 
je nachdem E und E' gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben. 


40, Den in den Artikeln Brennlinie und Diacanflica mit⸗ 
getheilten hiſtoriſchen und literariſchen Bemerkungen fuͤgen wir 
noch folgende bei. | 


Die allgemeinen Säte, von denen wir im diefem Artikel 
ausgegangen find, hat in Bezug auf ebene Eurven zuerft Due- 
telet in den Memoires de l’Academie royale des sciences 
de Bruxelles. T. IIL. p. 89. bewiefen. Gergonne und 
Sarrus haben diefelben nachher auch auf krumme Flächen er— 
weitert (Annales de Math. T. XVI. p. 1.). Einen elemen- 
taren Beweis des Fundamentalfaßes (2.) in Bezug auf ebene 
Eurven gab zuerſt Timmermanns in der von Quetelet 
herausgegebenen Correspondance mathem. et physique. T.I. 
. p- 336. , nachdem fchon vorher Dupin in feinen Applications 


de Geometrie p. 195. einen elementaren Beweis deffelben Satzes 





1 


m Bezug auf krumme Flächen für den Fall der Neflerion gegeben 
Bar Auf frumme Flächen ausgedehnt ward der. Beweis von 

immmermanng durch Gergonne in den Annales de Ma- 
them. T. XVI. p. 307, Anwendungen der allgemeinen Säge 
auf befondere Säle bei ebenen Eurven gab Gergonne in den 
Annales de Mathem. T.XVI. p.65. Mit der Beſtimmung 
der Cauftica des Kreifes durch Neflerion und Nefraction hat ſich 
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en vorzüglih Thomas de St. gaurent beſchaͤftigt in drei Ab⸗ 
handlungen in den Annales de Mathem. T. XVII.p. 1. p.128. 


T. XVII. p. 1. Im Falle einer Drehung bat Gergonne‘ | 
diefe Unterfuchungen zu vereinfachen gefucht ebend. T. XVII. 


p- 49. Die allgemeine Öleihung der Cauftica durch Re— 
fraction beiem Kreiſe iſt noch nicht gefunden. Noch gehören 


einige Abhandlungen von Gergonne und Sturm hierher, in 


den Annales de Mathem. T. V. p. 283. T. XI. p. 229. T.XIV. 

p- 1. T. XIV. p. 129. T.XV. 9.205. T.XV., p.345. T.XVI. 

B: 247. Ferner ſ. m. noch eine Differtafion von Aug. de la 
i 


ve uͤber die Brennlinien (Genf. 18%, 4,), die ich mir nicht 


habe verfchaffen koͤnnen. Fruͤher als alle diefe Geometer hat 
vorzüglich Malus ſich mit diefen Unterfuchnungen beſchaͤftigt 
(Journal de l’ecole polytechnique. T. VII. Memeires pre- 
sentes à Institut. Vol. II. Paris. 1811.). Seine Rechnun— 
gen find aber, wie Gergonne (Annales de Mathem. T, X VL. 
p- 313.) urtheilt, nicht frei von Fehlern. _ Einiges findet man 
auch in Littrow’s Analytischer Geometrie. Wien. 1823. 
S. 347. und in Brandes Lehrbuch der höhern Geometrie. 
BR; 1822.8.467.$.468.$. 487. Der Arbeiten von Petit und 
C. Lambert if ſchon oben Erwähnung gefchehen, Zu den von 
Klügel mitgetheilten Altern Nachrichten bemerke ich nur noch, 
daß auch Carre ſich mit den Brennlinien befchäftigt hat (Mem, 
de Paris. 1703.), Von der Brennlinie der Parabel hat Fuß 


gehandelt (Nov. Act. Petrop. T. VIIL). Zfhirnhaufens 


Auflöfung ward als falfh erfannt von Caffint, Mariotte 
und de la Hire, als Commiffarien der franzöfifchen Afademie, 
Ueber die Gauftica der Togarithmifchen Spirale |. m. den Ark. 
Spirale (61,) und (68.). 


Ciſſoide. Raupach Disquisitio analytica circa eis- 


soidem. P. L. St. Petersb. (Halle,) 1806. 


> Combinatorifche Analyfis, Iungius, die Lehre von 
den Permutationen und Combinationen, dem binomifchen Lehr⸗ 
ſatze, der Theorie der unmoͤglichen Größen und ber Gleichungen - 


Berlin. 1806, 


Schweins, Analyfis, combinatoriſch bearbeitet, HSeidel⸗ 
berg. 1820. eh . 


rt 
4 N i ö —— 
Köcher, Combinationslehre mit Anwendung auf Analyſis. 
einzig. 1822, h rt 


Sommer, Shſtem der topifch - arithmetifchen Combing- 


J 


tionslehre. Braunſchweig. 1822, Br 
Spehr, vollfiändiger Lehrbegriff der. reinen Combinationg- 


Ichre mit Anwendung auf Analyfis und Wahrſcheinlichkeitsrech⸗ 


nung, DBraunfchweig. 1824, 
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v. Ettinghanfen, combinatorifche Analyfis. Wien, 1826, 
Einen trefflichen Abriß der combinatorifchen Analyfis ent 
halt auch an 
Thibauts Grundeiß der allgemeinen Arithmetif, vorzüg- 
lich in feiner neueften Ausgabe, Auch) —— 
Brandes, Vorbereitungen zur höheren Analyſis. Leipzig. 
1820. , worin ein vecht guter für. erſte Anfänger berechneter Abriß 
der Combinationslchre und combinatoriſchen Analyſis gegeben 
iſt, und 
Prasse, Institutiones analyticae. Lips. 1813., worin 
der combinatoriſche Theil ſehr gut behandelt iſt, wie ſich von 
dem Verfaſſer, der zu den erſten und eifrigſten Bearbeitern der 
combinatoriſchen Analyſis gehoͤrte, ſchon von ſelbſt erwarten 
aßt. 
WViele treffliche einzelne Unterſuchungen enthalten: 
ODettinger, Differenzial⸗ und Differenzen⸗Calcul. Mainz. 
. 4831., und 


Oettinger, Forfchungen in dem Gebiete der höheren Ana— 
Infis. Heldelberg. 1831, | 


Auch f. m. 


- Scherf, mathematifche Abhandlungen, Berlin, 1825., vor- 
züglich die ziveite Abhandlung über die ‚allgemeine Auflöfung der 
Gleichungen des erfien Grades, und die dritte Abhandlung tiber 
die Anzahl der Combinationen mit eingefchränften Wiederholun- 
gen zu einer gegebenen Clafle, fo wie an. verfchiedenen einzelnen 
Stellen manche hierher gehörende fcharffinnige Bemerkungen. 


Noch verdienen als einzelne Abhandlungen erwähnt zu 
werden? Fr 

Ohm, de elevatione serierum infinitarum secundi ordi- 
nis ad potestatem exponentis indeterm. dissert. Erl. 1811. 

Sauer, Potenziitung, Multiplication. und Divifion der 
Reihen aller Ordnungen. Halle, 1823, 

Leber das Wefen und den Nuten diefes wichtigen Theils 
der Analyſis glaube ich nichts Beſſeres ſagen zu koͤnnen, als 
was von dem verewigten Begründer dieſes Woͤrterbuchs, der 
ſelbſt zu den erſten und gluͤcklichſten Bearbeitern der combinato- 
riſchen Analyſis gehoͤrte, daruͤber ſchon im erſten Theile beige— 
bracht worden iſt. Merkwuͤrdig iſt die Erſcheinung, daß die fuͤr 
die Theorie, der Analyſis unſtreitig ſehr wichtige Erfindung 
I Hindenburgs die Graͤnzen Deutſchlands nur wenig uͤberſchrit— 
ten, und namentlich bei unfern weſtlichen Nachbaren im Ganzen 
nur geringe Beachtung gefunden hat. Liegt der Grund diefer 
‚Erfcheinung zum Theil wohl in dem mehr auf das wirklich praf- 
tiſch Anwendbare gerichteten Sinne unferer Nachbaren im Weiten, 
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fo trägt doch gewiß auch die bei aller ihrer Schönheit compli- 
eirte Eharafteriftif feinen geringen Theil der Schuld, und es 
feheint uns daher Noth zu tdun, in den’ Lehrbuͤchern auf moͤg⸗ 
lichſte Vereinfachung der Bezeichnung zu fehen, wozu z. D. 
Thibaut in dem oben angeführten Werfe fchon einen £refflichen 
Anfang gemacht hat. Nur ift freilich auf der andern Seite fehr 
zu wuͤnſchen, daß, ‚wie dies früher bei der KHindenburgifchen 


Eharafteriftif der Fall war, eine Bezeichnung moͤglichſt allge: 


mein eingeführt und befolgt werde, Wer foll aber hier der Ge— 
feggeber feyn! | 


Combinatorifches Integral. Man denfe ſich einmal 
einen beliebigen analytifchen Ausdruck, und unterfcheide in dem⸗ 
felben zwei Arten von Größen. Die eine Art bezeichne man 
durch lateinifche, Die andere Art durch griechifche Buchſtaben. 
Kommen nun 5. B. in demfelben die drei griechiſchen Buchſtaben 
Yr 8,7, auf beliebige Art mit lateinifchen Buchſtaben verbun⸗ 

den, vor, und man feßt ſtatt der gedachten griechifchen. Buch— 
ftaben das erſte, zweite, dritte Element irgend einer Complerion 
von drei Elementen oder einer Ternion, fo heißt, wenn 


diefe Arbeit mit allen Complerionen einer dritten combinatorifchen . 


Klaffe- vorgenommen wird, das Aggregat aller fo eutſtehenden 
Größen ein combinatorifhes Integral. | i 
Sey z. B. der gedachte analykifche Ausdruck 


(a? + ez)n, 2 


und die combinatorifche Klaffe die dritte Variations- Klaffe zur. 


Summe 2 mit Zulaffung des Elements 0, Nimmt man die 
Subftitution auf die angezeigte Art vor, fo entftehen aus 


den Compferionen der Klaffe folgende Glieder 
0.0 et (a0 + 02) 
RE ES SER REN (a0 + 12)ı 
0,20 a 
Oi ak Daher. lee VE 
1,0 (at! 412)0 ; 
N (a? + 02)0 


und die Summe aller Glieder zur Nechten ift dag combina- 
torifche Integral oder Aggregat. 

Der analytifche Ausdruck, in dem die griechiſchen Buchſta— 
ben vorfommen, beißt das allgemeine Glied, die griechiichen 
Buchitaben heißen die veränderlidhen, die Übrigen Buchftaben 
die beftändigen Größen. 

Es giebt fo viele Gattungen combinatorifcher Integrale, als 
fih) combinatorifche Klaffen denken laffen, worauf die Entivicke- 


DE na Zu m Zn nn — 
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fung des combinatoriſchen Integrals gegruͤndet wird. Die Gat- 


tung combinatoriſcher Integrale, bei welcher die combinatoriſche 
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Klaſſe alle Auflöfungen darftellt, welche einer oder mehrerer Glei— 
ungen vergeftalt Genüge leiften, daß für die unbekannten oder 
veränderlichen Größen bloß Null oder pofitive ganze Zahlen ge— 
fett werden dürfen, iſt vorzüglich wichtig und bisher am meiften 
 unterfucht worden. Das oben betrachtete combinatorifche Inter 
gral gehört zu diefer Gattung, indem die dritte Variations— 
Klaffe zur Summe 2, mit Zulaffung des "Elements O, auf 
welche dich deffen Entrsickefung gruͤndete, alle Auflöfungen dar- 
ſtellt, welche der Buchftabengleihung + HS 
9 'yFeti=2 

d Genüge leiften, daß ſtatt der unbefannten oder veränderlichen 
Größen 7,8, 7 bloß Null und pofitive ganze Zahlen gefegt 
werden ‚dürfen. 


Zur vollftändigen Beftimmung eines combinatorifchen Inte— 
grals der letztern Gattung gehören 1) das “allgemeine Glied; 
2) das Verzeichniß der Buchftaben des Fleinen griechifchen Alpha— 
bets, welche die veränderlichen Größen bezeichnen; 3) die Be— 
dingungsgleichungen., Daher: werden. combinatorifche Integrale 
diefer Gattung gewöhnlich fo bezeichnet, daß man 1) dem allge- 
meinen Gliede- das Zeichen S als Zeichen der Summe zur Linfen 
vorfeßt, und an den oberften Punkt zur Nechten einen Horizon- 
talftricy anhängt, der fo weit reicht, al® das allgemeine Glied; _ 
2) unter das allgemeine Glied das Verzeichniß der veränderlichen 
Größen in Klammern eingefchloffen, und 3) nod) tiefer die Be— 
dingungsgleichungen feßt. Das obige combinatorifche Integral 
würde ſich hiernach z. B. auf folgende Art fehreiben laffen: 


(af + 82)” 


(Yy} & n) 
ytre+,=2. 
Wenn alle vorfömmenden Fleinen griechifchen Buchftaben ver- 
änderliche Größen bezeichnen, fo kann man auch der Kürze 
wegen die zweite Zeile ganz weglaſſen, und obiges Autegral‘ 
z. B. bloß fo ſchreiben: 
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bedeuten aber bloß einige der vorkommenden griechiſchen Buch— 
ſtaben veränderliche Größen, fo darf die zweite Zeile nie wegge— 
laffen werden, 

Die Auflöfung der Bedingungsgleichungen fällt ganz der un- 
beftimmten Unalytif und den beiden fogenannten Discerptiong- 
problemen in der combinatorifhen Analytif anheim. Mit den 
combinatorifhen Integralen felbft laſſen ſich aber verſchiedene 
Veraͤnderungen und Verwandlungen, gewiſſe Operationen vor— 
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nehmen, wodurch. ein gewiſſer eigenthuͤmlicher Calcul entfpringt,‘ 
den man den combinatorifchen Integrale Caleul ge 
nannt hat. Die erfte Idee und der Name-combinatorifcher Ans 
tegrale rührt von Kramp her (Hindendburgs Sammlung 
combinatoriſch analytiſcher Abhandlungen. Erſte Sammlung. 
©. 91 — 122, zweite Samml. ©, 341 — 368). Eine eigent 
liche Theorie dieſer combinatoriſchen Ausdruͤcke hat aber zuerft | 
H. U Rothe aufgeftellt, in der mit vieler Deutlicykeit "abges _ 
faßten Schrift: Theorie der comibinatorischen Integrale von 
H. A. Rothe. Nürnberg. 1820. Zugleich hat Rothe in 
diefer Schrift Die Anwendung diefer Theorie anf verfchiedene Une ” 
terſuchungen der Analyfis gezeigt, Den Liebhabern der combinge 
forifchen Analyfis iſt daher das Studium diefer Schrift fehr zu 
empfehlen. Wo es auf eine einfache Bezeichnung ſehr complicirs 
ter Ausdrüde anfommet, werden die  combinatorifchen Integrale 


häufig mit großem Vortheil angewandt, 


Eomplanation ‚ Ebnung. Pan vergleiche hierbei vor⸗ i 
züglich den Artikel Stereometrie im vierten Band. 0 u 
Bolzano, die drei Probleme. der Kectification, Compla⸗ = 
‚nation und Cubatur fireng erwieſen. Leipzig 1817.05 005° 


Complementum  decadicum , gleichbedeutend mie: 
Arithmetiſches Complement eines Logarithmen im 
Artikel Complement. Br 


Conchoide. C. Witte, Conchoidis Nicomedeae ae- 
quatio et indoles. Gött. 1813. 


Confokale Kegelfchnitte find Kegelfchnitte, weldye einen 
gemeinfhaftiichen Brennpunft haben. Die Erweiterung des Bes 
geiffs auf Flächen der zweiten Drdnung iſt leicht. ENT 


Coniſche Flächen heißen alle diejenigen Slächen, weile 
von einer geraden Linie befchrichen werden, die, über eine ge 
gebene beliebige frumme Linie im Raume bingleitend, bei diefer 
Bewegung immer durch ein. und denfelben Punft, welcher die 
Spitze der Kegelfläche genannt, wird, geht. Die gegebene 
krumme Linie heißt die Directrix; die fich bewegende gerade 
Linie, von welcher die conifche Fläche befchrieben wird, mag die 
erzeugende Linie genannt werden, — 


1. Die Coordinaten des gegebenen Punktes, durch wel⸗ 
chen die erzengende Linie immer hindurch geht, feyen a, b, ce; 
die Gleichungen der Direckrir feyen ° 


ix,yz2)=0,Fx,y2)=0. 
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> Die Gleihungen der erzeugenden Linie in einer beliebigen Lage 
.. feyen 
x + !,y=Pır+?. 


Da die erzeugende Linie immer durch den Punkt (a, b, c) 


geht, fo iſt 
azact«, b=f+P, 

um folglich find 

z—-amalz—c),, y-b> — 
Die GHekhängen der ergeugenden Linie, Eigentlich find dies aber 
die Gleichungen einer jeden durch den Punkt (a, b, e) gehen⸗ 
den geraden Linie im Raume, da doch die erjeugende Linie im— 
mer der Bedingung genügen muß, daß fi e einen Punft mit der 
Directrie gemein hat. Sind daher —— z die Coordinaten 
dieſes Punktes, fo hat man die folgenden vier Gleichungen: 

a, y,27)=0, F(x,y,7)=0; 
x —a=e(T—c), y re a 


Aus diefen Gleichungen fann- man x, y, z eliminiren, wo⸗ 
durch man eine Gleichung zwiſchen @, 6 und gegebenen Größen 
erhält, fo daß alfo 6 eine beftimmte Function von @ iſt, wenn 
die durch die. Öleichungen 
x—-a=o(2—c), y-b=fl(r—e) 

harafterifirte gerade Linie in der — Flaͤche liegen ſoll. 
Man kann folglich 

?=yl(e); 
oder, weil 








iſt, 








ſetzen, und dies iſt alſo die geſuchte allgemeine Gleichung der. 
coniſchen Flächen, welche man folglich erhält, wenn man aug 
den. Gleichungen 


— Kal 0; Fir,y2)=0; h 
x— amelz—c),,y—b=Pf(z—c) 


|: die Größen x, y, z eliminiert, und in der ſich hieraus ergeben- 
den Gleichung = P(e) 


* A 
x—a Bu} 


2—c’ 2—c 


u = 








fest. 
| 2, Iſt nun zunaͤchſt die Directrir ein Kreis, fo find, 
| - wenn wir feinen Mittelpunft als Anfang der Coordinaten, feine 
Ebene als Ebene der xy annimmt, feine Gleichungen: 

x? parte, 


I 
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wenn x den Halbmeſſer bezeichnet. Um alſo die Gleichung der 
eutfprechenden conifchen Fläche zu. finden, muß man nad) dem 
« Vorhergehenden zunaͤchſt aus den Gleichungen I 
4 3 Le 
 ß—-amalz—c), y—b=Pl(z—ec) A 
die Größen x,-y, z eliminiren. Da z=0 if, fo hat man 
bloß die drei Gleichungen — 
+ryper,x-a=—c, ⸗46 
zu betrachten, aus. denen. man augenblicklich zwiſchen « und & 
die Gleichung \ ki a 







a (a—ec)” + (b—/c)?’ =r? 
erhält. Setzt man nun | 
& .X—a _y-b e a © 
2—c’ Prize 

fo wird die gefuchte Gleichung der conifchen Fläche: 
N — — 





[Zi 








— — — 


“ b(z—e) — —b)}? 

+ | ( — 

Auch erhaͤlt man leicht durch Entwickelung der Quadrate: 
62a? — 2aca + c?ß? — 2bef =r? — (a?+b?), 

folglich | 


x— a\? za 
e: (2) me] N 

y—b\? y—b — ie 
+ 0: () — 2 (I )\ { 
die Gleichung der conifchen Fläche, Nimmt man die Spige des 
Kegels, d. I. den Punft (a, b, ce), als Anfang der Coordi- 
naten an, und eine durch diefen Punkt gelegte mit der Ebene 
der Direckrir parallele Ebene als Ebene der. xy, fo muß man 
nad; dem Artikel Coordinate i. d, 3. in obiger. Gleichung res 
 fpeetive x a, y+b,z+e fürx, y, z fegen. Dies giebt 
die Gleichung 9.98 8 —— 7 — 


e(") —2ue(&)+e: (2)'—2e eye r2 Au (a?+b?), f 4 


——— 





——— 











oder 
(aꝰ +b2—r?)z? + c?(x?+y?) — 2acz - Wey⸗ — 
der conifchen Fläche, wo nun — a, —b, — c die Eoordina- 
ten des Mittelpunfts der Divectrir in Bezug auf das augenom⸗ 
mene Syſtem find, obgleich man auch, wie aus vorſtehender 
Gleichung leicht erhellet, dieſe Coordinaten fi durh a,b, ce | 
felbft bezeichnet denken kann. A 

3. Für dem geraden Kegel kann man die Gleichungen der | 
Fläche auch auf folgende "Art finden. Die Coordinaten der 


a 
h | 
er 


—J 
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Spitze ſeyen x’, y’, z in Bezug auf ein beliebiges Coordinaten⸗ 
ſyſtem. Die Gleijungen der Are und der erjeugenden Linie in 
einer beliebigen Lage der letztern feyen 
za + — +0; 
und 
xeaztc,y=brz+x,. 
Beide inlen gehen durch die Spitze. Folglich hat man 
Xen 40, yl ⸗ be 46; 
— 
demnach ſind die Gleichungen der Axe und der erzeugenden 
inie; 
x— x Se) y—-y=bl-?7), 
und ’ 
x— x =alz—7),y— y=bl(2-—r). 
Der Winfel der erzeugenden Linie mit der Are, welcher hier eine 
<onftante Größe if, ſey — 9; fo ift nach allgemeinen Principien 
der analytifchen Geometrie ' 




















BT Me ‚ 1+aa+bb’ 
* Yifa?+b2.Yira?+b2 
er | 
* a =, bi IH; 
folglich a 
xx ,1JoY 
—* J— 
cos 0 = 


rire+s,]fı+ (2%) 6 
die gefuchte Gleichung: der Fläche des geraden Kegels. Setzt 
man cos O—=M, fo laͤßt ſich dieſe Gleichung leicht auf fol- 
gende Form bringen: 
Hakx—x)+ b(y—y) + 2—z’}? 
=M?’(l+a? +b2){(x— x)? + y—-y)? + (z—z')?}. 

Fuͤr den Durchfchnitt der Ebene der xy mit der Kegelfläche muß 
man z—=Ofeben. Dies giebt die Gleichung diefes Durchſchnitts: 
ta(z—X)+ b(y-y)— 2)? 
= M’(1+a’+b’){(x— x)? + (y-y)”+2z?}. 

4. Iſt die — eine Ellipſe, deren Gleichungen 
2 + B2x =a2h?, z=0 
- find, fo muß F aus dieſen Gleichungen und aus den Glei⸗ 
chungen 





x — azalz2-c),y—b= 20226) 
wieder x, y, z eliminiren, und * 
x—a —b 


— = 
ag BR ic 








416 | Gonvergenz der Reihen. 


ſetzen. Die Elimination von x, y, 2 giebt 
a2(b— Be)? +b?(a—cc)?=a?:b?, 
Folglich iſt 
a?tb(z—c) — c(y—b))? 
+ b?la(z—c) — cx—a)}? 
die Gleihung der Kegelflaͤche mit elliptifcher Divectrir, Nimmt 
man die Spitze ber Kegelfläche als Anfang der Coordinaten an, 
fo wird ihre Gleichung 
a?(bz—cy)? + b’?2(az—cx)? = ab? 22. 
Liegt die Spige der Kegelfläche in der Are der z, d. . ift der 
entfprechende Kegel ein gerader, pita=b—0, folglich 


a2c?y? + b’?2c?x? = a?hb’22?, 


N = a?b?(2— ec)? 


— a’ b’ 
da, — m, Zen, 
m?.y? 4 n?x? = m?n?z? 


die Gleichung der Kegelfläche, 
Conjointe, f, Regel und Kettenvegel, SER 
Conſtante Größe, f. Beſtaͤndige Größe, 


Rn Functionen, f. Stetige Sunctionen 
i. d. 


Convergenz der Reihen. 1. Seyen 
nr ni; 

die auf einander folgenden Glieder einer reellen oder imagindren 
Reihe, deren allgemeines Glied, als Function des Inder betrach⸗ 
tet, wir durc) tn bezeichnen, Die Summe der n erfien Slider 
diefer Reihe fey — 
n=b tt, Fr +; +... + tamı » — 

Wenn nun sn ſich einer beſtimmten Graͤnze s deſto mehr nähert, 
je größer m wird, und diefer Gränze beliebig nahe gebracht wer⸗ 
den kann; fo heißt die Reihe convergent oder I 





rend, und s heißt ihre Summe, welches man befa 
durch 
s — to +, Pte +, +u +... — 

bezeichnet. Naͤhert ſich sn feiner beſtimmten Graͤnze, wenn n 

waͤchſt; fo beißt die Reihe divergent oder divergirend, 
Divergente Reihen haben, im eigentfichen-Sinne des Worte, - 
feine Summe, fondern find bloß als analytiſche Größenformen 
zu betrachten, welche gewiſſen allgemeinen analytifchen Bedin | 
gungen genügen, fo wie z. B. die Binomial-Neihe + 
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» h er — 5 TR us: : 
a u Bohrer Tue re 
der Bedingung genügt, daß für jedes n und m 
en OS n.mg = mn 
if. Man hat daher auch zuweilen zwiſchen arithmetifchen und 
analytifchen Summen unterfchieden (Reihe, 34). i 
Soll alſo die Reihe 








— Los ty k2 5 tan Bay vorn» 

convergent ſeyn; fo muß die Differenz 

— Sn--m — Sn ztn + ta+ı + tn-t2 + u... + tn--m—1 

für. jedes ganze pofitive m der Null ſich fortwährend nähern, 

wenn nm wächlt, und muß der Null beliebig nahe gebracht wer- 

den fönnen. Da dies auch für m—1 gilt; fo ift flar, daß, 

wenn eine Neihe convergiven foll, ihr allgemeines Glied t. ſich 

der Null fortwährend nähern muß, wenn n mwächft, obgleich, 

wie wir fogleich fehen werden, diefe Bedingung nicht allein hin— 

reicht, um daraus die Convergenz einer Neihe fchließen zu Finnen, 
Mir betrachten zunächft, wenn’ nicht das Gegentheil aus— 

druͤcklich bemerkt wird, \bloß reelle Reihen, und wollen jett obige 

Begriffe an einigen DBeifpielen erläutern, 


2 Eine der einfachften und am häufigften vorfommenden 
Reihen ift die geometrifche Reihe 
Si 1,5, ehe 
Wenn der abfolnte Werth x größer als die Einheit, oder 
x—=+1 if; fo divergirt die Reihe (1.), weil unter diefer Vor— 
ausfegung das allgemeine Glied x” fid) nicht der Null nähert, 
wenn n wächtt. Da aber, wie man leicht findet: 

Sn-Enm — Sn xa + xatl 4 znt+? —— + xn4n-1 

1—ın 
1—x 
iſt; fo nähert die Differenz Sum — Sn, wenn der abfolute Werth 
von x fleiner als die Einheit iſt, für jedes m fic) offenbar der 
Graͤnze Null, wennen waͤchſt, und die Reihe convergirt alfo in 
diefem Falle. Dies exrhellet auch daraus, weil 


f s=il+st 44... +ed=, 
| * 1 xn 
tee 1x 
ift, indem — fi) der Null nähert, wenn n waͤchſt, voraus— 
gefeßt, daß der abfolute Werth von x kleiner als die Einheit 
iſt. Die Graͤnze von sa, für wachſende n, iſt alſo in dieſem 
Falle der Bruch 


= wall +x+ 2 +... pau-oxm, 











1 
ER 


Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, J Dd 
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und demnad): 





DZ elrSte hang. 


unfere Reihe hat folglich auch nur in dieſem Falle eine J 
Summe; fonft genuͤgt ſie bloß der durch die Gleichung 
1=(1-s) {11 Frx Het He rt his 
ausgedrückten allgemeinen analytifchen Bedingung, für jedes x 
Man überzeugt fic) leicht, daß die Reihe 
at,, at,, at,,at,, Al,y 2... 
mit der Reihe 
ih ut 
gleichzeitig convergirt und divergirt. Iſt naͤmlich 
Amhbttth th teten 
‚Sn =at, Fat, + at, + al 443; 
ſo iſt klar, daß 
Sn asn, Sntn — Sn = a {sun — Sn} 
ift. Convergirt nun die Neihe 
EN PN 


fo fann mann fo groß nehmen, daß, race Ben des abſolu⸗ 


ten Werths, 

Sn--n — Sn <A 
ift, wo A eine beliebige pofitive, nad) fo Eleine Größe bezeichnet. 
Man kann alſo auch m immer fo groß nehmen, daß, růckſicht⸗ 
lich der abſoluten al 


Sn-Fn — Sn < 2, a | Sn+m - an} <4; 


San — Sn < 1 
it, fo daß alfo die Reihe 
al a 
„ebenfalls convergirt, 

Ganz auf ähnliche Art übergenge n man ſich von dem umges 
fehrten Sage, woraus dann weiter fogleich folgt, daß die * 
at GE 

divergirt „wenn die Reihe 
PR HE FOR ARE Fon 
divergirt. 
Die Reihe 
a,ax, ax?, axs, ax*, 
convergirt und divergirt folglich unter dena ——— 
wie die Reihe 


1, x, SE SE x 
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welches alfo- offenbar auch won der Neihe 
xa, zahl, zah?, xat3, zahl, .... 


oder 
ir axa ‚axa-+l, axat?, axat3, axatt, 2... 
gilt. 
3. Dan babe ferner die Reihe 
1 1 
1, 43 35 ur +3 “... n? .„..s. 


deren einzelne Glieder ſich fortwährend der Null nähern. Deſſen 
ungeachtet ift diefe Reihe doc) divergent, wie mittelft folgen- 
der einfachen Betrachtung erhellet. Es. ift nämlich 


—— 1 1 1 1 
an — SH=or, tr 2 + a DE > — 
Die Anzahl der Glieder dieſer Reihe it = n, und jedes Glied 
derfelben, das leßte ausgenommen, > 2. Daher ift für je— 
des n 





1 i 
San +1 — Sntı > n.30 —— 


Folglich naͤhert ſich offenbar dieſe Differenz nicht fortwaͤhrend der 
Null, wenn n waͤchſt, und unſere Reihe iſt demnach divergent. 
Dieſes Beiſpiel zeigt, daß eine Reihe divergent ſeyn kann, wenn 
auch ihr allgemeines Glied, indem der Index waͤchſt, ſich fort— 
86 der Null naͤhert. Obige Reihe hat alſo auch keine 
Summe. 


4. Die gegebene Reihe ſey: 

u RER LA 4 el 

ae 2 TEE N TE BE N PERLE Aal PETE TORE DA 
Die Glieder diefer Neihe, vom (1 +1)ten au, find: 
i 1 0 1 

1.2.0" 1.2. na +), Tina Et)en +2)” 
Diefe Glieder find reſpective eben fo groß oder fleiner als; 
i 1 J—— 8 

12 Et ante 

amd ihre Summe it folglich Kleiner als 
1 A| 1 1 
| 5 
di. nad) (2.) kleiner als — 

1 are 1 1 
1.23: Aw a > 1.2...(m—1) n—1 ie 


1-—— 











Y. 





Diefe letztere Größe nähert fich aber der Null fortwaͤhrend, wenn 
n waͤchſt. Alſo iſt die gegebene Neihe eine convergirende Reihe, 
Dvd 2 
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\ 


und hat folglidy eine Summe, die wir durch e bezeichnen wol⸗ 
len, fo daß alfo Rd, 
1 1 1 Be, 1 
irrt. nat“ 
ift, Setzt man | Ä 
1 1 1 
JJ 


ſo iſt der Fehler kleiner als 
1 1 
1.23. kammer 
Fuͤr n—=11 findet man 
e = 2,7182818 .... ; 


und der Sehler ift Fleiner alg 
1 

\ 36288000 " 1.0 u 
Aus der Lehre von den Logarithmen weiß man, daß e die Ba- 
ſis der natürlichen oder hyperboliſchen Logarithmen it, welches 
jetst nicht weiter zu unſerm Zwecke gehört, BERN 

Wir wollen nun die Bedingungen der Convergenz bei den 
verfchiedenen Arten der Reihen etwas näher unterfuchen, wober 
wir, wie in diefem Artifel überhaupt, vorzüglid) Cauchy (Cours 
d’Analyse algebrique. Paris. 1821, Exercices de Mathé— 
matiques. 20° Livr. Paris. 1827, p. 221.) folgen werden. 
Auch fe m. zivei Abhandlungen von Abel und 8, Dlivier in 
Crelles Journal. I. 8. 313. U. S: 31., und eine Recenfion 
des obigen Werfs von Cauchy in den Jahrb. für wissen- 
schaftliche Kritik. 1829, S. 217, von Dirffen. 








Si En 
sr 1...4 RE 1...a—1) > 





I. Reihen, deren Glieder ſaͤmmtlich pofitiv find, N 
5, Wenn fänmtlicye Glieder der Reihe 


os tin fan ia, ta, —— 
poſitiv, und die Glieder 
fny tn415 tn42, tnö3, Ina; 200 
reſpective kleiner als die Glieder der convergirenden Reihe 
To, Tı, T,, T,, Ta, / 
find; fo convergirt die Reihe 
boy tin tastan as ecun o 
Segen wir 
sa to tt Fr + te Fan; 
S=-T + HT +T+....+ Ta; 
ſo iſt 
Sn-+n — Sn = Ta-+ Tnrı + Tar2ı+ ... + Tu-+tm-1 . 


je 





u 
3 x 
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Nach der Vorausſetzung ift: 
Ph —* — 9 Tri 
tan+ı <Z Ta 
{ tan+2 < Tn+2 
— tzn+m-1 < Tatn-ı » . ; 
Afos - x 
tan + ten # taonpe +... + tntm-ı< Sn-tn — Sn > 
we 
Be Re S2ntm — Sm < Sntm — Sn, 
oder, für 2n = «x; | 
Re re Si 
Da nun nad) der Vorausfegung die Reihe 
To; ER T,;, ey ... 5 
convergirt; fo fann, für jedes m, wenn n waͤchſt, die Differenz 
Sa-tın — Sn der Null beliebig nahe gebracht werden (1.). Alfo 
kann aud), für jedes m, wenn wächht, die Differenz Sctm — 8, 
der Null beliebig nahe gebracht werden, fo daß folglic) . 
Loy tyy bay bay bay one - 
eine convergirende Reihe ift (1.). 
Wenn fümmtliche Glieder der Reihe 
boy tıy kyy tz, bay ven 
poſitiv, und die Glieder 
tn; fn-tı, tn-+2, tn-t35 Intsy ++». 
vefpective größer als die Glieder der divergirenden Reihe 
RR: Ele LEE re 
find; fo divergivt die Reihe ; 


to; fı5 fan 13, ta, u. 


* 


Sey wieder 
n=b+t, +, Pait. +... tai⸗i, 
SSR +R HT +... + Tn-1; 





fo ift ; 
Sn--ım — s1 = Ta + Ta-H + Tn-r2 +... + Ta-km-ı 
FR tın > Ta 5 
i tantı > Tai 
t2n+2 > Tn-r2 


 tankm-ı > Ta-tn-i 
ten + tanpı + ton? + + tanhnm-ı > Snpn — Sa 
2 S2n-m — S2n > Sum — Sn ’ 
oder, wenn wir 2n ſetzen: 
Sekm — 5 > Sn-Fm — Sn.” 


>. 
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Da nun nad) der VBorausfeßung die Reihe 
To, T,; T,, T;; T,; PERE 
divergent iftz fo kann, für wachfende n, die Differenz 
Sn-+m — Sn P} { 
alfo um fo mehr, für wachſende x, die Differenz | 
Suhn Se; y 
der Null nicht beliebig nahe gebracht werden, woraus unmittel- 3 
bar folgt, daß die Reihe 
boy tipiaytun tunen 


gleichfalls divergent ift, | 
6. Wenn fümmetliche Glieder der, Reihe 


tostıs kan tastan see. 


pofitiv find; fo ſuche man die Gränze L, welcher ſich, wenn n 3 


waͤchſt, die größten Werthe von (th)® nähern. Dann ift die ge⸗ r 
af Reihe convergent oder divergent, jmahdem L< 1, oder 7 
* iſt * 


Sey zuerſt L<1. Man nehme eine beliebige : weh L J 
und 1 — Groͤße T; fo daß alſo i 


I Ar RE 


iſt. Da ſich, went n waͤchſt, die groͤßten Vahe von 
nach der Vorausſetzung immer mehr und mehr der Gränze L 


nähern; fo muß es einen Werth von n.geben, von — an 
immer 
1 


HR<T,a<Ta 0 
iff, ‚tie groß man n auch annehmen mag. Man fieht alfo, daß 4 
es immer einen Werth von n giebt, für An die Glieder 4 
tn 5 inepiz En+25 in+3, Ina, ».. 
refpective fleiner ale die Glieder der Reihe 
Ta, Ta+!, Tn+2, ‚Ta-+3, Ta-+s, | 2; 
find. Letztere Reihe it aber, wel T <A ik, eine — 9 
rende Reihe (2.). Alſo convergirt auch die gegebene Reihe 5). 
Iſt ferner L>1, fo nehme man wieder eine zwiſchen L 
und 1 liegende Groͤße T, fuͤr welche alſo 
UT »1 
ift. Da nad) ber Dorausfeßung, für wachfende n, die ten 


Merthe von — der Graͤnze L fich fortwaͤhrend und bis zu eis 

nem beliebigen Grade nähern; fo wird es einen Werth von n ge⸗ 

ben, von welchem an immer a) 
1 


(taje Be. Ta tn >> Ta 
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iſt, wie groß man auch m nehmen mag, Man ſieht alſo, daß 
28 immer einen Werth von n giebt, für welchen die Ölieder der 


© Keihe 
; h tn; tun15 tnt25 tn+3 5 tn 44, “oo. 
| reſpective groͤßer als die Glieder der Reihe 
Ta, Tot, Tn+2, Tn+3, Tut, 
find. Da nun leßtere Reihe, * T>1 if, Maren it (2); 
ſo iſt auch die gegebene Reihe divergirend (5.). 


7. Wenn die Sunction f(x) für fehr große — von 
x fiet$ poſitiv bleibt, und das Verhaͤltniß 
—— 
f(x) 
fich fortwährend und bie zu jedem beliebigen Grade der Größe 
"u nähert, wenn x wächlt; fo adbert die Groͤße 


AR IE 
für wachſende x fich derfelben Graͤnze. 

Mir wollen zuerft annehmen, daß L, welches — H0- 
fitio ift, einen ‚endlichen beftimmten Werth — Da nun nach 
der — 

E1 x+1) 
——— 
fuͤr wachſende x der Graͤnze L beliebig nahe gebracht werden 
Tann; fo muß es eine Zahl h von folder Beſchaffenheit geben, 
daß fürxm=h und x>h das Berhältniß 
R fix+1) 
f(x) 

ſtets zwifchen den Gränzen L— © und L+© enthalten it, 
wie flein man aud) © uchmen mag. Demnad) find die Brüche 

f(h+1) f(h+2) fCh+n—1) f(b+n) 

f(h) ?’ E(h+TJ? ""flh+n-—-2)’ f(h+n-—1)? 

für * ganze pofitive nm, ſaͤmmtlich zwiſchen den Graͤnzen 
L-—-0, L+® enthalten, wie flein man auch) © nehmen 
mag. Das BrOIDerEIfR Mittel zwifchen diefen Bruͤchen iſt 
1 

Ken f(h+2) f(h+Fn—1) f(h+n) \" 

f(h) "£(h+1) '"""fch+n—2)'f(h+n—1) 

(Mittel in d. 3. 13.), welches folglich auch zwiſchen den ange- 
gebenen Gränzen enthalten ift, wie flein man auch © nehmen 
mag (a. a. D.). Diefes ——— Mittel iſt aber 


Buch 


welche Größe alfo auch immer ziwifchen den Graͤnzen L— 9, 
L+0O aka it, fo daß wir alſo 














424 —— der — 


f(h+n)jn —— 
——— — 


ſetzen koͤnnen, wo a eine zwiſchen — © und + O enthaltene 
Größe ift, Sesen wir jetzt han x; fo wird. ” 


arT- 
Kr =i(h). roh, 


h 

HET HCh)P.L+ a)!” = | 
In diefer Gleichung kann man offenbar h ale conflant a. ’ 
ten, indem man, um x beliebig wachfen zu laffen, bloß, h un- 
verändert laffend, n beliebig wachſen zu laſſen braucht. Nähere 
fid) nun x der Gränze o; io nähern fich die Größen 


(Eh), 1. = 
offenbar beide der Gränze 1, und 


[ER a 1 
nähert fi) alfo einer Größe von der Form L * a,wo a 
ziwifchen den Graͤnzen — © und + © enthalten if. Da man 
aber © beliebig klein annehmen ad fo ift flar, daß - 


{f (are 
ſich der Gränze L nähert, wenn x ſich der Gränze * nähert, 


St ferner L=o, fo ſey H eine Größe, welche Be | 
groß genommen werden kann. Da | 


i(x+1) 

#(%) | “ 
größer als jede beliebige Größe werden kann; fo ſey h eine Sri | 
von ſolcher Befchaffenheit, daß, für x—=h um x >h k 

f(x+1) 

f(x) * — 
iſt. Daher ſind die Bruͤche RN 
f(h+1) f(h+2) f(h+n—1) _f(ch+n). 

f(h) ’ fih+1)’"" f(h+n—2)’ f(h+n-—1) 
ſaͤmmtlich größer u H, und es ift folglich * das —2 
ſche Mittel 














1 
fch+n)}n u 
| — > ” ( a. As 9). * 


Sich+-n=x ergiebt fidy, wie vorher: 


1 


me —* H, —— 
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nf >#(b). ea, 

er 
EOT> [Eh P.m'"*, 
\ Folglich, wenn x ſich der wa & nähert: 


Lim{ttz)}E >H, 
fo daß er die Gränze, welcher 


(ER)E 
ſich — wenn x ſich der Graͤnze —— groͤßer als jede 
gegebene, noch fo große, Größe, d. i. ſelbſt — * iſt. 
Denkt man ſich für h in dem vorhergehenden Beweiſe eine 
ſehr große ganze Zahl gefest, fo. ift klar, daß der, vorhergehende 
Satz auch für den Fall gilt, wenn für x bloß ganze — ge⸗ 
ſetzt werden. Hat man alſo eine Reihe 
tu, t,, t,, ty, bay er.. 
mit pofitiven Gliedern, und das — 
ni 4 
— — 
naͤhert ſich —— der Graͤnze u wenn n f ch der Gränze 
co nähert; fo nähert 


(tn jr 
unter derfelben Vorausfeßung ſich derfelben Graͤnze. 
Für f(x)=x if 
eh hat 2, 
TEEN SM ’ 
und nähert ſich alfo der Gränze 1, wenn x ſich der Gränze c⸗ 
nähert. Unter — Borausfegung nähert alfo aud) 





xx. 
fi) der Graͤnze 1. 
Fuͤr DR | 
(ee re + 
iſt 


1 n—1 
irrt)" (14, Et (+3 2 
er | at 24545 +: 
FR naher ſich folglich der Gränze 


a 
2=1, 


a 
wenn x ſich der Graͤnze o⸗ nähert. Unter derſelben Voraus— 
ſetzung naͤhert alſo auch * 
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faxp + bxn-i  cxn—2 + daa-3 2. 5 
fid) der Gränze 1. Ä 
Fir Ex) = Ixil I 
&(x+1) _Us+1) Ic +1(14 9— „Ce 2 
f(x) lx 18115 2 
und nähert ſich folglich der Seine 1, 1 Sy al ih i 
(ie 


ſich nähert, wenn-x ſich der Gränze — 
Fuͤr mn —=1.2.3 ... n iſt das Verhaͤltniß 


— —1**1 


und naͤhert ſi 9 folglich der I ©, wenn n fih d FR 
Gränze alte Alfo nähert auch ı ; ef 4 
11.2.3. 
fich der Gränze », wenn n fid) ken Gränze — 
8. Mit Huͤlfe des in (7.) bewieſenen Satzes laͤßt ſich nun 
der in (6. ) bewieſene Satz auch auf folgende Art ausdruͤcken: no 
Wenn fämmtliche Glieder der Reihe i 
Loy kun bay tan is een 

pofitiv find, und für wachfende nm dag Verhaͤltniß 

tn 

Für \ ’ 
fih) der Graͤnze L nähert; fo iſt die gbigE. Reihe Comer 
oder divergivend, jenachdem L< oder >1 if. BE 

| Für die Reihe 








{ ERBE 1 . 1 
2» 47 11.20.002,9° 1.2.3,4/ FE 
iſt 
1 1 ‚tn-tı 1 





Ta a1) 
Naͤhert alfo n fi) der Gränze ©, fo nähert 
ut 


ſich der Graͤnze Z—=Iı< 1. Alfo iſt die gegebene Stiße e con⸗ 
— wie wir ſchon in (4.) auf anderm Wege gefunden 
aben. w 
Das hier beiviefene Kriterium der Convergenz * — Fee 
einer Reihe ift in allen den Fällen anwendbar, wo Lnicht — | 
iſt. In dieſem Falle iſt es jedoch nicht immer ganz leicht, Pe E 
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die Comvergenz oder Divergenz mit Beſtimmtheit zu entfcheiden, 
Folgende Säge, ‚die wir ebenfalls von Cauchy entlehnen, koͤn— 
nen oft von Nutzen feyn. 


9. Wenn in der Reihe 
to⸗ tig Eay tan bay *26*64 


jedes Glied fleiner iſt als dag zunaͤchſt boheitchame ſo iſt 


dieſe Reihe mit der Reihe 


to, 2t,, Atz, 8t,, 16t, 32t ern 


zugleich convergirend und divergirend. 


Sey zuvoͤrderſt die erſtere Reihe convergirend. Da (ah 


Glied diefer Reihe kleiner als das nächft —— iſt; ſo iſt, 


wie ſogleich erhellet: 


B 


= 
— 

4, <a. + 2%, 

<< Fu HH, 

161, ZU + BE U FE FR + + us 


u. ſ. f. uff 
Seßen wir nun 
na u * 
BT 9 wr 
T,=b + t, 


Tb +6 +16 rt 
T;=-tb tt, + TR TE Fa +t, +1, 
u ff. uff 
fo fi find die Glieder der Reihe | 
— 2 5A BR SOHN BR Ss 


wenigfteng vom dritten an, vefpective fleiner als die Glieder der 


Reihe 
DER EEE, Tr ade 


Die beiden erſten Glieder find in beiden Reihen —* gleich, 
Da num ms der —— die Reihe 


to⸗ dh; t, 5 t; , 14 t, 5 .„.... 


—X ; fo convergirt offenbar auch die Reihe 


T,; T, ’ T;,; T,; Tj55 Tzı> SER 


| alfo auch) (2.) die Reihe 


Ta, 21,; 2T,;;, aT,, ZT, 55 — ... ; 
oder die Reihe 
To ars aT,, 25 32T, Eis) sun 


Folglich convergirt nach (5.) aud) die Reihe 


to> Ki 4t,, &,, 16t,;;, 32t,,5 .... 
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De... 
divergent; fo iſt nach der Vorausſetzung 
.—_hb 
2t >, + 
4, >, +, + + | 
8, > +6 rbb +to Ft Ft Ft, + da 
u. ſ. f. —— 
und es ſind alſo, wenn wir die Aggregate auf der rechten Seite 
nach der Reihe durch a 
To; T,» Te; Tıas Ta0 — 
— die Glieder der Reihe 
to, 28,5; 4t,, 8t,, 16t 5 +... 
reſpective groͤßer als die Glieder der Reihe 
To, T,, Ta, EN 4 ...g 
welche, fo wie die Reihe 
to> t;» t, , bay bay cu or... 
offenbar divergirt. Alſo divergirt nach (5.) au die Reihe 
bs rc, | 
Die gegebene Reihe fey z. B. 
a a De 
1,20» Eee ra Pad 5 
fo erhält man nad) dem vorigen Er die * 


1 
1, 2.5 4. 8.— 






1,200 da—ı1? 8-1? 169-1? 52«—1? — 


1, (der1, (PD, (dre-D, (tem, un, u. 


Dies iſt eine geometrifche Reihe, deren Erponent (4)! ie J. 
Dieſer Exponent ft <1, =1, >1, jenachdem & >1, ? B.; 
<i1 if. Alfo if vorftehende Reihe convergent, wenn * — 
iſt, divergent dagegen, wenn & — 1 oder «a <1 if (2). Une 
ter denſelben Bedingungen iſt alfo auch die gegebene Reihe con 
vergent und divergent. Die erſte der drei folgenden J iſt 
convergent, die beiden andern ſind divergent: 





Re N — 2 
Y2’:Y3" y@4 79 Yo. = 
Der bier bewieſene Saß ift oft bei der Beurtheilung der Conver⸗ % 
genz und Divergenz einer Neihe von befonderem Ruben, | 





4 


‚Größe a, fo daß alfo 
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10. Wenn für wachſende n der Bruch ; 
log tn 2 


-—_— 


1 
Gränze L fortwährend und beliebig nähert; fo ift die 
eihe 


tor tı5 ta; ta⸗ta 15; or. 
convergirend oder divergivend, jenachdem L>1 oder L<1 if, 
Sehy zunaͤchſt L<1. Man nehme zwifchen L und 1 eine 


L>ı>1 i 
if. Da ſich nun für wachfende n das Verhaͤltniß 


ri 

logtn ° _ log (7) 

11 ni Se 

108 () 
der Gränze L fortwährend nähert, und verfelben beliebig nahe 
gebracht werden kann; fo wird es offenbar immer einen Werth 
von n geben, für welchen, und über welchen hinaus, diefes Ver— 
haͤltniß größer als a ift. Man wird alfo für diefen, und für 
größere Werthe von n immer haben: SEHR, 





tn N 1 ü bi 


FA 1 1 1 
log (--) > logn«, ar >nm,tn< — 
Die Glieder der Reihe 


ty» t,, ts t; ; u... tn; tn+15 u... 


‚werden alfo immer endlich einmal ſaͤmmtlich Eleiner ſeyn als die 


Glieder der Reihe 
ER RR | ER | 
45 Zu? 30 Ar? re (n+iy? so... * 
Da num dieſe Reihe, weil a>1 ift, convergirt (9.); fo con— 


vergirt aud) die Reihe 


to> t,yitay t,; 70 “..... (5.3; 


In dem Falle L <1 bat man, wie vorher, 


L<a<j4; 


a logn 
1 1 1 
108 (;-) < logne, — <nt, in > 2. . 
Demnad) find immer endlich einmal die Glieder der Neihe 


to⸗ t,; t,, t,, bi tn; tn-L15 ..... 
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ſaͤmmtlich größer als die Glieder der Reihe 
| ER ON AR 
’ Ya? 3a Zu ? oo. na? (n+ı)®’ NE 


welche, weil a < 1 if, divergirt (9.). Daher divergirt auch } 
die Reihe s 











1 


to > tı5 t,, t, , t, PB Na; (5) . 
11, Wenn 


* 


to, > t,;> t,, t; 5; 1,5 ..„..n 
Uo, Uys Un; U; Us, 0... 


convergirende Reihen find, deren Summen wir durch s und 8 


-bezeichen wollen; fo iſt 
to ro: u, ru br, u, +,, bt, +, 2. \ 
gleichfalls eine convergirende Reihe, deren Summe = s +3 if, 


Sey BON 
8n — *t + t, +t, +t, + 2... # taeı 5 
h-w+tu+w+u,+#+ .... + Un-ı35 | 
fo nähern ſich diefe Summen, für wachfende n, fortwährend den 
Gränzen s und Ss, und fünnen, wenn man nur n groß genug 
nimmt, diefen Gränzen beliebig nahe gebracht werden. Man fanı 
alfo n immer groß genug uehmen ‚ daß die pofitiven Werthe der. 
Differenzen Ss — Sn, S — Sn kleiner als jede gegebene, noch fo © 
fleine, Größe © werden, Nimmt man nun n fo groß, daß die 
abfoluten Werthe diefer Differenzen beide < +9 find; fo ift der ° 
abfolute Werth der Größe u N 
N (s— 5) + (!—sn) ; 
d. i. der abfolute Werth der Differenz 
(s+ s) — (sn+s’n) 
offenbar < & €8 ift. aber —— J— 
elta) (t,. u.) Fer + lin hün), 0 
und man kann alfo n immer fo groß nehmen, daß der abfolute 
Werth der Differenz EM 


— 


(6*6) et Sn) 


; — BE 
Eleiner als jede gegebene, noch fo kleine, Größe wird, woraus 
der zu beweifende Satz unmittelbar. folgt. — 


12. Wenn wieder 


to⸗ ta⸗ ty; 55 ta “...,5 


— 


494 F 
Ugy U; Ur, Us, Ugy sin. | ——— 


convergirende Reihen, und deren Summen reſpective s und u 
find; fo ift * Be 
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8 ‘ 
——6 
tu, +tıu 
vu, tu, +, f 
bu + tu, + t.u, + t3% 
by +, tu, +bu Ft, 
uff. Eh 
eine convergivende Neihe, deren Summe — ss’ iff, | 
Die Summe der n erften Glieder der beiden erften Reihen 
wollen wir, wie vorher, durch Su, Sn, die Summe der n eriten 
Glieder der letstern Neihe dagegen durch In bezeichnen. Es iſt 
she tu Fhw ru +. + teil, 
| tu, tt u tu 4... Hin-ıu, 
+, +, +. +... + tn—ıu, 
++ t,Un—2 + t, un-2 + t, Un-2 + ... + tn—i1Un-2 
+ t,Uun-ı + t, n-ı + b, Un-ı # ... + tn-ıun-i. 
Alfo‘, wenn man ſich diefes Product nach den Diagonalrei- 
ben geordnet denft, offenbar 








‚ Sn < 5Sn #2 . 
f ‚ n —1 ’ 
ft ferner m die größte in — enthaltene ganze Zahl, naͤmlich 
...»2—1 5 um? 
m= — oder m = or, 


jenachdem m ungerade oder gerade iſt; fo ift offenbar immer 
. Sn > Sin-+1 Sinti . 

Laͤßt man nun n fortwährend zunehmen, fo wird offenbar auch 
m fortwährend wachfen, und nad) der VBorausfeßung werden fich 
alfo die Summen Sn, Sm+ı der Öränze s, die Summen s'y, 
s der Gränze 8, die Producte SnSay Smtı Sim-rı der Gränze 
‚ss fortwährend nähern. IS ift nad) dem Obigen immer ziwifchen 
25, Sin-ti RR enthalten, und wird ſich alſo, fuͤr wachſende n, 
ebenfalls fortwährend der Gränze ss nähern, woraus der zu bes 
‚weifende Satz ſich augenblicklich ergiebt, 


I. Reihen mit pofitiven und negativen 
Gliedern. 
13. Die poſitiven Werthe der Glieder der Reihe 


— to3 t,» t, 5 t;5 t, 5 ..... 
wollen wir immer refpective durch 


099 91» Pa 03» ——— 
bezeichnen; ſo iſt klar, daß der abſolute Werth der Summe 


t, + t, + t, + t, + he + tn 
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nie größer als J 
tra tat +... Ana 
feyn fanır. Auch ift der abfolute Ber von Fk 
tn + tn + tn? +. «+ tnhın-ı 
nie größer als der abfolute Werth von 
en + en+ı + ‚en-+2 +. se» + Entm-i ; 9 
Seßen wir num. NR 
=-bttb +, + ES 
h=ota+% a +: + 1; 


fo ift der abfolute Werth von Büren — Sn Nie ‚größer ale 8 nn 3 
8 Eonvergirt die Reihe 2 







809 Pı» Q2> 235245 vehle ; 
fo fann, wenn n wählt, die Differenz 


s nAm — sn on 4 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden di. 5 Be ’ 
fan, wenn 'n waͤchſt, offenbar auch die Differenz 

Sn+n — Sn ’ 2 3 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden; 0 vr 
folglich die Reihe 1.902 

boy tıntzy tan ia, wenns 
ebenfalls convergirt (1.). 

Wenn die Glieder der Reihe 

209 Lıy Bar Q3y Oase“ 2 
ſich der Null nicht naͤhern, indem der Juder n wächlt; fo die 
vergirt die Reihe Br 
Loy kıy kan tan bay eeen. 
Es ift nämlid) | 

SnH — 5 =tn n 

Sn+2 — Sn+ı = tn--i 207 

Sn+3 — Sn+? = tn+? | Erg 

Sn — Sn+3 = fin+3 BSR 

son. f u. fefe! Be Rio “her. 

fo daß alfo die abfoluten Werthe der Differenzen auf der ee 
Seite der Reihe nad) 

Ony Only On+25 Ondiyere» — 
ſind. Da nun dieſe Groͤßen ſich nach der Vorausſtbang der 
Null nicht nähern; fo wähern fich Fa: die in. ‚Ne, ftehenden 
Differenzen der Null nicht, d. ie 


Sn-H — Sn; 1 N, 
oder ’ N | 


Sn-m — Sn 5» R = 


VI 
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für m—1, naͤhert ſich der Null nicht, wenn n waͤchſt. Folg— 
ic) it die Deipe | 

Kun tat tag nern 
Ddivergent (1) ' 

14, Die Reihe 
er — Co» is Q29 O3» Qayeree 

ift convergent, wenn, für wachſende n, die größten Werthe von 


(Qu) fic einer Graͤnze nähern, welche <1 ift (6.). Nähern fich 


dagegen, für wachfende n, die größten Merthe von ( En)" einer | 
‚Gränze, welhe >1 iſt; fo kann on, für wachfende n, fih 


nicht der Null nähern. Naͤhert ſich naͤmlich (0, fir wac- 
fende n, einer Gränze, welche > 1 iftz fo giebt es einen Werth 
von n, für welchen — 
— ———— 1 

i 
he (map >1 


1 
(ent? — *1 
uf wtf. 
ift, woraus ſich unmittelbar ergiebt; 
en. >1 
ent >1 
‚r.Qn+2 > 1 
| TE TEE ARE 9 9 N 
ſo daß alfo On, für wachſende n, ſich offenbar-der Graͤnze Null nicht 
nähert. Aus diefen Bemerkungen ergiebt ſich folgender Lehrſatz: 


Wenn En der abfolute Werth des allgemeinen Gliedes einer 
Reihe 
Loy bis bay bys bayaeıes . 


ift, und, für wachfende n, die größten Werthe von (On )” ſich 
einer beſtimmten Gränze L nähern; fo ift die Meihe -- ' 
6 Loy te⸗ ing bay bay vanee 

eonvergent oder divergent, jenachdem L< 4 oder L >1 if, 
F, Nah (7.) kaun man diefen Sat aber auch auf folgenden 
Ausdruc bringen; i 

Wenn fir wachſende n der abſolute Wert) des Verhaͤlt— 
niſſes —9 | 

\ T n-k1 


— 


tn Y 
fid) einer beftimmten Graͤnze L nähert; fo iſt die Reihe 
Supplem, zu Klügele Wörterb. 1. Ee 
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a Ra a En Et N h 
convbergent oder divergent, jenachdem L — 1. oder L>1 if. 9 
15. Wenn'die Glieder einer Reihe abwechfelnd pofitiv und ne» 
gativ fi find, und, ihren abfoluten Werthen nad), wenn der under 
wächft, der Null ſich Beftändig und beliebig nähern, indem fie zu⸗ 
gleich fortwährend abnehmen; fo ift die Reihe jederzeit convergent. J 
Die Reihe ſey — 
tu, — en ——— 
die abſoluten Werthe der einzelnen Glieder: 
to⸗ t,,„ t 2» t;, tu, t;, » .... : 
nehmen beftändig ab, und koͤnnen der Null beliebig nabe gebracht i 
‚werden, wenn man nur den Inder des Öliedes hinveichend — 
ſen laͤßt. Es iſt en 2 
Sntn — an = + [tn —— ee 5 
wo die obern und untern Zeichen auferbatß und innerhalb der. 
Klammer fich nicht auf einander beziehen follen, Für er ae 
S=tn—tnti + tnt2 — — tintzamı ; 
— ta — Ea⸗i — tn+2) — — (tn+24—3 — tn+24—2) eu 
= (in) + (intime) Ho + Curt 
Sirm=au+1 en, = \ a 
Siem ta —tn+ı + ta42 — .+ in-+2u , 
= tn — (inf —tnt2) — on — (inpaat—tru) 000000 
* NER + inch — tn) taten 4 
fo daß alfo in beiden Fällen 
S=tn — (int —tnt2) — (in43—tnte) — 
= (ta—ta4ı) + en. + are tu) — 
ft wo die Größen 











x 


tn Ka tn-L1 
Ant — to? 
tn+2 — int ” 
tn-+3 —in+4 \ AR af 
Er Eu 


; (45 
nach der Vorausſetzung se pofitiv find. Demnach iſt 
offenbar pofitiv, und is 
S<1n,$ > ta — tnply ER N 
d. 1. S zwifchen Be — 
tn und | id 
enthalten. Der Unterfchied zwiſchen diefen beiden —— if 
— tur, und fann nad) der Voraugfegung, für wachiende n, 
der Null beliebig nahe ‘gebracht werden. Daher fann um fo mehr, a 
für wachfende n, S der Null beliebig nahe gebracht werden. Es 
kann auch, für wachſende n, die Differenz 
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; Sn--m — Sn » 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden, fo daß 
alfo die Reihe Be, 


ch, + eu, + ty ty 


convergirt (1.). Cauchy bat diefen Satz nur an einem Bei- 
fpiele fuͤr die Reihe 


1, — —, + hr Ten 
erläutert, Aus (3.) wiſſen wir/ daß die Reihe 
1,43 35 4 ee) +, +, +) u... 


divergent iſt. Man ſieht alſo hieraus, daß eine divergente Reihe 
mit pofitiven Gliedern zuweilen convergent werden kann, wenn 
man die Glieder von gerader Stellenzahl negativ nimmt. 


416° Wenn fämmtlichye Glieder der convergirenden Neihe 
0093 Pıy 02» 939 Bay ce 
pofitiv find, und 
* "Pos Pı» P2> Ps» Par +++. 
ift eine Reihe von Größen, welche ſaͤmmtlich pofitio ‚mm und 
die Einheit nicht überfteigen; fo iſt auch 
00:Po» @iPı» 02 Pz>.03P3» QaPas +++» 
eine convergente Reihe, 
Sey 
— + gn—1 
Sn =g0Po "+ LıPı + 03Pz + -:- + Qn=1Pan-1 35 
fo iſt 
Sntm — 55 = Een + on+ı + mtr +... + On--m=1 
Sntm — Sn = 00Po + QıPı + Q2P2 + ++ + gn+m-1 Pn-+m-i » 
Alſo nad) der Vorausſetzung 
Sn--n — Sn 3 S’n-Lm — Sn» 
Da die erfte Reihe convergivt, fo fann, für wachfende n, die 
‚Differenz San — Say für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht 
werden, welches alfo um fo mehr auch von Sarm — Sn gilt, 
17, Wenn 
| Ä 003 Qır Qar 035 Qay ren 
eine convergivende Neihe mit pofitiven Gliedern ift, und 
I Be ——— 
Groͤßen ſind, welche in Bezug auf ihre abſoluten Werthe die 
Einheit nicht uͤberſteigen, aber poſitiv und negativ ſeyn koͤnnen; 
ſo iſt 
3 gotos Qıtı» Oro) gay) Qata, »H. 
ſtets eine convergirende Reihe. 
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Sind nämlich) 
Ab) lt), (5 ), FEIN) AR 


die abfoluten Werthe der — Se in der — | 
Reihe; fo ift die Reihe 


@o(lto)> Qıltı)» @2 (ta Wi elta), — on. —— 
convergirend (16.). Alſo iſt auch 
Co to Cıtıs Ort * Q3t3 5 Baker — 
eine convergirende Reihe (13, 3 Bl: 
18. Iſt alfo wieder 
lo> 91 > 043.039 045 no. 
eine convergivende Neihe mit pofitiven Gliedern; fo find. auch 
0, Cos 0,5 9,605 O., 0,005 O-, 03008 @, , 4008 Ogy rue 5; 
sin ®,, e,5in®,, 0,5in ®,, e,5in 9%; g, sin 95 .... 
convergirende Reihen. Eben fo find aud) 
%o, 0,605 ©, 0,0520, g,00530, 0,0540, .... Be 5 
e,sin ©, g,5in2®, 6, sin 30, 0,5in49, 1... 
convergirende Reihen, unter der obigen —— 
19. Sind | 


* 


to» t,; t,5 t;,, t, 5, .....;5 

U; U, 5, U, Us, Uyy or. 

———— Reihen, deren Summen s und s find; fo ift = 

u rw, ı, Fu, bt #+ — t, ..... 

eine convergente Keihe, deren Summe s + 8’ iſt. 4 
Dieſer Satz kann ganz auf dieſelbe Art wie der analog N 

Sat in (11.) beiiefen werden. i 

20, Wenn — — 

to, kus fa, tz, tu at 

U,, U, , U, 5, U; > U,,y e.. 


1) 


convergente Verl und s, s ihre Summen find; fo if, we es 
auch die abfoluten oder numerifchen Werthe der Bi ; 
Heiden comvergente Reihen bilden, au. 


R Hhr 
N ——— 
nee, 
t, u, Eu 9 u, ai » - f‘ — 


tu, Fru +bW ' — 
tu, ++, u, *tzu t;u⸗ Sa 
6 + + + + * a | 
uff. DE RE RL + | 
eine convergente Reihe, deren Summe — ss iſt. 
Seyen Su, Say In die Summen der n erſten Glieder der, 
in Rede ala: Reiben; ; fo ift 
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nn —- = 
In—1 Un—1 
ei I tn—iUn—2 + tn—2 Un—i ’ 
+ [ta-ıUn-3 + tn-2 Un-2 +. tn=3 Un-i } 


wobei (12.) verglichen werden fann. 


Bezeichnen wir die numerifchen Werthe der Glieder der bei— 
den gegebenen Neihen durch va 
— 009 Rıy Q23 Q39 Qay * ** 3 
\ go» dis @ 2» 035 C4> .....;5 
und die den Größen Sn, Sn, Sn analogen Größen für diefe beiden 
Reihen, welcdye nad) der Vorausfegung ebenfalls .convergiven, 
durch On, Ony In; fo il: 2 
On0a— am 
ni 0'n-t 2” / 
+ (on-ı0'n-2 + on—2 o’n—ı } i 
+ (on-10'n-3 + @n-20'n-2 + en=3e'n-ı } 


Es fällt fogleih in.die Augen,. daß, vücfichtlicy der abfoluten 

MWerthe, 

InOn — Zn > Sn$S’n — Sn 

if Nach (12,) nähert ſich, für wachfende n, der abfolute 
Werth von 5 | 


On on —— Zn 


der Null fortwährend, weil fowohl on o'n, als auch Z, fi) 
der Gränze 0° fortwährend und beliebig nähert, wenn n wädhlt. 
Alſo nähert auch der abfolute Werth von x 


en N — Sa 


ſich der Gränze, Null fortwährend und beliebig, wenn n waͤchſt. 
Da nun Sn, Sn ſich vefpective den, Graͤnzen s, 8, alfo Sn Su 
fih der Gränze ss fortwährend und beliebig nähert, wenn n 
waͤchſt; fo muß, aud) IS, ſich der Gränze ss’ fortwährend und 
„beliebig nähern, wenn mn wächft, woraus der zu beweifende Sag 
unmittelbar folgt (1.). 


4 Die Bedingung, daß die gegebenen Reihen, auch nad) der 
Neduction ihrer Glieder auf deren numeriſche Werthe, conver- 
gent bleiben, iſt nothwendig und wohl zu beachten. Cauchy 
‚erläutert dies auch an einem Beifpiele (a. a. D. p. 149.), wel- 
ches wir jedoch, der Kürze wegen, hier unterlaffen, da die Noth- 
wendigfeit diefer Bedingung fchon aus dem allgemeinen Beweife 
deutlicy genug hervorgeht. 








/ 
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IH. Reihen, welche nad den auffteigenden gan 
zen pofitiven Potenzen einer veraͤnderlichen 
Groͤße aa find. iM 

21. © 


ag, 8,X, a,x? ,8,%°, aa x⸗ 22 3— 
eine beliebige nad) den Potenzen von x geordnete Reihe, — 1 


Eoefficienten  pofitiv. und negativ feyn koͤnnen. Die poſitiven Ü 
Werthe der Coefficientenwollen wir durch “ 


i @gy &ıy Eyy Az, Apı vreeey 
den pofitiven Werth von x durch & bezeichnen. | —24 
Wenn A die Graͤnze it, welcher ſich, für. wachfende n, die 


größten Merthe von (an) nähern; fo ift offenbar die Gränge, 
welcher ſich, für wachfende A} die — Werthe von 


(en oje = (mr 
nähern, =AS, Nach (14) ift alfo die Reihe 
a0, A, X, a,x2 sa; zayxd, cine >) 
convergent oder divergent, — AE<I1 oder >14, 14 
d. i. jenachdem 







4 


E< * — & >. gr 

iſt. Dies führt auf — Bean 
Wenn a, der abfolute Werth des allgemeinen Gorfeienen Ü 

&n in der Reihe BR 
Boy 8, X, 0, Par a aA a 

und 5 der abfolute Werth von x ift; bie größten Werthe * 


RS 


—* ſich aber, fuͤr wachſende n, der Grär A udhen; fon A 


vergirt oder divergirt die obige — jena⸗ hoem — ar 


I<zee>t TRTERR EI Age 


if, oder, was daſſelbe iſt, die Beige Conuergirt für. alle, u d 
den Gränzen “ 





1 1 

zu — 7** Eu F 

liegenden Werthe von x, und divergirt für alle —— Ban: 
Gränzen liegenden Werthe von x. 


Nach (7.) kann man diefen Sag aber auch auf eacnen 
Ausdruck bringen: 
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; — fuͤr Er n, der numerifche Werth des Ders. 
Blmifes 


ent 
An 


fi der Grin ‚A eben: fo — die Rehe 


a 
fuͤr ale zeigen den DR, 
F * und * z 
ben Werthe von X, a divergirt pe alle außerhalb diefer 
Graͤnzen Tiegenden Werthe von x. " 
E 22. ©ey z. B. die Reihe 
1% 1, 2x, 3x?, Axt, .5x%, 6x°, 2... 
sehen, Für diefe Reihe ift 
1 


Ani _ n+2 , 
Pe — ehr 

Alſo A=1. Demnach convergirt die Reihe für alle Werthe 

von x zwiſchen den Gränzen —1 und + 1, divergirt dagegen. 

fuͤr alle außerhalb diefer Gränzen liegenden Werthe vo nx. 


Fuͤr die Reihe 


* 








x x x⸗ xa 2x3 
RE EHER —— 
iſt 
an n a en 1 
an m — Kr re 


Alſo A= 1. Die Neihe convergirt und divergirt folglich unter. 
denfelben Bedingungen wie die erftere, 


Seht man 
f = + = 


fo fönnen die eneiprebepben Reihen ſowohl divergent, als auch 
onbergent ſeyn, welches ſich ſogleich bei der letztern Reihe zeigt. 
Setzt man naͤmlich zuerſt x= e 1, dann x — — 1; fo erhält 
man die beiden Reihen 

a 1,3, 3 72 4>4 7 4, .. R 

Bi 3 — — 4, ar 4,+ 5; ..... 

von denen die erſte divergirt (3,), die zweite dagegen conver⸗ 
girt (15.). 


Die Reihe ſey 


a — ae(«—1)(@—2 2 
ER Werklanıne y ce 1. 2.3 . BAUHCh, 





fo ik. 
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Unfere Reihe ift alfo convergent oder 
fchen den Gränzen — 


Folglich offenbar A — 1. 
divergent, jenachdem x zwi 
halten ift, oder außerhalb diefer Gr 


Fuͤr die Reihe 


aͤnzen liegt, 








x x? x’ x⸗ 
ya DR BR 
iſt 
Ani | 1 AN 1 BR i 
— As0, Te 


BT 


1 md +Aente 





Die Reihe ift folglich für jedes ziwifchen den Gränzen — & und 4 
+ © liegende x, d, i. für jeden beftimmten reellen Werth von x, 
 eonvergent. 5 
Für die Reihe 

1,1.x, 1.2x?,1.2.3x3, 1.2.3.4x°, cr. 


h4 







ift 


an--i __ — —J if 
* —2*1 A=o, 7*0 


Da zwiſchen — O und +0 Feine Werthe von x lie 
fo ift klar, daß diefe Reihe immer divergirt. 


Die Anzahl diefer Beifpiele würde ſich leicht vermehren | 
laſſen. 
Sind a 


23, 

Ay A, ax? za, r2, a nt, dnea 

bar bıx, ba x?, bunt, hast ne 000 N. 3 
zwei Reihen, welche, wenn man der veränderlichen Größe einen 
beftimmten Werth beilegt, ‚convergent find, und die Summen” 
s, s haben; fo it, für denfelben Werth von x, auch N 
; aotba,(a,+b,)x, (a, +b,)2?, Kay Hb;)8°, ar. 

eine convergente Neihe, und die Summe dieſer Reihe ift = s 


gen Können; 






Die Nichtigkeit dieſes Saßes erhelfet unmittelbar aus (19), 
fo wie man denfelben audy leicht auf mehrere Neihen ansdehnen 
kann. Sind nämlich für einen beftimmten Werth yon x j D. 
die vier Reihen. | 23 

ad a SEE Pe SER Pe S2RE VE x33 
has U, DERTSHR I Dt on 


y 3 
Cor 05% LO, 0, x, 0. ; 
* 


do, d,x, d,x?, d,x?, d,zt, .... 


convergent, und &, 8, s’,'s" refpectiog die Su 
hen; fo iſt auch 


(ashbsho, td) 


m 


en, diefe Rei⸗ 
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fruͤr denfelben Werth von x eine convergente Reihe, und ihre 
- - Summe 
ke Ss et er, 
R Me Eben fü ergiebt ſich aus —2 unmittelbar folgender 
DaB; 
Wenn die Reihen 
* Ag, A,X, A,X2, AN? a3 

b.,b, 3,5 ee 
für einen beftimmten Werth von x convergent find, und conver⸗ 
gent bleiben, wenn man ſaͤmmtliche Glieder derſelben auf ihre 
— Werthe reducirt; ſo iſt auch 

aobo 

ta,b, + a,bo}x 

(a,b, + ab, + 2,b}x* 

{ab a,b, + a,b, +a,b,}® 

{a0b, a,b, Ha,b, + a,b, + a,b, }x* 

uff. Be 7 

—* denſelben Werth von x eine convergivende Reihe, und ss’ ift 
die Summe diefer Reihe, wenn s und 8 die Summen der gege- 
benen Reihen find. 


Man überficht Teicht, daß dieſer Sag in folgender er 
hung dargeftellt werden fann: 


(% +3,x% +2,22 4..)(b +bx + b,x? +...) 
= ao 
+ a,b, Ha,b,}x | 
+ laob, + a,b, +.2,b,}*? 
ee + a,b + a,b, + ab, 1x3 
ER. ei Bei 6 Ä 
unter der‘ Borausfekung , daß die beiden in einander mufkipliche- 
- ten. Reihen convergent find und convergent ‚bleiben, wenn man 
für jedes Glied feinen numerifchen oder abfoluten Werth ſetzt. 


‚Die Erweiterung des Satzes auf mehr als zwei Reihen unterliegt 
feiner Schwierigkeit. 


Gebt man, wie offenbar verftattet ift, 


wen, A 
„eb, =ed4=... 
, bh =3,=Jd8\ =... 
ur wtf 


fo dient der Saß, immer unter den gemachten Vorausfeßungen, 
sur Entwickelung der Potenz 


(aa + ax a, x⸗ + a,3? +..), 
wenn n.cine pofitive ganze Zahl iſt, in eine, convergirende Reihe. 
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25 Ein Polynom‘ Re 
Re En b,x + b,x? + ...+ bin—ı mi + bn xm ; : 
mit einer endlichen beſtimmten aan von Gliedern, kann man 
offenbar als eine comvergivende Reihe betrachten, bei welcher 
von einem beftimmeen Gliede an fämmtliche Glieder verfchwin- 
den oder = 0 werden, indem ein foldes Polynom offenbar im- 
mer eine beftimmte Summe hat, auch wenn man für alle Glies 
der ihre numerifchen Werthe ſetzt. Dies führe, mittelft (24), 
auf folgenden Sab: — | 4 
Wenn 
Boy RX, AR OR a RR 
eine Reihe it, welche, für einen beftimmten Werth von x, con- 
vergent ift und auch comvergent bleibt, wenn man für jedes 
Glied feinen numeriſchen Werth ſetzt; fo ift für jedes beliebige 
Polynom _ ; ’ 
b, — b,x + b,x? +... + bin-ı xm—1 — bınx 
mit einer endlichen Anzahl von Gliedern: x 
(ao Parx- a, x +..)(bh+b,x +24... 4 nm) 


— a,b, 
+ {a,b, + a,b,}x 

+ tab, +a,b, + a,b,}x? 
+ fa,bm Fa, bu-ı + a,bn-2 +... + amb,}m 
+ ja, bm+ a, bm-ı + a, ba=2 +... + am-+ıb, | su+l 
<> { a, bin En a, bin-ı + a, bm=2 +. + am+2b, | xm+2 
ee ee RT eg 


für denfelben Werth von x, und die Meihe auf der rechten Seite 
des. Gleichheitszeichens ift, unter den gemachten Vorausfeßuns 
gen, flets convergent. — 

26. Eine Function @ (x) kann, wenn es uͤberhaupt moͤg⸗ 
lich iſt, zwiſchen den Graͤnzen = — & ud x=+te nme 
auf eime Ark durch eine nach den poſitiven ganzen Potenzen 
von x fortfchreitende Reihe, welche zwifchen den obigen Sram 
zen ſtets comvergent ift, dargeftellt,, oder, wie man ſich gewoͤhn⸗ 
lich auszudruͤcken pflegt, in eine ſolche Reihe entwickelt werden. 

Sey, um dies zu beweifen, zwifchen den Graͤnzen x — — & 
xm=-+tae: j Br | i — 

ya), Fax a Ha Haut ren 

=b +rbx+br’+ b,x?® -+ b,x? west 
fo daß diefe beiden Reihen zwifchen den angegebenen Graͤnzen 
ſtets convergent bleiben, Es iſt alfo für jedes x zwiſchen dieſen 
Gränzen: | 
a+ax Fax + neb +tbi+r br #.n, 





| Gonvergenz der Reihen. we % 
delches alfo aud) für x=0 gilt, woraus ſogleich a, — b, 


amd i 





a,x+ a,x? + a,x + ..—b,s+b,’+br +... 
x(a+a,x+3,%°+...) =x(b, +b,x+b,2? + ...) 
für jedes x zwifchen den obigen Gränzen, Alfo ift auch für je— 


des noch fo Fleine x, welches nur nicht = O ift: 
a +8x +a,x?2 + „mh +bxr+br +... 
Laͤßt man num aber x fich der Gränze Null nähern, fo nähern 
dieſe beiden Größen ſich den Gränzen a, und b, (m. v. d. Art. 
Unendlich). Da aber diefe Größen für, alle noch fo Fleine x 
einander gleicy find, fo müffen offenbar auch ihre Gränzen ein- 
ander glei) feyn, woraus fi) a, =b,, und | 
a,x + 23,2°+..=bı+ br +... 
*(a. +3,% 4...) =xs(b, +b,x +...) 
ergiebt, für jedes x zwiſchen den obigen Gränzen, Hieraus 
fließt man auf diefelbe Weile, daß ,—=b,, a, =b, 
a,=b,, ... if, womit alfo unfer Satz bewieſen. 


IV. Imaginaͤre Reihen. 


27. Wenn 
a "Pos Pı» Pz> Pa» Pay "+ + 35 
Yo» Jı» Ja» Is» Jay ver +» 
zwei beliebige reelle Reihen find; fo wollen wie die Reihe der 
imaginären Ausdrüde: 
Po + a1 
y Furt 
Prgal—i 


. . . . » — . 


‘Pant g ri 


. ” 9 ⸗ . [ ” ” 


überhanpt eine imaginäre Neihe nennen. Eine ſolche Reihe ift 
convergent, wenn die obigen reellen Meihen beide convergent 
find; dagegen iſt die imaginäre Reihe divergent, wenn die teel- 
* Reihen entweder beide, oder nur eine derſelben, divergent 
find, 


Bezeichnen wir die Moduli der obigen imaginären Ausdruͤcke 
(Unmögliche Größen 6.) nach der. Reihe durch) ‘ 
ü Cos Qı» O2y O39 Qay seen. 3: 


L kann (a. a. D.) die imaginäre Reihe jederzeit auf die 
orm 
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e,(c0s@, + sin ©, Y—T) Be N) A 
e,(c0s®, + sin, Y—1) u ’ 
e,(cos®, + sin®, r-1) RE 
— + sine, VXT) — 
— ——— + sin on —1) 


WR ae . — — 


— werden. Wir wollen uns daher im RO jede ' 
imaginäre Reihe, bevor wir eine nähere Unterfucung derfelben 
unternehmen, auf diefe Form gebracht denken, - | 


28, Wenn, für wachfende n, bie größten Werthe von 


ſich einer gewiſſen beftimmten Graͤnze nähern; fo iſt die 1 
entfprechende imaginäre Reihe convergent oder divergent, jenach- 
dem diefe Graͤnze <1 oder >1 if. | 
Iſt zuerft. diefe Gränze kleiner als die Einheit, r ift nad) 
(6.) die Reihe 
' 00» @ı» O2» 035 04 25 
convergent. Folglich ſind auch Km.“ 
00 C08 Oo- 0,608 9,5 02005 0,, 05,005 0, 5, er. 5 
e.85in9,, e,5in®,, 0,5in®,, 4,5in®, ; .. 1. 


comvergente Reihen (18.), und es ift alfo auch die — 
Reihe ſelbſt convergent (27.). 


Iſt L die Graͤnze, welcher, für wachfende m, die größten 


Merthe von (oe. fi) nähern, und L mi 1; fo nehme man die J 
Größe T fo, daß “ 
Lv>T>1 


ik. Da (oa fi fich) der Gränze L belichig nähern Fan, fo wird. E 


es immer einen Werth von m geben, für welchen, und über wel- 


hen hinaus, immer 


(> T,@n> Ta 
iſt. Es werden alfo immer einmal die Glieder der Reihe 


Eos @ı3 029.035 Q49 «rer. Sa 
fämmtlich, von einem gewiffen Gliede an, die Glieder. der Neihe 
Ta, Ta+1, Tat, IH, Tot, u... 


überfteigen,. Die Glieder der Teßtern Reihe wachen aber, weil 
T>1 if, über alle Gränzen, fo daß alfo auch die Glieder der 
eritern Reihe über alle Gränzen wachen. Nach dem vn Uns 
mialie Größen (6.) iſt 


en = Ypn?.+ qn?, 
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woraus erhellet, daß En nicht Uber alle Graͤnzen wachſen fann, 
wenn nicht wenigfteng eine der Größen Pr, In, ruͤckfichtlich ih— 
res abfoluten Werthes, über alle Gränzen wählt. Daher ift 
im vorliegenden Falle immer wenigfteng eine der Reihen 


14 


Po» Pı» P2> Pa» Pas »+ ++ +3 

J G0> Jr» 4125 Ja» 145***2 5 
alfo auch jederzeit die von diefen beiden Neihen abhängende ima- 
ginäre Neihe divergent (27.). Daß eine Neihe, deren Glieder, 
rekfichelich ihres abfoluten Werths, über alle Gränzen wachen, 
divergent ift, erhellet augenblicklich, weil für eine folche Reihe 
die Differenz = dr | 
} \ Sum — * ART 

fir m—=1, der Null nicht beliebig nahe gebracht werden kann, 
"wenn man n wachſen läßt, welches doch für jedes m Statt fin- 
den müßte, wenn die Neihe convergent feyw follte, 


Nach (7.) kann man nun diefes Theorem auch wieder auf 
folgenden Ausdruck bringen: | | 
Wenn das BVerhältniß 
Ent 
» * en 
für. wachfende m fich einer gewiſſen beftimmten Gränze nähert; 
fo ift die entfprechende imaginäre Reihe convergent oder diver— 
gent, jenachdem dieſe Gränze < oder >1 ift. 
29. Seyen 
Po + 6711, Pı + gYr—1, pP. + gq,1 —ly ser. 5 
u +1, Kr ee 3 
convergente Neihen, deren. Summen wir durch S und S’ bezeich- 
nen wollen; fo ſind auch : | 
"Pos Pıs Pas Ps» Pay +++ 5 
Go» Jı» I2» 93 > Ya +++ 5 
Loy tip bay bay bay ser 5 
* U Ug, Uy, Un 
convergente Reihen (27.), und mögen daher vefpective die Sum⸗ 
mens, 8, 8,8, haben. Es ift folglich) 
sSs=-s+s, 171,9 — +s,-1: 
Die Reihen 
Po + to> Pı + tb pP: ttı3 Ps + ty +5 
94 rw, Fu, p: #0, Fu, 


ſind gleichfalls convergent, und ihre Summen find sts,s, +3 
(19,). Alfo it auch a 


das Gonvergenz der Reihen. 


po to + ng FW)T-1 
pı rt, + + u,)r ZT | a N i 
B +u Hg tm) r 1 0,0000 
B tu rt —1 — 


5 — . eo . [3 0 [3 — 


* 


d. J a ö 
(+ gBY—1)+ lo +wY-1) 
(pı + q,r-1) +(t, + u,Y-ı) 
(pP: + g,7r-—1) +(t, + Ww rn). Yo 
+; 1) + (+ en — 
eine convergente Reihe (27.), deren Summe — * 
sts+({s,+s,)/ —1= PER ge 1+ 58 Ds ran x 
d. i. — 848 if. rt 
30. Wenn — 
to⸗ ty ta⸗ta⸗ta45 J 3 
Uoy Uyy Un, u un, Up vorn 5 
jive? convergirende imaginäre Neiben, und S, 8 ihre Summen 
find, die Moduli der einzelnen Glieder diefer "beiden Reihen ei 
auch condergirende Reihen bilden; fo ift 
tus 
zu, +tw 
bt +tu tb, 
tu; +, +bu +6, 
wu Fyw tm tu Hm 
uff ; ufh 
eine convergivende imaginäre Neihe, deren Summe = =SS iſt. —J 
Sey Be; a 
tn = on (cos m + sin. Y—ı — 
Un =.en(cos @n + sinO,f—1); 
ſo ſi fi nd — der Vorausſetzung nr — 


009 15 2a 039 Qay vera) 





— dıs das @ar dar. \ | 
—— Reihen. Folglich naͤhert nach (W.), fie wach⸗ | 
fende n, die Größe | 
N En—1e'n-ı ar? 
+ [en-ie'n-2 + On-20'n-ı} \ 
*F en⸗i n⸗⸗ * en—20'n—2 + 0n-3 en-1} 


++ Fen—ıe', + en—2e', +..+ 6% en-2 + dn-1 } 
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F ſich fortwährend der Null, welches alfo um fo mehr von den 
abſoluten Werthen der Größen 


| En—ı1@'n-1608 On-ı + On-ı) y | 
+ Den-ıe'n—2 608 ( On-ı+ O’n-2) + en-2e'n-ı 008( On-2+ O’n-ı)} 
+ { en-ı0', 608 (On-ı+ ©,) + an-20'2 608 (9-2 + 09,) +... 
so.» + 020 n-2c0s(9,+ On-2) + gı e'n-ıc0s(9, + O'an-ı) } 
und | 
en—1e'n-ısin( On-ı + On-ı) | 
+ Len-10'n-2sin(On-1+ O'n-2) + on—2 0'n-ısin(On-2 + On-ı)} 


+ Ton-ıo ,sin(On-ı+ 9 ,) + on-2E, sin(On-+9,) +». 
+ Bon-sin(9, + Han) + E,en-ısin(9, + On-ı)} 
gilt, Entwicelt man aber die Größe 

tn—1 Un-1 N 
+ | tn—1 Un—2 + tn-2 Un-ı} 
+ Itn-1Un-3 + tn-2Un-2 + tn—3 Un—1 ı : 





+ {tn-ın, + ta-2u, +... + tun + tb, m-ı} , 
nachdem man jede imaginäre Größe durdy ihren Modulus aus— 
gedrückt hat; fo ift flar, daß der reelle Theil und der Eoefficient 
von P—1 in der aus diefer Entivickelung bervorgehenden Größe 
die beiden vorhergehenden durd,) Cofinus und Sinus ausgedriick-’ 
ten Größen find, welche wir dur‘ P und @ bezeichnen wollen. 
Die Summen der. n erften Glieder der beiden gegebenen Neihen 
bezeichne man durch Sn, San, und die Summe der'n erften 
Glieder der Neihe, deren Convergenz beiiefen werden foll, durch 
S’.; fo ift, wie in (20.), 

SS Sam. 
tn—1 Un—1 

+ [tn—ıün-2 + tn—2 Un-ı} 

+ ta-ı Un—3 F tn—2Un—2 + tn-3 Uni J 

+ {ta-ıu, + tn—u, +... + t,un-2 + ft, uni. 

Alfo f 
SS —Sn=r+0Qr-1i, 

wo P und @, für mwachfende n, fich der Null fortwährend und 
beliebig nähern. Daher nähert auch 8, Sun — 8, für wach— 
fende n, ſich der Null immer mehr und mehr, Die beiden ge- 
gebenen Reihen find aber convergent. Alfo nähert, für wach— 
fende n, Sn Sn ſich der Gränze SS, und S”, nähert ſich alfo, 
für wachfende n, gleichfalls der Gränze SI’, fo daß folglich die 
Neihe, für welche die Summe der n erftien Glieder durdy SI”, 


4 


EEE A RE 


448 Convergenz der Reihen  . 


ah wurde/ convergent und ihre Summe = RR if, w. 
z b. w. 


30, Betrachten wir num ferner nod) die Reihe 
a, (0050, + sin, Y—1) 
+ a4%(cos@, + sn®, 1) 
8;x?(c0os®, + sin@,Y—1) 
a,x?(cos@, + sin 0,11) 


anzu (eos On + sin 9Y — 


J ⸗ ⸗ . ⸗ + 


Die numerifchen Werthe von a, und x —— wir durch An 
und & bezeichnen, Die Graͤnze, welcher ſich die groͤßten Werthe 


von (on)" nähern, wenn n währt, ſey = A; fo. iſt As die 


Graͤnze, welcher ſich die größten Werthe von (a,&r ze, 9 
wenn nm währt. AS if = oder > R ; jenachdem Be 5 


— * oder * > + — 
iſt, oder jenachdem x aan den Seinen 
a RN 
x — — ** x = + x 


enthalten ift, oder nicht. Setzen wir nan, eine’ willkuͤhrliche 
Folge der Vorzeichen der einzelnen Glieder AIRES daß die 
. Reihe 


a0 A, % a,x2; BR, ,ta,xN, B5Xd, sr 
mit der Reihe 
— 09,08, — 08°, — u,}°, 08, 2,55, — 

uͤbereinſtimme. Nach (28.) iſt die Reihe 
a,fcos(n+®,) + sin (m+ ®, yr=1} 
a,$5|cos®, + sin®, 4) 
a,8?jcos(n+®,) + sin(n+®, — 
a lebs ( x + 0, + sn(n+0,)Y—1} 
e,&*ic0s0, + sno,Y 1} 
— 4 sin, Y—ı} 


convergent * divergent, jenachdem A < oder > 1, er | 
jenachdem x zivifchen den Gränzen er 





1 1 
ee a A 


enthalten iff, oder nicht. Ang obiger Neihe erhält ı man nach R 
einfachen goniometrifchen Saͤtzen die Reihe: 


— 
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— @,(60s0, + sin 0, Y-1T) 
—* a,$(c0s®, +sino,Y—1) ; 
— 2,8? (cos 0. +5sn9,Y-ı1) 
E — 0,8 (c0s@, + sin, —1) 
00. 0@,8*(c0s6, + sin, Y—1) 
4 85 (cos + sin 9,71) 


—* Re] 


BREITE TTS 
& N a x 


— ⸗ 
KT 


di die Reihe | 
a a,(c0s@, + sin 9,r-7) 
a,x(cos®, + sn, Y-—-1) 
a,22(c0s0, + sin@,/ —1) 
— 4, xꝰ (cos 0. + sin@,Y—1) 
en ———— 
a,x5(c0s@, + sine, Y—ı) 


— 


welche alſo auch convergent 
zwiſchen den Graͤnzen 
Gr j N 1 Ä 2 


x=— — =+4 — 


A. 


oder divergent ift, jenachdem x 


enthalten ift, oder nicht. ; 

Nach einer fchon öfter gebrauchten Schlußweife ift die Graͤnze 
A einerlei mie der Gränze, welcher, für wachfende n, der nu— 
merifche Werth von Ä 





An--ı 
an 
ſich nähert. 
Iſt in der Reihe 
m ao, Az a-225 23, ar, ne 


2 eine imagindre Größe, fo fann man befanntlic 
z=x(cos®-+sinoY-1), za—xn(cosnO+ sinnaY 1) 
” feßen, wodurch die obige Neihe auf die Form 
a, - 
a a,x(cosO + snoY 1) 
a,x2(c0os2® + sin268Y —ı) 
a,x?(cos30 + sin3oY—-1) 
a,x*(cos4@ + sin49Y —1) F 





gebracht wird, unter welcher Form die Convergenz oder Diver- 

genz der Reihe num nach, den vorher beiwiefenen Kriterien. beur— 

theilt werden kann. h 
Supplem, zu Klügels Wörterb. L. f Sf 


3 
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Die in (23.) und (24.) bewieſenen Site — auch, m 
wenn x eine imagindre Größe if; nur miüffen, in Bezug auf. 
den Sag in (24), die Moduli der neuen Glieder der 
Reihen 

a0 AjX, 8,22, 0,2%, ie; RE 3 
bb br, br, burt....; 1 
auch convergirende Reihen ben, wenn difer Satz richtig blei⸗ 2 
ben foll (m. vergl. 29.). 3 


V. Einige/Anwendungen der beftimmten In: ° 
tegrale bei Beurtheilung der Convergenz und 
| Divergenz einer Reihe; 


31. Sey f(x) eine Function von x, welche für pofitive 
war von x beftändig pofitiv bleibt. Iſt nun das Verhaͤltniß J 
f(x+®) 

f(x) * | 

ee unendlich große Werthe von x, und V alle bie e Einpei 
nicht uͤberſteigende Werthe von ©, beftändig ztoifchen jivei end= 
lichen, aber von Null verfchiedenen, pofitiven —— A und 
B enthalten; fo ift die Reihe | 
f(0), £(1), £(2), £(3), ElA)y un. h: 
convergent, wenn, indem ‚n und m pofitive ganze Zahlen be⸗ 
zeichnen, für unendlich große n das beſtimmte Integral 


FR "Elx)öx 


verfchwindet, welches aucd, der Werth der Zahl m feyn: mag. 
Im entgegengefeßten. Falle ift die obige Reihe Divergent, Wir J— 
nehmen hierbei auch an, daß k(xX) eine ſtetige Function ſey. 

Bevor wir zu dem Beweiſe dieſes Satzes übergehen ſchicken 
wir folgende Bemerkung uͤber die beſtimmten Integrale voraus. J 
Nach dem Art. Beſtimmtes Integral (5.) iſt J 


"Al £(x)öx 


dag Aggregat der. Producte, welche man erhält, wenn man die 
zwifchen den Grängen x — a, x—=A liegenden Werthe von 


f(x) mit am multiplicirt, defto genauer, je größer n iſt, vor⸗ 


ausgeſetzt, daß f(x), mweniafteng zwiſchen den obigen Graͤnzen, 
ſtetig iſt. * dem Art. Mittel (11,) i. d. 3. iſt alſo 


N SE =(A—a)M, 


wo M ein ——— Mittel zwiſchen den Werthen der Function 
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- (x) bezeichnet, welche ziwifchen den Graͤnzen x—a,x—A 
liegen. Da nun M ziwifchen dem kleinſten und größten diefer 
Werthe enthalten (a. a, D-), und die Function f(x) zwifchen 
den angegebenen Öränzen ftetig it; ſo ift klar, daß ſich M unter 
den zwiſchen diefen Gränzen liegenden Werthen der Function vor- 
finden muß, und: daß man daher j 

M=f{/a+9(A-a)} i 
ſetzen kann, wo © zwifchen Null und der Einheit enthalten ift, 
Alfo ift immer 


N®® ——— 


Am deutlichſten wird das Obige, wenn man ſich zwiſchen den 
Graͤuzen x — a, = A die Werthe der Function f(x) als 
Ordinaten einer Curve dargeſtellt denkt. 
L Sey nun, um jeßt zu dem Beweiſe unferd Öbigen Satseg 
uͤberzugehen 
Sn —=f(0) + f(1) +f(2) +... + f(in—1) ! 
Sntım — Sn = Ein) + Fa+1) + Em +9 + u. + Sin+m—1). 


Nach dem Art. Beftimmtes Integral (6.) if 
n--ın > fm-H1 ın--2 8 nm 
* —2— —2—— ot. £(x)dx 
n-+1 b 


n nn n-ın—1 
=f rernot N rarndnört. + rotntmn * 
— 7 
d. i. nach dem vorher bewieſenen Satze von den beſtimmten In⸗ 
tegralen: 


So — 


f(n+9) + f(n+1+9,) +... + f{fn+m—1+ On-ı) , 
wo die Größen ©, ©,,. 9, +. Om-ı ſaͤmmtlich zwifchen ‘O0 
und 1 enthalten find, Nach: der Vorausfegung find aber die 
Verhaͤltniſſe = 
"Ein +9) Iln+1+9) Ffin+m—1+ Gn-ı) 

16n).,% — z 7 Un+m—1) 3 

für unendlich große n ſaͤmmtlich ziwifchen den Gränzen A und B 
enthalten, Nach dem Art. Mittel (7.) i. d. 3. it alfo auch 

f{in+8) + ffn+1+0,) + !.. + fln+m—1+ 9u-ı) 

fin) + f{in+ı) +... + f(n+m-—1) 


— —— 
n 


Sn+ın — Sn A 
zwifchen denfelben Gränzen enthalten, Folglich it, für unendlich 
große. n, die Differenz 














— 
— 


Sn--n — Bu 


5f2 
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Hr 
zwifchen den Gränzen Se nu 
— 1 n-Fın \ 
=. A f(x)ox, Ef, f(x)ox L AN 
‚enthalten, und es wird alſo dieſe Differenz, da A und B nice 
— 0 find, für unendlidy große n, = 0, wenn das Integral 


I" s0r ig 


für unendlich große n verſchwindet, wobei immer m als beliebig 3 
Mn wird, In diefem alle convergivt alfo nach (1.) 
die Neihe —— N 


£C0), EA), ED, EV, Eds 
Verſchwindet aber für unendlich große n das integral 


ae 


nicht; fo iſt, weil nad) der Vorausſetzung diefes Integral poſitiv 
iſt, und auch A und B, alſo auch die Graͤnzen — 


Ey Aloe 4." 302) 
pofitiv find, die Differenz 


{ Sn-tın — Sn 53 = 
für unendlich große n, offenbar nit = O, in diefem Falle alfo ° 
die in Rede ftehende Reihe divergent. N 
‚32, Sey jetzt 
f(x+®) 
f(x) 
immer zwifchen den beiden Gränzen 
f(x+1) R 
enthalten, und die zweite Größe nehme, für wachfende x, ent 
‚weder immer zu oder immer ab. Im erfien Falle kann man, 
wenn "RR 





f(x+1) 
f(x) 





<4 
iſt, offenbar 
A=7,B=1; 





(0) 
went BEIDE 
x+ 
| FETTE 
it, dagegen 


f(») 


feßen. Eben fo kann man im ziveiten Falle, wenn 
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f(x+1) 


Ust RER 
a er 


<:ı 
iſt, offenbar 


Re: f(x+1) 
KU) 





—— >1 
if, dagegen 8a) 
Am'1,B 570 (0) 
— fo. daß alſo AR (31.) Lancia Satz in diefen hallen 
immer ſeine Auwendung findet. 





33. Sey z. Bde 
RR, Aalen 
vi | | 
er — i+x \"- N Fe 
Ex) Ti+x+o En 








et 14x le _ 14% 
IR Berg; a 1 | * 


Alſo iſt offenbar 


enthalten. Auch iſt immer 


—— — f(x+1) 
ce f(x) 


jenachdem «@ pofltiv oder negativ ift, Es iſt nun 
VOL * m+1)i-a — (n+1)!-e 


<i oder >41, 





1—.«a 


Fuͤr unendlich große n verſchwindet dieſes Integral nur dann, 
wenn «I iſt. Fuͤr @ <A verfchrwindet daſſelbe nicht. Dem 
nach ift die Reihe 
eh 4 
’ 20? Zu’ ga’ Zu? 
eonvergent oder divergent, ION > oder <1 if. Für 
ee —=1 wird dieſe Reihe 
1,3 7» 4,4% 3 


und dad obige Integral ift — 
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| IN —=lUn#m+1) -UKn41) # 
e } u Ira PP 


R Aa a ; 
a Te \=ıfı +4) 


woraus fogleich IE; daß diefes Integral für N ein. J 
dann verſchwindet, wenn m einen endlichen Werth hat, daß dies 
aber Nicht der Fall ift, wenn man z. B. mn, =, ) 
= In, ... feßt, ſo daß folglich ve in Rede ‚fiehende Reihe die 
vergeut iſt. —4 
34. Wenn die Sunction {&) für pofit iv Werthe von * 
ſtets poſitiv bleibt, und, für unendlich große he von * ab⸗ 
nimmt, wenn x zunimmt; fo ift, die Reihe re 
KOFKHYLEH,L AN HIER 

convergent oder Divergent, jenachdem das Integral 


nn’ er } 4 
ER Ex) ox i — ie — 635 z 
! EIER - 


für unendfic) große Werthe von n venſchwindet / oder nicht ver⸗ 
ſchwindet. — 
Nach (3L.) iſt Ye 


—— — 










— En +1+9,) +... + Fon +m en 
w9, 0, Ads Amsı biefelbe Bedeutung haben, wie u | 
a. O. Nach der Vorausſetzung iſt alſo — 

HN ini; ein ö 


n--ın 
uf ER)ER < En) REED) +. ——— 
n 
I "Ex)öx > Iin+ 1) + fn+2)+ .. +) 
TR ; 20, "2, 
d, i. “ x: 3 3. h — J 
n-ı € 3 | ' 
J ER) < nm — Sn ER. 
R ; nm ON i ee Yy en 
/ F f(x)dx > Sn-Lm-Hi — 2 Sn+1 Be sr 


in i ON 


für unendlich große el von D; Alſo iſt au, “en 
nr Iren 1208 Ä ur 
ya cha << Sn--n-ı — nei 1:2 — “or j\ | 


n—1 ‘ f; 
< fm-n—1 f ö Ä r a) a m 
F f(x)0x > Sntn — Sn. FR 
n-1 ® — 
Demnach N le A | 
Pi 2 WE MR F Si 
Sn+m — Sn > F f(x)ox 4 Mu: — 
—— Tr Er 
j n-m—1 % f s % 4 
Som — Sn. ilx}ox —F zit — 
n—i : \ 
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A und es if fotgi ——— er - 


nen 
| zwiſchen den Bringen Er, | 
A ii G wen Mamas, ("Ta 


n—i1 


mie Vuſchwindet nun ee 


Se 


& — ſo gilt dies offenbar auch von dem uhr Inte: i 
gral, — es iſt alſo in dieſem Kalle... ; = 
4 j lee — PR = 0, 
-d, 1. die obige Reihe convergent, Iſt über ——— ——— 
nicht = 0, fo iſt klar, weil offenbar nach der Vorausſetzung 
beide obigen Integrale poſitiv find, daß die BR 
Sn-+m —'S5n 

nicht = 0, die Reihe alfo divergent ift. 

on z. B. Re 


1(1 
— 





fo iſt die Reife * 
1: 8 


e ’ 2? 3? 4? RR 
md FE 
ER — 1641) 


=4{l(n$m+1) +l(n+1)}. 1 + a 

Zr m=n, —=2, =3n, — ,.. behält alfo diefes Integral, 
auch fürn— =», einen endlichen Werth, ſo daß folglich obige 
Reihe divergent iſt. 

35. Die Reihe 

8(0), £(1), 8(2), 803), £(4), +... 

iſt convergent, wenn, für n=«, nit bloß das Product 
’ — (n), ſondern auch das Product 
n-+Höf(n), 
fr jedes pofitive noch fo Fleine, d, verſchwindet. ——— iſt 
die in Rede ſtehende Reihe divergent, wenn das Product 
nf(n) 
eine — poſitive Größe A beſtaͤndig uͤberſteigt, indem man n 
über eine gewiffe beftimmte Gränze hinaus: wachfen idht, F 

Sey N die groͤßte unter den Groͤßen 

mHöfln), (n+1)H4f(n +1), .- BEN) 


en Convergenz der Reihen. 


fo ift offenbar af > 
 Snpın — m = Ein) + Eln+1)+ ..Fn+m—1) 


< Nr Tara der ern) 


Fuͤr n= © verfhiwinden nad) der Vorausfeßung und nad) (33.) 3 
beide Factoren diefes Products; alfo ift in diefem Falle unfere 

Reihe convergent. Man hat hierbei zu beobachten, daß nah 

(33.) die Reihe \ a J 


Ira zu a ⏑⏑——— 














eönvergent iſt. | en 
Iſt, von irgend einem Werthe von n an, nf(n) immer J 
größer als die poſitive Größe A; fo ift ;. | 


ENT; 
1 1. ee 
a — — ... — —4 at IN. 
Sn-km Da ++ —— N 


J 
9J— 


Folglich iſt, weil die Reihe 
1, In ds dr dr dee. j 0: la es 1.175 

divergent iſt (33,), aud) die Neihe en de = 
ON ENDEN EBEN —— 
divergent. ‚et 4— 
Hieraus folge augenblicklich z. B. die Convergenz er Reihe 

4.522 ER | J 
deren allgemeines Glied 


— 


1 
(x+41)l(x+1) — Ei 
iſt, voransgefeßt, daß «>1 iſt. a 
Einige, Säte Uber die Convergenz der Reihen k m, auch 
Thl. IV. ©, 590, ff. Die in diefem Artikel mitgetheilten Säge 
find ſaͤmmtlich, wie ſchon erinnert, von Caucdyy gefunden, wer 
cher fich durch die Erfindung derfelben ein fehr. bedeutendes Be — 
dienſt um die genaue Theorle der Reihen uͤberhaupt erworben hat; 
namentlich in Bezug auf die Anwendung derfelben zur numeris 
ſchen annähernden Berechnung der durch fie dargeftellten Größen. 
Auch in dem Art. Binomifcher Lehrſatz in dieſen Zuf, find 
einige ‚der obigen Säte von der Convergenz der Reihen, ab 
auf andere Art, wie in gegenmwärtigem Artikel, bewieſen, mi ⸗ 
theilt, und jene Beweife koͤnnen daher mit dem hier ‚gegebenen 
verglichen werden. Einen ſehr leſenswerthen u 4 die 
Comvergenz und Divergenz der Neihen von I. £. Nabe f. in. 
auch in Baumgartner und Ettinghauſens Zeitiärift für 
Phyſik und Mathematif. Bd. 10. Heft 1. Wien, 1831. ©.4, 
Auch ſ. m Eytelweins Analyfis. I. ©. 719, und über die for 
genannten Halbconvergenten Reihen Legendre Exercices 
de calcul integral, T. 1. p. 267. 
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Coordinaten. Die Veränderung der Coordinaten iſt eine 
für analytiſche Geometrie und höhere Mechanik in jeder Bezie— 
bung fo wichtige Operation, daß es nöthig ift, bier alle dazu 
dienende: Formeln an einem Orte beifammen zu haben, Wir 
gehen dabei: fogleich von dem zufammengefeßtern Falle der Coor— 
dinaten im Raume aus, weil es möglich iſt, von diefen zu 
Coordinaten in der Ebene überzugehen, wenn man nur eine 
Eoordinate = O ſetzt. 


1.. Denken wir ung alfo jet drei auf einander ſenkrechte 

ade: Linien, welche fih in dem Punkte O ſchneiden, und die 

vordbinatenaren genannt werden, Diefe drei Aren beſtim— 
men drei auf einander fenfrechte Ebenen, welche die Coordi— 
natenebenen beißen. Iſt nun M irgend ein Punkt im Raume, 
fo heißen die drei von ihm auf die Coordinatenebenen gefällten 
Perpendifel feine Coordinaten, welche auch erhalten werden, 
ivenn man fich durch M drei mit den Coordinatenebenen paral= 
lele Ebenen gelegt denkt, indem dann die von diefen Ebenen auf 
den Coordinatenaren von dem Punkte O, welcher in dieſer Be— 
jiehung dev Anfang der Coordinaten genannt wird, aus 
abgefchnittenen Stüce offenbar, den Coordinaten des Punktes M 
der Größe und Lage (in Beziehung auf die Coordinatenebenen ) 
nad) . gleich find. Um aber die Lage eines Punktes im Naume 
durd) feine Coordinaten vollfommen zu beftimmen, legt man je⸗ 
der Coordinatenare einen pofitiven und einen negativen Theil, jeder 
Eoordinatenebene eine pofitive und eine negative Seite bei. Jede 
Coordinatenaxe wird naͤmlich durch, den Anfang der Coordinaten 
in zwei, Theile. getheilt, Alle auf dem einen Theile liegende 
Eoordinaten werden als pofitiv, ‚alle auf dem andern Theile lie— 
gende als negativ betrachtet. Jener Theil heißt der pofitive , die— 
fer der negative Theil der entfprechenden Are, Die Seite einer 
jeden Coordinatenebene, auf welcher der. pofitive Theil der auf 
ihr fenfrechten Coordinatenare liegt, heißt ihre pofitive, die ans 
dere ihre negative Seite. Alle auf der. pofitiven Seite einer 
Eoordinatenebene, liegende Coordinaten find natürlich als pofitio, 
fo wie. alle auf ihrer negativen Seite liegende Coordinaten als 
negativ zu ‚betrachten. Man fieht leicht, daß nur unter diefen 
Dorausfeßungen die Lage eines Punktes im Naume durch feine 
drei -Coordinaten ‚vollig, beftimmt wird. Wäre nämlid) bloß die 
abfolute Größe einer jeden der drei Coordinaten befannt, fo 
würde fich immer nod) fragen, in welchem der acht förperlichen 
MWinfel, die durch die drei Coordinatenebenen gebildet iverden, 
der entfprechende Punfe liege, da. offenbar in jedem diefer acht 
Winfel dreien nur ihrer abfoluten Größe nach befannten Coor⸗ 
dinaten ein Punkt entſprechen kann. Kommt aber zu der Be— 
ſtimmung der abſoluten Größe der Coordinaten noch die Beſtim— 
mung ihrer Lage gegen die Coordinatenebenen vermittelſt ihrer Zei- 
hen, iſt z. B. die erſte Coordinate pofitiv, die zweite und dutte 
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negativ, ſo iſt hierin zugleich die Beſtimmung enthalten, daß der 
entſprechende Punkt in dem der genannten acht koͤrperlichen Win⸗ 
kel liegen muͤſſe, welcher von dem poſitiven Theile der erſten, 
und den negativen Theilen der zweiten und dritten Axe als Kan— 
gen gebildet wird. In den meiſten Fällen: werden die Coordina⸗ 
ten eines beliebigen Punktes im Raume, mit Ruͤckſicht auf ihre 
Vorzeichen, dur) X, y, 2, bezeichnet.) . Die Coordinatenaren 
heißen die Ure der x, der y und der z, jenachdem fie reſpective 
den durch) X, y, 2 bezeichneten Coordinaten parallel find, 
fo wie die drei Koordinatenebenen die Ebene derixy, der xz 
und der yz genannt werden, jenachdem auf ihnen reſpective die 
Are der z, y, x ſenkrecht ift. Alles Vorhergehende beziehe fich 
auf den Fall, ivenn die Coordinatenaren oder Coordinatenebenen 
fenfrecht auf einander find, in ivelchem die’ Koordinaten recht⸗ 
winklige Coordinaten genannt werden. Man uͤberſieht 
aber Teicht, daß ſaͤmmtliche obige Begriffe fi) unmittelbar auch 
auf den Fall ausdehnen Taffen, wenn die Coordinatenaren beliee 7 
„bige fehiefe Winfel mit einander einfchließen, in welchem die Coor- 
dinaten, die immer durdy den gegebenen Punkt mit den Coordie 
natenaren parallel gezogen gedacht werden muͤſſen, fchiefwink- 
lige Eovordinaten genannt werden. Irgend "drei gegebene 
Eoordinatenaren bilden ein Coordinatenfyftem. "Sind die 
Eoordinaten eines Punktes in Bezug auf ein beſtimmtes Coordi⸗ 
-natenfyfiem gegeben, oder werden als gegeben betrachtet, und man 
foll durd) diefe Coordinaten die Coordinaten des Punktes in Ber 
zug auf ein anderes gegebenes Syſtem "ausdrücen, fo nennt 
man dies im Allgemeinen eine Verwandelung oder Ber 
Änderung der Coordinaten. Das erite Syftem heißt das pris 
mitive, dag andere das fecundäre oder neue Syftem, Die 
zu diefer wichtigen Operation dienenden allgemeinen Formeln im 
Zufammenhänge aufzuftellen, ift dev Zweck gegenwaͤrtigen Artikels. 
2. Dazu iſt zunaͤchſt folgende Beſtimmung noͤthig. Sy 
M ein Punft im Raͤume, beitimmt durch feine Coordinaten m 
Bezug auf ein beliebiges Syften, MA fey eine willführlihe von 
M ausgehende gerade Linie, fo daß nämlich M als Anfangspunft 
diefer Linie, und überhaupt nur der von M an ins Unendlihe 
ſich erftreckende Theil derſelben betrachtet, dieſe Linie alſo nicht 
nach) der andern Geite hin über M hinaus verlängert gedacht 
wird, Don M aus ziehe man, parallel mit den primitiven Coor- 
dinatenaren, und nad) denfelben Seiten hin, nach welchen von 
dem Anfange der Coordinaten aus deren Pofitive Theile Megen, 
drei gerade Linien. Die von MA mit diefen drei Linien einge- 
“fchloffenen, 180° nie überfteigenden Winkel, heißen die von MA 
mit den Coordinatenaren eingefchloffenen Winfel, und es iſt Flar, 
daß durch. diefe drei Winkel die Lage der Linie MA im Raume 
vollfommen beftimmt ift. Iſt M felbft: ver Anfang der Coordina⸗ 
ten, fo ift flar, daß die von M aus mit den Coordinatenaren 
parallel gezogenen Linien mit den pofitiven Theilen der Coording- 


x 
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tenaren felbft zufammenfallen. Sind &, ', die von MA mit 
den Coordinatenaren eingefihloffenen Winfel, fo find offenbar 
180° — «, 180° — $, 180° — y die von der der MA entge⸗ 
geſetzten Linie MA’, welche man erhält, wenn MA über M Hin- 
aus verlängert wird, mit den entfprechenden Aren eingefchloffenen 
Winkel, ie Lage der drei Aren eines neuen Syſtems wird 
immer beftimmt einmal dur) die Coordinaten, des Anfangspunfs 
tes des neuen Syſtems in Bezug auf das primitive Syſtem, und: 
zweitens durch die Winkel, welche der. pofitive Theil einer 
jeden der neuen Coordinatenaren mit den primitiven Aren ein— 
ſchließt, immer den vorher gegebenen Beſtimmungen gemäß. Die 


primitiven Koordinaten follen im Folgenden immer durch x, y, 2, 


die fecundären durch X, y', z bezeichnet werden, Die Coordina- 
ten des Anfangspunftes des fecnndären Syſtems in Bezug auf 
das primitide feyen immer a, b, e, und die von der Are der 


x mit den Aren der x, y, z eingefchloffenen Winkel wollen wir 
ſtets dur X, V, Z, die von der Are der y mit den Axen der 


x, y, 2 eingefchloffenen Winfel durch X’, YV', Z, fo wie die 
von der Are der zZ mit den Aren der x, y, z eingefchloffenen 
Winfel durch X", V”, ZU Begeichnen, 4 3 
3. Wir gehen von der ganz einfachen Betrachtung ziveier 
mit, einander parallelen Ebenen E und E’ aus, indem wir jeder 
derfelben eine poſitive und eine negative Seite beilegen, fo daß 
jedod) die pofitive und negative Seite der Ebene FE von. diefer 
Ebene aus nad) derfelben Gegend hin genommen wird, wie re— 
ſpective die. pofitive und negative Seite der Ebene E von diefer 
Ebene aus, Die Entfernung der Ebene, E’ von der Ebene E, 
pofitiv ‚oder ‚negativ genommen, jenachdem E’ auf der pofitiven 
oder negativen Seite. der Ebene E liegt, ſey =e; die, Entfer- 
nungen irgend eines Punftes M von den. Ebenen E und E’ mit 
Nücficht auf ihre Zeichen feyen refpective = t, ud —t, At 
nun zuerft e pofitiv, fo können folgende Fälle Statt finden. Liegt 
M auf der pofitiven Seite der Ebene E', fo find £ und t beide 
pofitiv, t iſt größer als t', und offenbar t=e-+Ft‘. Liegt M 
auf der negativen Seite von E, zugleich aber auf der pofitiven 
Seite von E, d. i. zwiſchen den beiden Ebenen, fo ift t pofitiv, 
£ negativ, — t pofitiv, und offenbar + (—t)=e, vi 
t—t=e, t=e+t,, fiege endlich M auf der negativen 
Seite von E, fo find t und t beide negativ, alfo — td —E 
beide pofitio, — t ift größer als — t, und offenbar —— 


e+(—t),,d. W.—tf=e—t,t=e+t. fig M inde 


Ebene E', oder in der Ebene E, fo wäre im erſten Falle — 0, 
t=e, m ademnt—=—e,t=(0,. Faolglich im erſten alle 


t=e+0=e+t, im andern t=e+(—e)=eHtt, 


Demnach) ift in allen Film t=e+t. Wäre nun ferne e 
negativ, fo vertaufche man, welches offenbar verftattet ift , die 
pofitive und negutive Seite einer jeden der, beiden Ebenen mit 
einander, Dann ift das pofitive — e die Entfernung der beiden 
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Ebenen’ von einander, und. — t, — t find die Entfernungen des 


unktes M von denfelben. Alſo nach der. fo eben beiwiefenen 

leichung, da nun — e pofitiv if, —t= (—e) + (—t), 

d. i. t=—e—t,t=e+t, Folglich if in allen Faͤl⸗ 

len mit völliger Allgemeinheit ne Yan a 
t=ze+t+t, ! 


Daß alles dieſes auch gilt, wenn die durch e, t, € bezeichne⸗ 


ten Linien nicht auf den Ebenen E und E fenfrecht, fondern nur 


ſaͤmmtlich unter einander parallel find, fällt ſogleich indie Augen. 


4. Will man nun von irgend einem Syſteme zu einem af 
dern diefem parallelen Syfteme übergehen, wobei wir voraus- 
feßen, daß in beiden Syſtemen die pofitiven. Coordinaten von den 
Anfangspunften aus nach denfelben Gegenden hin genommen wer⸗ 
den, fo folgt aus (3.) fogleih, daß in allen Fällen mie voͤlli— 
ger. Allgemeinheit Le Er 2: 
\z=atN,y=b+y,2=c+?7 


- üb, wo immer a, b, e die Coordinaten des Anfangsbunktes des N 


feeundären Syſtems in Bezug auf das primitive, und X, Y, 25 
x, y, z die Coordinaten. eines willführlichen Punktes M in 
Bezug auf das primitive und fecundäre Syſtem bezeichnen. 


5. So lange nichts Anderes erinnert wird, wollen wir im« 


ner annehmen, daß das primitive Syſtem ein’ redhtivinfliges, 


das fecundäre ein beliebiges ſchiefwinkliges Syftem fey, welches 
mit dem primitiven einerlei Anfangspunft hat, Was die Zeich- 


nungen betrifft, auf welche wir uns im Folgenden beziehen wer—⸗ s 


den, fo bemerfen wir ein für alle Mal, daß diefelben ftets ganz 
allgemein aufzufaffen find, und bloß zur Erläuterung unferer all- 


gemeinen Betrachtungen dienen werden, welche auch fehr gut 


ohne diefelben beſtehen koͤnnten. 


— — 


— — — 
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6. Zuerſt nehmen wir an, daß der willkuhrliche YnkeM 


in einer der ſecundaͤren Axen, 3. B. der Are der x liege, wo—⸗ 
bei Fig. 7. zu vergleichen ift. Man ziehe nach dem Anfange O 


der Coordinaten die Fine OM, und feße ao + OM=x, 
Denft man fich ferner durch M drei Linien gezogen, welche den 


Ebenen der yz, xz, xy parallel find, und tefpective die Axen 
der x, Y, z. in den Punkten A, B, C fihneiden, fo ift Elar, 
daß durch die Linien OA, OB, OC die abfoluten Größen der 
Eoordinaten des Punktes. M in Bezug auf dag primitive Syſtem 
dargeftellt werden. Nun find zwei Fälle zu unterfcheiden, jenach⸗ 
dem M in dem pofitiven oder negativen Theile der Are der x 
liegt, d. i. jenachdem X — + OM, oder = — OM if. Fin— 
det dag Erfte Statt, fo find X, Y, Z (2.) die Winkel, welche 
OM selbst mit den pofitiven Theilen der Aren der x, Y, ein⸗ 
fehließt, und die Coordinaten x, y, 2 des Punftes M, mit Be- 


ruͤckſichtigung ihrer Vorzeichen, find offenbar die Cofinus der a 


Binfel X, Y, Z für OM als Radius, fo daß alfo 
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x = OM.cosX, y= OM.cosY, z= OM. cosz, f 
oder, weil wir angenommen haben, daß + OM=x fey, 


zxmxcosX, y=x'cosY, z=xcosZ 
Liegt ferner M in dem negativen Theile der Are der x’, iſt 
alfo — OM = x, fo find X, Y, Z nicht die Winkel, welche 
OM felbft mit den pofitiven Theilen der Aren der x, y,z 
einfchließt, indem diefe Winfel von der Verlängerung von OM. 
über © hinaus nad) der andern Seite hin mit den pofitiven 


Theilen der Aren der x, y, z eingefchloffen werden. Die von... 


- OM felbft mit den pofitiven Theilen Der Uren der x, y, z 
eingeſchloſſenen Winkel find 180° —X, 180° — Y, 180° —Z 
(2.), und die Coordinaten x, y, z des Punftes M find offen= 
bar, mit Nückficht auf ihre Vorzeichen, die Coſinus diefer Win- 
fel in Bezug auf OM als Radius, fo daß alfo 
x=OM.cos(180°-X), y=OM.cos(180°-Y), z=OM.cos(180°-Z) 
iſt. Aber — OM = x; OM=-—.x, Alfo 
x=(—x)(—cosX), y=(—xX)(—cosY), z=(—x)(—cosZ); 


d. i. 





z=xcoX, y=xrco\y,z=xco2; 

fo daß alfo diefe Gleichungen allgemein find, und für alle Fälle 
gelten, - 
Jenachdem nun der Punft M in der Are der x’, oder y, 
oder z' liegt, iſt vefpective: 
xz=xcoX, y=xcoY, z=xcoZ2; 

xmaycosX,y=yeosY,z= y'coZ; 

Ki atcoaX, yı8cosY”,2 = zlcosZ2”,; 


7. Schreiten wir nun ferner zu dem Falle fort, wo der 
Punkt M in einer der fecundären Coordinatenebenen, z. B. in der 
Ebene der xy’ liegt, wobei Fig. 8. zu vergleichen it, Durch M 
denfe man ſich in der Ebene der xy’ mit den Aren der x" und 
y Parallelen gezögen, deren erftere die Are der y’ in dem Punkte 
0" fchneide, Durch diefen Punkt als Anfangspunft lege man 

das dem primitiven parallele Syftem der Coordinaten x’, y',z. 
Betrachtet man nun die durch M mit der Are der x gezogene 
Parallele als eine neue Are der x’, in welcher der Punkt M liegt, 
‘fo find die von. deren pofitivem Theile mit den Aren der x’, y', 
z eingefchloffenen Winkel offenbar X, Y, Z, und folglich, weil 
augenfcheinli OM jederzeit der Größe und Lage nach = x 
ift, nad) (6.)2 / 

. x = x 0X, yier coat, 2 ech. 

Dezeichnen wir nun die Coordinaten des Punktes O” in Bezug 
auf das primitive Syftem durch a,,'b,, e,, fo it, weil das y 
des Punktes O” offenbar mit dem y’ des Punftes M’ einerlei if, 
da der Punkt O” in der Are der y liegt, ganz eben fo nad) (6.): 
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| Ag = y'cosX, bi, y'cosY’ 5.0, =,y’ cos’ 
Nun iſt aber fir den Punft M nad) (4.) 
; sea, +, y-Äbi+yyı=c, ——— J 
Alſo, jenachdem der Punkt M in der Ebene xy’, oder in der 
Ebene der XZ, oder in der Ebene y'z' liegt: en 
x=x'cosX+y’cosX', y=x’cosY+y’cosY’, 2=x’c0sZ4+y’ 0057; 
oder IR Br) — 
x=xcosX-+z’cosX”, y=x’cosY--z’cos Y’, z=xc0sZ4+7'c0s2”; 
oder | | Ro 
s=y c0osX’+2’cosX",y=y'cosY’+2'cosY”,z=y’c0sZ’4z’c0sZ”. | 
8. Habe nun endlich, um zu dem allgemeinften Falle uͤber⸗ 
zugehen; der Punkt M eine ganz twillkührliche Lage im Raume, | 
wobei Fig. 9. zu vergleichen iſt. Durch M lege man eine mit | 
der Ebene der x’y parallele Ebene, welche die Are der z' in 
dem Punkte O" ſchneide, und denke fic) durch O" drei mit den © 
primitiven Aren parallele rechtwinklige Aren gelegt, in Bezug 
auf welche die Coordinaten des Punktes M dur x”, y’,z 
bezeichnet werden follen. Die von den Axen der x, y’ (vergl, 
die Figur) mit den Aren der x ,y , z eingefchloffenen Win- 
kel find offendar X, Y, 3X, Y,Z. fo nad (7.), da > 
M in der Ebene der x y liegt: | — 1 — 
xx’ cosX+y” cos X y”=x” cosY+y” cosY’, 2x” cos Z4y” cosZt. 
Aber offenbar mit völliger Allgemeinheit: 
x” = * y — 
Alſo 4 
x”’=x cos XAy eos X, yl æxeos VAVy cos V 2 xcos z45 cos 2. R 
Da nun der Punkt O" in der Are der z liegt, und das z deg 
Punktes O” offenbar mit dem z des Punftes-M einerlei it, fo 
iſt, wenn wir die Coordinaten des Punktes O" in Bezug auf 
das primitive Syſtem durch a,, b,, ©, bezeichnen, nach (6.)5 





Am a ⸗2 eos Xb⸗ lost, Er zT 9 

Aber nach (4.) | | — 

+y"”, ı=c+ 2”. — 
x=x cosX + y’cosX’ + z’ cos%', u — 
J ———⏑ , 0 
z=xcosZ + ycosZ'’ +2'c0sZ” u — 


in voͤlliger Allgemeinheit. Bei der Veränderung der Coordinaten 
leiften diefe Formeln vortreffliche Dienfte. h 
Fuͤr Eoordinaten in einer Ebene, denfe man fi den Punff 
M bloß 3. B. in der Ebene der xy: liegend, und laſſe die Ebene | 
der xy’ mit der Ebene der xy zufammenfallen, pt z=(0, 
z=0. Auch ift es offenbar verſtattet, zz —90° zu ſetzen. Alfo 
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x='x’c0sXK + y cos X 
— eos XA ycosY'. 

Hat das ſecundaͤre Syſtem mit dem primitiven nicht den 
Anfangspunkt gemein, und a, », e find die Coordinaten des Ans 
fangspunftes jenes in Bezug: auf diefes, fo denke man fid) durch 
den. Anfangspunft, des fecundären Syftems ein Syſtem mit den 
primitiven paralleler Coordinaten X’, y', z gelegt; fo ift nad) 
dem Dbigen: | 
Be x’ —=xcosX + ycosX’ + ⸗ cos X 
y’=xcosY+ y’cosY’ + z’cosY” 


„ 


2” = x cosZ + y’cosZ’ + =’cosZ”, 
und nah (4) Bye Naeh: 
ser #3 ,y alt Y, 206 +%”. 
Alfo für Eoordinaten im Raume: g 
mar XcosX + y’zosX’ + 7’ cosX” 
y=b+xcosY+ ycosY’+ z'cosY” 
.z=c+xeosZ + ycosZ + 2'002” 
und für Coordinaten in der, Ebene: 
x=a + x’cosX + y’cosX’ 
y=b+xceoY+ ycosY . 


g, — jetzt zwei von irgend einem Punkte O im Raume 
ausgehende Linien OA, OB gegeben. Der von dieſen Linien 
eingefchloffene, 1809 nicht überfteigende, Winkel fey = 9. Durd) 
O denke man ſich drei auf einander fenfrechte Coordinatenaren 
gelegt, und bezeichne die Koordinaten eines jeden Punktes in Bez 
zug auf diefes Syftem durch x, y, z. Die von AO und OB 
. mit den pofitiven Theilen diefer Eoordinatenaren eingefchloffenen 
Winfel feyen vefpective @, d, y um a, PB, Nan nehme 
nun OA als den pofitiven Theil der Are der x eines neuen 
durch © gelegten rechtwinkligen Coordinatenfyitems an, deſſen 
Ebene der xy’ mit der durch die Linien OA: und OB beſtimm-— 
‚ten Ebene zufammenfällt, und denfe ficy in der Linie OB einen 
willfübrlichen Punkt M, Nimmt man nun ferner OB als den 
pofitiven Theil der Are der x” eines ebenfalls durch O geleaten 
rechtwinkligen Coordinatenfyftems an, deſſen Ebene der xy’ 
mit der Ebene der x'y' zufammenfälft, fo ut flar, daß der von 

den pofitiven Thetlen der Aren der x” und x eingefchloffene 
Winkel = 9 if. Da der Punkt M in ver Are der x” licgt, 
fo ift, wenn ſich jeßt alle Eoordinaten auf diefen Punkt beziehen, 


y" — 0, 7” — 0 * 


Folglich nach (8.), weil der. von der Are der x mit der Are 
der x eingeſchloſſene Winfel = 9 iſt, 


x —=x'cop. 
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Betrachtet man das Syſtem ver x’, y, z' als das primitive, 
das Syſtem der x, y, z ald das ſecundaͤre Syſtem, ſo ſind 
@, 8, y die won den ſecundaͤren Axen mit ber primitiven te 
der x eingefchloffenen Winfel, Folglich nah (8) >. 


x = xcos«e + ycosß + zcosy. 0 
Betrachtet man ferner das Syſtem der x, y, z ‚als das — 
tive, das Syſtem der x, Y, = als das ſecundaͤre Syſtem, 
fo if, weil @, 6 ’ y bie Winkel find, welche die fecundäre Are 
der x" mit den drei primitiven Aren einſchließt, und 


0, 28 0 
ift, nad) (8.): | 
x=xtcsa, y=x’cof,z=x"coy". 
Alfo nad dem Dbigen 
x’ = x’cos«cosa + x”cosß cosß' = x "cosyeony . 
—— 
x cos ꝙ = x’cosecos«e + x’cosß cos’ + x 84 cosy’ u 


d · 


cos ꝙ nee cosa’ + cosß cos #’ > cos y cosy' . 
Denkt man ſich die beiden Linien OA und OB zufammenfallend, 
fo daß man nur eine Linie OA hat, welche mit den Coordi- 
natenaren die Winfel a, A, y einfchließt, fo iſt ꝙ ae 04% 
a=a, =f,ıy=y,cosy-1. Alſ 
cosa? + cosß? + cosy? Gr 
Die Formel für cosp wird gewöhnlich * der bekannten tri⸗ 
gonometriſchen Formel, durch welche der. Coſinus eines Winkels 
eines Dreiecks durch deſſen drei Seiten ausgedrückt wird, hergeleitet. 
Der obige Beweis fcheint und aber, namentlic) wegen feiner Allge- 7 
meinheit, wefentliche Vorzüge zu haben, Die Formel für die 
Summe der Duadrate der Cofinus erſcheint hier als ein bloßeg 
GCorollarium der allgemeinen Formel, da bei dem gewöhnlichen 
Beweife diefer Formel jene meiſtens ſchon vorausgefeßt wird. J 
10. Bezeichnen wir die von den poſi tiven Theilen der Axen 
der X, y; ;, x,2;y,z mit einander eingefchloffenen Winkel 
durch (X Y), — 2), (yz); fo erhält man mittelſt der vorher 
bewiefenen Formel in den obigen Zeichen augenblicklich: { 
cos(xy) = cosXcosX +cosYcosY’ +cosZcosZ 
cos(x 2) = cosXcosX”"-+-cosYcosY”"+cosZ cosZ” 
cos(y'2’) = c0sX’cos X’ + cos Y'cosY"4+cosZ’ cosZ". 
Sind. auch die fecundären ‚Aren auf einander ſenkrecht, fo ift 
Ky)=lkr)=(y7)=M. 
Alfo in diefem Falle 
cosXcosX - cosYcosY’ + cos Z Aa =_0 


cosX cosX” + cosY cosY” + cosZcos2’ = 0 
cosX’cosX” + cosY’cosX” + cosZ’csZ’—=0. 





h 
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ie Js befiäbige, a Syſtem ift auch nach @, ) | 


"e0osX? + cosY? + cosZ? —=1 
cosX? + cosY? + coZ7? —1 
cosX"? FeosY"? + coZz” —1. 


Br aber das — Syſtem rechtwinklig, ſo wie das primi⸗ 
tive; Je iſt zugl eich auch 
 c0sX* + c0sX’?2 -EF cosX"? 1 
0: .‚ e0sY? + cosY’? + cos Y”? 1 
—— N Ze 6052? + csZ?—Yt, 
‚Die Teiche. erhelfen wird, Auch iſt im diefem Falle offenbar 
“rn 2 060sXrcosY + cosX’ cosY' + cosX’cosY”" — 0 
4 C0sKcosZ + cosX’cosZ !L cosX” cos 22 =.0 
& cosYcosZ4 + cosY’cosZ + cosY”cosZ’—=0, 
— indem durch diefe Aggregate die Coſinus der von den primitiven 
Axen, welche ebenfalls auf einander ſeukrecht find, mit einander 
‚ eingefchloffenen Winfel ausgedrüct werden, 5 
11, Setzt man 
ef 5X —=A, vcf —=B, coX’=C; 
| MIN, KneB,cat id; 
RZ RT, CD. Bj" Ct; 


fo ift nach (8. 2 


4 


BE > 


— — 


m 


z=Ar (+ By; + .Cz 
4 y=Ak +By + Cr 
zZ == A’x' + Be 4 Cr; 3 
und, vorausgeſetzt, daß beide Syſteme auf, einander fenfreche 
find, nach (10.) . 
Aæ4 A? FAT I, AB F AB + AB — 0; 
B? +B? + B?=1,AC+ ACT +AC"=0; 
: +0? + Cc"”=1,BC+ BC —05 
A? +B2 +02 1, Aa BB + ce —=0;; 
A? +B?2 + 07 =1,AA” + BB’+cC’=0; 
A724 B2 + O4, Aa + BB’ + dc —= 
eine fehr merkwürdige Folge von Gleichungen — dieſen 
Coefficienten. 
12, Die Entfernung irgend eines Punftes im Naume von 
dem Anfange eines rechtwinkligen Coordinatenſyſtems joy, —— 
Man betrachte e als den poſitiven Theil der Are, der x eine 
neuen Coordinatenſyſtems, und feße e felbt = x; fo it, weil 
der gegebene Punkt in der Are der x. liegt, 
N 
| Folglich nach (8.) 
Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. I. Gg 


* 
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x=wecosXk,y=xcoY, zexrcosZ, 4 
wenn X, y, z die Coorbinaten des gegebenen Punfteg in dns 1 
auf dag primitive Syſtem bezeichnen. Alſo i 
2 + Pr 22 * —— + cosY? + cos2?). 
Aber 
x =e, cosX? + cosY? + cosZ? — 4 10). 


Folglich ; 
22. v2 2 5 er . 


Iſt e die Entfernung zweier Punfte M, M’ im Naume, 
deren rechtwinklige Coordinaten in Bezug auf. dag primitive 
Syftem x,.y, z und X,, Yır Zı find; fo denfe man fich durch 
M ein mit dem primitiven paralleles Syſtem gelegt, und bes 
jeichne die Coordinaten von M in Bezug auf dieſes Mppfen ’ 
durch &, v, 5; fo ift nad) dem DVorhergehenden . 

?+- v2 +2 =e, Ä F 
Da num aber Xı 7 Yız 2, die Coordinaten des Anfangspunfteg 
des neuen Syſtems in Bezug auf das primitive find, oh iſt 


nach (4.): 
sex, +8, y-y+», = +tr 


EURE TIL N TE 
alfo 5 un 
(X) +(jJ—yı)? + Re — 1 EB 
Fuͤr ein beliebiges Syſtem ſeyen ae pe 
Eoordinaten der Punfte M, M’, Durdy den Anfang Diefes 
Spftems denfe man fich ein beliebiges rechtwinkliges Syftem 
gelegt, für welches die Coordinaten diefer Punfte durch x, IE ; 
%r Yu 2, bezeichnet werden ; fo iſt nach (8.) — 

xcosx + cos X. z’cosX” , 

y=xcosY + y’cosY' + z’cosY” 
z=xcosZ + ycosZ + z’cosZ” ; | 
x, =x,cosX + y,;cosX + z',cosX”, J ı 
yı =x,cosY + y,cosY’ + z,cosY”, — 
2, =x,cosZ + y,c0sZ + z,cosZ”. — 
Alſo 
x—x, =(xX—x,)cosX + (y—y,)cosX + (z’. —7, Yes” A 
y-yı =(®—xX,)eosY + (y—y,)cosY + Wr)“ 
2—2, = (X—x,)cosZ +(y—y,)cosZ + (7 ,)eosZt. 4 
Folglich —4— 
e⸗6x (cos X⸗ +cosY? +cosZ?) Ei A © 
+(y’—y,)? (cosX’* +cosY'2 + cosZ'?) \ 

+ (2 —2’,)? (cosX"? + cosY”? + cos Z’2) iR 
+2(x—x’,)(y—y',)(cosX cosX’ +cosY cosY” #+c0sZ c0sZ’) 
+28 —x',)(#°—2',)(cosX cosX”’+-cosY cosY” +c0sZ cosZ) 

‚+2(y’—y',)@'—2',)(cosX’cosX”+cosY’cosY”+ c0sZ’cosZ) 


J EN 
en 
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dei nach (10.), wenn auch hier die von den Coordinatenaren 
eingefchloffenen Winkel durch (xy), (X zZ), (yz) beeich- 
net werden: ; 
e=. Kerr Gy) rw)? 
+ 2(K-x,)(y’—y',) cos (x y) + 2(# —x’,)(#—2',)cos (x’z') 
| J > 2(y„"—y,)(2—2',)cos(y' 2), 
Jr M' der Anfang der Coordinaten, fo tx, =y,—=z7,—0, 
Alſo 
e=x? +y2-+ 2? + 2w’y’cos(x’ y') +2x’2’cos(x’z') +2y’z’cos(y’z’). 
13. Hier läßt fi) nun auch die Grundformel der ebenen 
Trigonometrie ‚als ein einfaches Corollarium ganz fireng umd 
allgemein beiveifen. Man habe nämlich ein willkuͤhrliches ebenes 
Dreieck ABC (Fig. 10.),, nehme B als Anfang der Coordi— 
‚naten, BA als Are der x, und eine durch B nach, derfeiben 
Richtung hin mit AC parallel gezogene Linie als Are der y' an; 
fo ift nach der befannten frigonometrifchen Bezeichnung 
BRETT, Key, 
BC — a iſt nad) der in (12.) angewandten Bezeichnung — e, 
und immer eh; £ 
(xy) #A= 180°, cos y)= — cosA. 
z it in diefem alle = O. Alſo nad) (12.) 
ee = x? + y? + Wycos(x'y) 
D, * 
a? =h? + 0? — 2%bcecosA. 
Alſo durch gehörige Vertauſchung der Buchftaben: 
* a?=bhb? + c? — 2bccosA 
b?®=a? + ce” — 2accosB 
ce? = a? + bh? — QabcosC. 


Daß fi) aus diefen Formeln die ganze ebene Trigonometrie ab- 
leiten läßt, ift in dem Art, Trigonometrie (7. ff.) gezeigt 
worden, 


| 14. Man kann aus dem DVBorhergehenden auch einen fehr 
genuͤgenden völlig allgemeinen Beweis der Grundformel der fphä= 
riſchen Trigonometrie ableiten, wobei Fig. 11. zur Erläuterung 
dient. Die Kanten einer beliebigen dreifeitigen Förperlichen Ede, 
deren Spitze O fey, nehme man als die pofitiven Theile, der 
Axen eines ſchiefwinkligen Coordinatenfyftems an, für welches 
die Coordinaten duch X, y , Z bezeichnet werden follen, Durch 
© lege man fodann drei auf einander fenfrechte Aren, fo daß, 
wenn‘ wir die Coordinaten in dieſem Syſteme durch X, y, zZ 
bezeichnen, der pofitive Theil der Are der x mit dem pofikiven 
Theile der Are x", und die Ebene der xy mit der Ebene der 
xy zufammenfälle. Die pofitiven y und y nehme man auf 
einer Seite der Are der x oder. X, die pofitiven z und z auf 
| 652 
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einer Seite der Ebene der xy oder. xy; fo iſt — deg im: Al 
mer entweder 


— 


(y)+Y=%, : Re, 
oder Re ee 3 
(x’y) = 0, ; ; 
d, 1, immer 
KyY+Y=- MW, +Y= a} 
ie Veberhaupt iſt 


— ——— Ye, zZ 90, 


velfy), tie wen &y), Z=%°; 
x — (7), 7 = ei, y ZU— — Zr, 


Fuͤr Y’ und Z’ laͤßt fich jeßt feine weitere Berimmig geben. 
Den Neigungswinkel, der Ebenen XOy', x Oz gegen. einander ; 
fege man = (yx'z). An'Oz ‚denfe man fic) num ‚einen. will 
kuͤhrlichen Punkt M, für welchen x Sl, ug, und z mn - 
poſitiv iſt. Solglic) it für diefen Punft nad) (8. * 


vos cosY" 


Die Sgerbinate y fchneide die Are der x — in M. u man | 
MM', fo ift diefe, Linie befauntlic) auch auf der Are der x oder x 
fenfrecht, und (yx'z) = iff der von yund MM’ eingefchloffene 
Winfel. Augenblicklich erhellet nun, daß völlig allgemein, mit 
gehoͤriger Beruͤckſichtigung des Zeichens 9 
MM’ .cosp, 

und 
MM’ = OM.sin(X 7) = 7 sin(X 2’) | 
iſt. y iſt nämlich pofitio oder negativ, —— F oder 
900 ift, wie es ſeyn muß. z ift pofitiv, und aud) sin (x zZ) 
ift pofitiv, mag (x 2) < oder > 90° feyn, Aiſo ift au) MM 
immer — „wie es ſeyn muß. Folglich iſt ganz rn. Be 
y=zcosp sin(xz). en Er Bi 
z’ cosY" = z’cosp ale Ey 
woraus fogleic) 
: ECO 
a ein(«=):) N 
Nach (10.) iſt | — 
cos(y’2) = cosX' cosX” + cosY’ cos” + —— — — 
di nad) dem Dbigen — 


eos(yz2)= cos(xy')cos(x'z') + cosY’cosY” —— 


Aber 

cos(+Y)=cosY’ =c{M—(xy);=sm(Xy). 

Alto | Se j 

eos(yz)= cos(xy)cos(x'z') + sin(x'y "yc0sY" ; —— 
— cos — cos (x y’)cos(x®), ; 





sin(x'y }: 
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—— nach dem Pipe; zugleich mit gehdriger Vertauſchung 
der Buchſtaben ‚in völliger Allgemeinheit: 


— 2) — cos(x’ yYeas(x ER 
sin(xy)sin(x'z’) 
eos(x’z) — cos(x’y’)cos(y’z’) 
sin(x’y’)sin(y’z') 
cos(x’y) — SEELEN 

* sin(x'z‘)sin(y 2‘) 


ober, tern wir die ebenen Winfel, welche die Ecke bilden, Nun, 
a,b, e, die gegenade gg— Flaͤchenwinkel durch A, B, 
bezeichnen: 





cos(y': =z — = 





| es = 


cry) — 














cosa — cos beose 
cosA = - : > 
; sinb sine 
cos b — cosacosc 
cosB = - = ; 
sina since 
cose — cosa cosb 
c0osG = z - “ 
{ sinasinb 


- Aus diefen Formeln ift im Art. Trigonometrie (57. ff.) bie 
ganze fphärifche Trigonometrie abgeleitet worden. 


15. . Wir wollen nun fogleich den allgemeinfien Fall be- 
trachten, wenn man von einem beliebigen fchiefwinkligen Syſteme 
zu einem andern. fchiefwinkligen Syſteme übergeben foll, indem, 
wir jedoch) zuerft vorausfeßen, daß beide Syſteme einerlei An- 
fangspunft haben, Die Eoordinaten in Bezug auf das primitive 
Syſtem werden dur) X, y, 2 die Coordinaten in Bezug auf 
das fecundäre Syſtem durch x’, y, zZ, die von den pofitiven 
Theilen der Axen eingefchloffenen Winfel wie vorher bezeichnet. 
Durch den gemeinfchaftlichen Anfangspunft beider Syfteme denfe 
man fic) ein. beliebiges rechtwinkliges Syſtem gelegt, und be— 
zeichne die von den primitiven Axen mit dieſen neuen Axen ein— 
gefehloffenen Winfel durch) 


BE RE Ne 
die von den fecundären Aren mit denfelben rechtwinkligen Aren 
eingeſchloſſenen Winkel auf ähnliche Weife durch 
* X,y.1,; A re RE ———— Ei Be ’ 
Die rechtivinfligen Coordinaten follen durch “,y,z beeid- 
net werden, Alle Eoordinaten beziehen ſich auf denfelben Yunft, 
— (8.) iſt 

x” = xcosX + ycosX’ + zcosX” 
y’=xeosY + ycosY’ +'zcosY"” 


[23 


N 2’ = xcosä + ycosZ + zcosZ” , 
fo wie auch 
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x = x’cosX, + y’cosX', + z’cosX”, 
xcosY, + ycosY’, + z’cosY", 
xcosZ, + y’cosZ, + z’cosZ”, . 


Multiplicirt man die erſten Gleichungen zuerſt nad) der. Reihe 
. mit cosX, cosY, cosZ; dann mit cosX, cosY’, cosZ, 
fo wie aud) mit cosX", 008 Y", cos Z, und addirt die — 
chungen zu einander, ſo erhält man, weil nad) (10,) 


cosX? + cosY? + cosZ2? =1, 
cosÄX'? + cosY"? + cos? =1,. 
cosX”"? FeosY"”” + csZ’? =1; 
cosX cosX’ 4 cosY cosY’ + c0osZ4 cos2’ = — 
.cosX cosX” -+ cosY cosY” + c0sZ cosZ’ = cos(xz), 
eosX’cosX” + cosY’coosY” + cosZ’cosZ” = cos(y2). 


ift, ſogleich: * 
x’cosX + y’cosYı + 2’cosZ =x + ycos(xy) + zcos(x2) 
x"cosX’ + y’cosY’ + 2”cosZ = y + xcos(xy) + zcos(yz) ) 
x" cos x + —— + ax ae = 2 + xcos(xz) + yeos(yz). 
Werden nun fir. x”, y, z ihre Ausdrücke aus den zweiten 
obigen Gleichungen gefegt, fo erhält man, weil nah (10,) 
eosX cbsX, + cosY cosY, + c0sZ cosZ, = cos(xx ; x 
cosX cosX, + cosY yet + c0sZ cosZ’, = cos(xsy) 
cosX cosX”, + cosY cosY”, + cosZ4 c0sZ’, = cos(x?) 
cosX’cosX, + cosY' cosY, + c0sZ’.c0osZ, ==.cos(yxX) 
cosX’ cosX, + cosY'cosY', + c0sZ' cosZ/, = 'eos(yy') 
cosX' o0osX”, + cosY’casY”, + 00sZ cosZ’, = cos(yz’) 
eosX”cosX, + cosY”cosY, + cosZ’cosZ, = = cos (2x) J— 
cosX”cosX, + cosY”cosY', + c0sZ” c0sZ', * = cos(zy') 
c05X”cosX”, + cosY” cost”, + cos Z" cos 052", — Rn 9J 
iſt/ ſogleich we 
x cos (xx) + y’cos(xy’) + cos(kz)=x + yisoe (ey abe Ei 
x cos(yx’) + y’cos(yy’) + z’cos(yz‘) = y+ xeos(xy)Fzcos(y2) ® 
x'cos(ax') + y’cos(zy’) + z’cos(zz’) = 2 + — —— | 
Dies find die allgemeinften Gleichungen zur er 
Eoordinaten, "Set man 2 eriten Seiten diefi ſer Gleid igen 
nach der Reihe = A n B,C, uw 
cos (xy) =a,,'cos(z) —b,, eos (ya) =&% a 
fo erhält mans 


nah 





Azex+ay+rb,z 

B=zytrax+r 0,2 

NE + b, x CıY5 
und hieraus durch Elimination: 


£ 
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4 —— GStbi—=a.c,) 
en 1—a,a,—b,b,—c,c, +2a,b, ec, Ar 
‘ — B(1—b,b,) — Ala, —b, c,) sn G(e, —a,b,) 
y= .1—-a,3,—b,b,—ce,e +2a,b,e, 

* ur A(b,—a, ce.) — B(e,—a,b,) 

WS; 1—a,a,—b,b,—ce,c, +2a,bie, A 

Haben nun die beiden Syſteme nicht einerlei Anfang der 
Coordinaten, und a, b, c find, wie gewöhnlich ‚die Coordina⸗ 
ten des Anfangspunftes des ſecundaͤren Syſtems in Bezug auf 








’ 





dag primitive, fo folgt aus (4) augenblicklich), daß in diefem 








Falle — 
* All—c,c,)— B(a,—b,c,)— C(b,—a,C,) 
* * Rt -.4i—2,2,—b,b,—c,c, +2a,b,c, s 
Er B(1—b,b,) — Ala,—b,c,) = C(c,—a,b,) 
Bent 1—a,a,—b,b, -e,e,+2a,b,c, ER 
TR Cli—a,a,) — Alb,—a,c,) —B(cy—a,b;) 





1—a,a,—b,b,—c,c,+2a,b,ce, 


if, In diefen Gleichungen werden zwölf Winfel als gegeben 
angefeben. (xy), (xz), (yz) find die Winfel der primitiven 
Eoordinatenaren, und werden jederzeit als gegeben betrachtet. 
Außerdem bleiben noch neun Winkel. Es. entiteht nun die Frage, 
ob alle dieſe Winfel unmittelbar gegeben feyn müffen, oder ob 
nicht vielleicht einige, durch) die andern beſtimmt werden. 


16. Diefe Frage genügend zu beantworten, befchäftigen wir 
uns zuerſt wieder mit einer Yuryabe, welche in (9.) ſchon für 
rechtivinflige Coordinaten aufgelöit worden iſt. Es feyen naͤm— 
lich wieder. OA. und OB zwei beliebige von O ausgehende ge— 
rade Linien im Raume. Durch) O legen wir ein beliebiges ſchief— 
twinfliges Coordinatenfyftem, und bezeichnen die von OA und 
OB mit den. pofitiven  Theilen der Axen diefes Syſtems einge- 
fchloffenen Winkel durch a, B, y, umd.a', P,y. Die Coor- 
dinaten in Bezug auf dieſes Syſtem werden durch x, y, z be 


zeichnet. Man folk nun den von den Linien OA und OB ein- 
- gefchloffenen , 180% nicht überfteigenden, Winkel p finden. Mau 


betrachte OA und OB als die pofitiven Theile der Aren der x 


und y eines neuen Coordinatenfoftems und laffe den pofitiven 
Theil‘ der Axe der z' diefes Syſtems mit dem pofitiven Theile 


der Are der z zufammenfallen, fo it offenbar (xy) = 9 


(zz)—=0. Mfo, wenn fich jest alle Coordinaten auf einen 


willführlichen Punkt beziehen, nad) (15.): 


x + ycos(xy) + zcos(x2) = x’cos« + y’cosa’ -+ z’cos(xz‘) 
y-+ xcos(xy) + zcos(yz) = x’cosß + y’cosß’ + z".cos(yz'), 
z + xcos(xz) + ycos(yz) =x cosy + ycosy) +2. 

Hier it das Syſtem der x, y, z als das primitive Sy— 


ſtem betracjtet worden’ Betrachtet man aber, weldyes offenbar 


* ⸗ 
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verſtattet iſt, jetzt das Syſtem der x, * FR; als dns ii } 
Syſtem, fo erhält man chen fo: | 


x + y’cosp + z’cosy = xcos« * yecosf ne 20087 
x + xcosp + z’cosy’ = xcos« + ycosf’ + 2c08y 
2° + x cosy 4+ ycosy' = xcos(xz) + ycos(yz) +2, 


wobei zu bemerken, daß nach der Vorausſetzung (xz) = * 6G⸗ — 
(yz)=(yr) if. Da nun aber die Lage des Punktes, auf 
welchen ſich die Coordinaten beziehen, ganz willkuͤhrlich iſt, fo | 
iſt es verſtattet, anzunehmen, daß derſelbe in der Axe der 
liege, und demnach — 0. Dadurch erhält man 


x + ER 4 zcos(12) = x’ cos« 2 
y + xcos(sy) + zceos(yz) = x’cosß 
2 + xcos (x2) 4 ycos(yz) = x’ cosy 


und ER a © 
: x =xeosa + ycosß + zcosy Hu N 
x cosp = xcos« + ycosß’ + 2c05Y‘. x“ 


‚Die leßte Gleichung iſt mit der vorhergehenden dritten. weh E | 
Aus der vierten und fünften Gleichung folgt augen a 


xcose + ycosß' + zcosy’ 
xcosa + ycos# + zcosy ? 


und es kommt nun darauf an, aus den drei erſten Gleidungen“ 
durch Elimination x, y, 2 zu beftünmen, welches nur die ge⸗ 
meinften- Regeln der Algebra erfordert, Segen wir der u, 3 
wegen 





cos p= 


O = ecos(xy) — cos(xz) cos (yz) ai 
Q' = c0s(s2) — cos(ay) cos(y)s 
Q” = eös(ya) — cos(xy) cos(xz) ; 


fo erhalten wir durch, diefe ira kranfart nach einigen ganz ei 
fachen trigonomesrifchen Transformationen: 


— cos e sin (y2) — OQcosß — Q’ cosy 
.1-cos (xy)? -cos (x2)2-cos(yz)? +2 cos a) cos (zz) | cos DE 





cos ß sin (xz)? — Qcose — Q’cosy a 
1- cos (xy)? — — -cos(yz)? +2cos(xy) cos (xz) — Se 49 
cosysin(xy)? — cos ⸗ Qcos EN H 

7-08 (sy)* - cos (x#)?-cos(yz)?+2cos — cos — ih y 
Seit man i "u —J 
eos cos a sin (y⸗) + cosß cos ß sin (xz)? 4 cosycosy'sinxy)? 

— (cos ⸗ cos #’ + cosa' cos) |cos (xy) — cos(xz) cos (yz) } | Eck 

— (cosacosy' + cosa’cosy) cos (x2)— eos (xy) cos(yz) | F 

— (cos 3 cosy’+- cosf’cosy) [cos (y2)- — cos (xy) cos (xz) hi 





u: 
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= cose? sin (ya)? ae ß? sin (xz)? + cös y’ sin (xy)? 

— 2cosaecosß|cos(xy) — cos(xz)cos(yz) } 

— 2cose cosy{cos(xz) — cos(xy) cos (yz) } 

— 2cosfß cosy; cos(yz) — cos(xy)cos(xzz)} , 
ſo überzeugt man fich leicht, daß durch die Subftitution der ge- 
fundenen Ausdrüce von x, y, z in: den obigen Ausdruck von 
cosp erhalten wird: j en 
A 5, 


wodurch alſo 9 gefunden ift, aud) für ein ſchiefwinkliges Coor⸗ 

dinatenſyſtem. — — 

17. Nehmen wir nun an, daß die Linie OB mit dem po— 

ſitiven Theile einer der Coordinatenaxen, z. B. mit dem poſiti— 

ven Theile der Are der x zuſammenfalle, fo it, wie leicht erheilet, 
h e=e0d, Fehy), Yale), VER: 

Afo, für | 


T= cos a sin (yz)? + cos ßcos (xy) sin (xz)? + cosy cos (xz) sin (xy)? 
— [cos«cos(xy)-+ cosß} |cos(xy)— cos(xz) cos(yz)} 
— |c0s«#€c0s(x2) + cosy} [cos (x2)— cos(xy) cos (yZz)} 
— { c0s ßcos (x2)-F cos y cos (sy)} cos (y2) — cos (zy) cos (xz)} : 
c0se = 7 
oder 
——— 
Entwickelt man dieſe Gleichung, druͤckt die Quadrate der 
Sinus ſaͤmmtlich durch Quadrate der Coſinus aus, hebt auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens auf, was ſich aufheben 
laͤßt, und dividirt auf beiden Seiten durch cos, fo bleibt zu— 
legt ftehen: 
0=1— cosa? — cos ß? — c0sy? — cos (xy)? — cos (xz)? — cos (yz)? 
+ cosa?icos(yz)? + cosß? cos (xz)? + cos y? cos (xy)? 
+ 2cosa cos cos (xy) +2 cos«cosy cos (xz) 
+ 2 cos ß cosy cos(y2)+2cos(xy)cos(xz) cos(yz 
— 2c0su cos 4 cos (XZ) cos (yz) 
— 2cosa cosy cos(xy) cos(yz) 
— 2cosfß cosy cos(xy) cos(xz) , ? 
MWendet man diefe Gleichung auf die pofitiven Theile der 
Aren des fecundären Syſtems (15.) an, fo erhält man: 
0=1- c0s (xy)? -cos (xz)? - cos (yz)? - cos (xx’)? - cos (yx’)? - cos(zx’)? 
-+ cos (xy)? cos (2x)? + cos (xz)? cos (yx’)? + cos (yz)? cos (xx’)? 
42 cos(xy)cos(xz) cos (yz)+2cos (xy) cos (xx’) cos (yx’) 
+2 cos (xz) cos(xx’) cos (2x’) +2 cos (yz) cos (yx’) cos (zx’) 
—2cos(xy) cos(xz) cos (yx) cos (zx‘) 
— 2cos (xy) cos (yz) cos (xx’) cos(zx’) 
2 cos(xz) cos(yz) cos(xx’) cos (yx’) , 
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0=1-cos(sy)? -cos (xz)? -cos(yz)?- cos (xy’)? -cos (yy’)2-cos (zy’)? 
+ cos (xy)? cos (zy')? +} cos (xz)? cos (yy’)?+cos(yz)? cos er. A 
426o0s (xy) cos (xz) cos (yz)+2cos(xy) cos (xy’) cos(yy) 
+2 cos (x2) cos (xy’) cos(zy)++2cos(yz) cos(yy') cos — 
—2cos(xy) cos(xz) cos(yy’ ) eos (zy’) 
—2cos(xy) cos(yz) cos (xy’) cos (2y) 
— 2cos(xz) cos (yz) cos\xy’) cos(yy’) , e ER 
0=1-cos(xy)?-cos(xz)?-cos(yz)”-cos (xz)? - cos (yz’)? - cos(zz’)® 
eos (xy)? cos (22)? + cos (x2)? cos (yz’)? + cos (ya)* cos (az)? 8 
+2 cos (xy) cos(xz) cos(yz)-+2cos(xy) cos(xz') ‚cos (ya ) 
+2 cos (xz) cos(xz') cos (22°) +2 cos(yz) cos(yz') cos * * 
—2cos(xy) cos(xz) cos(yz’) cos (zz') 
—2cos(xy) cos(yz) cos(xz’) cos (22) 
226000s (x⸗) cos(yz) cos(xz’) cos (yz). 
Man ſieht alfo, daß von jeder der drei Gruppen: 
(x), (yx), (aX)5 IR 
(@ay'), (sy) lay)3 > 
(x), (2), (a2); En % 
immer jederzeit nur zwei Winfel gegeben zu ſeyn an / in⸗ | 


dem fi) dann der dritte mittelft einer der drei obigen Gleichun⸗ J 
gen finden laͤßt. 2 


18. Man kann auc) die Minfel —— welche die drei 
ſecundaͤren Axen mit einander einſchließen, indem man die ſechs 
Aren der X, y7 2, %,y, 2 auf eine foldye Art zu vieren mit 
einander combinirt daß in der Combination zwei primitive Axen 
und die beiden fecundären ren, deren Winkel geſucht wird, vor⸗ 
kommen. Um z. B. den Winkel (x y’) zu finden, fönnte man 
die ſechs Aren auf eine der drei gas Arten mit einander 
verbinden: 4 


.r 


% Y⸗ x 
3; 2; Ka he ee 4 (8 j 
WERE J 

und wuͤrde z.B. aus der erſten dieſer Verbindungen zur Be⸗ 
ſtimmung des Winkels (x’y’) folgende Gleichung erhalten: 
0=1-cos (xy)? -cos(xx')? -cos(yx’)? - cos (xy’)’-cos(yy’)? cos ( 
Peco⸗ (xy)? cos(x'y "y? + cos (xx’)? cos (yy')? + ecos(yx * ‚cos (sy)? 4 


— cos (xy) cos(xy’)cos(yy’)-+2 cos (xx) cos (xy ) cos (x ur > 
"+2 cos (yx’)cos(yy’) cos (x’y’)+2cos (xy) cos(xx’) cos 6 4 
2cos (xy) — cos (yy) cos (x y) 9 


—2cos (xy) cos (yx) cos(xy’) cos(x’y'‘) 

—2cos (zx’) cos(yx’) cos(xy’) cos(yy') - - 

19. Nach dieſer allgemeinen Behandlung der Eoordirinten« 5 
verwandlung fehren wir in einer andern Beziehung wieder sa 
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. dem Falle ziveier rechtwinkligen Syfteme mit einerlei Anfang zu⸗ 
‚rück, indem fich naͤmlich zeigen läßt, daß es in diefem Falle 
immer eine ebenfalls durch den gemeinfchaftlichen Anfang gehende 
Are von folder Belchaffenheit giebt, daß das eine der beiden 
Spfteme, um diefe Are gedreht, mit dem andern zufammenfällt. 
Man überficht augenblicklich, daß diefe Are eine folche Lage ha⸗ 
ben muß, daß die drei Winfel, welche die durch fie und die 
pen der x und x, der y und der y’, der z und der z' geleg» 
ten Ebenen mit einander einfchließen, einander gleich find, und 
daß die Dredungsare felbft, gegen die pofitiven Theile der Aren 
der x und x’, der y und y, der z und z unter gleichen Win- 
keln geneigt feyn muß, wobei wir ung immer die Drehungsare 
am Anfange der Coordinaten anfangend, oder von demfelben aus— 
ehend denken, Die von den genannten Ebenen eingefchloffenen 
infel feyen = pP, und die von der Drehungsare mit den po⸗ 
fitiven Theilen der Axen der. x, y, z:oder x’, y, z eingefchlof- 
fenen Winfel feyen = «, P, y5 fo folgt aus (14,) fogleich die 
Nichtigkeit folgender Gleichungen: ’ 
: E Br a ar 
—— ———— _ eos yy‘) EA P u Er nt 
sin «? sin ß? -  siny?® 
und hieraus; — 








‚cos (xx) = cosa? + sina’cosp 
eos(yy’) = cosß? + sinß?cosp 
eos(z2’) = c0sy? + siny?cosp 


1 — cos(x#’) = sina? — sina?cosp = sin a? (1 — cos) 
1 — cos(yy’) = sinß? — sin ß?cosp = sin ß? (L— cosy) 
1 — cos(zz’) = siny” — siny? cosp = siny? (l—cosp) » 


Nach) (8) iſt, wenn ſich jeßt alle Eoordinaten auf ein und 
denfelben Punkt beziehen: 


x —=x’cos(sxX) + y’cos(xy’) + 2 cos (x2’) 
y=xcos(yX) + ycos(yy) + 2’cos (yz’) 
2 Ze cos (2x) + ycos(ay’) + 2’ cos(az) , 
x = xcos(sx) + ycos(yx’) + 2 cos(zx’) 
RER cos(xy) + ycos(yy’) + zeos(2y') 
2 = x6ö6(x2‘) + yoos(yz’) + 2cos(zz’) , 
oder mittelſt der fehon in (11.) angewandten Bezeichnung: 
zs=Ar +By +07, "= Ax4+ Ay+ A; 
y=As +By +07, y=Bxs-+By + B’z; 
z=AxX+B'Yy +0”, "= 0&x + Cy + 0%. 
Betrachten wir nun die Drehungsare ald den pofitiven Theil 
einer neuen Are der x , und nehmen an, daß der Punkt, auf 
welchen fich jetzt alle Coordinaten beziehen, in diefer Are liege, 
fo daß alfo für diefen Pnfty =z’—0 if; fo ift nach den 
obigen allgemeinen Formeln der Coordinatenveriwandlung für rechts 
winklige Axen: Pa, 


— Coordinaten 


Elli) = x Co 
yz=x’cs(y’) = x" 008 Pi. RR 
2 = x”’cos(zx”) = x”cosy ; BT 
x =x’cos(XX)=x’cose , 


y=xoeco(yx’)=x”’cosß, 
2 = x"cos(z’s”)=x"cosy. B 
Seen wir diefe Ausdruͤcke im die obigen Gleichungen, fo er⸗ 
halten wir, nachdem auf beiden. Seiten durch x’ dividirt worden: © 
cos@e =A cosae -B cosf + Geosy, 4 
cosß =A’ cosa + B’ cosß + Clcosy, 

cosy = A”cosa + B’cosß + C”cosy 5; ei 
cosa=A cosa + Acosß $ A’cosy, 
cos@ = B cosa + B’cosß + B’cosy, . Be 
eosy=C cosa+ Cecosß + C’cosy. 


Dur) Subtraction und Addition. dieſer Gleichungen asien man 
lei 9 
— 0o — (A B)cos A + —— ar ’ 
0 =(A'—B)cosa — (B"—C')cosy , ! ! 
0=(A”—O)eose + (B’—-C)coß; 
21—A) cose= (A +B)eosß +(A’”+C)cosy, 
2(1—B) ceosß =(A’ +B)cosa + (B”+C)cosy, 
24—C — * (a” +C)cosa + BETONEN, wi 


oder y wenn wir | 
BAR, MO AIG BE - 
A+B=p, A!+cC=g,B’+C=er 
ſeben | | Br, 
i 0O=pcos$ + gcosy, 
0 = pcose — rcosy, 

Om=geosa Frcosß; “ vd 
2(1—A) cose = p’cosß + g’cosy, 
2(1—B').cosß =p’cosa + r'cosy, 
2(1—C”)cosy = g’cosa + rcosß. 


Durd) Auftöfung der drei erften Gleichungen findet man: i 
sß —— 
— = Poosy * 
Zur Beftimmung aller drei unbefannten Größen — 
chungen nicht J da eine jede derſelben aus den beiden andern 
folgt. | | 
Da ; ne > — 








A — cos (x),B= cos (yy'); C” = .cos (zz) 
ift, fo nehmen die drei andern Gleichungen folgende Geftalt an: 
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2sine?cosa(l—cosp) = p’cosß + g’cosy 
2sinß? cosf(1—cosp) = p'cosa + r’ cosy 
2siny?cosy (l—cosyp) = gq’cos«e + r’cosf , 


und no erhält durch Auflöfung diefer Gleichungen: 


(sin @? cos BAT, sin ß? cos ß? — siny? cosy?)(1— cos 2 
c08«@ cosß 





ee 


% zig (sin @? cos «? + sin y? cos y? — sin $?.cos $?) (1 — cos ge 





cos«a COSY 





— (sin 432 cos 8? + siny? cosy?— sin a? cos a?)(1— cos p- 


cosfß cosy 
Weil — 
cos«? + cosß? + cosy? =1, 
-cosy? = 1— cosa? — cosß?, siny? = cosa?+cosf?, 
 siny? cosy? = cos a? —cosa* + cosß? — cos ß*—2cosa? cos #? 
= cos«a?(1-cos«?) + cos ß? (1-cos ß?) —2cos.a? cos f? 
= sina?cos«a? + sin ß?cosß? — 2 cosa? cos f? 
iſt, fo wird der erfte Factor im Zähler des erſten Bruchs, und 
eben fo die ähnlichen Factoren in den Zählern der andern Brüche: 
2cos a? cosß?, 2cosa? cosy?, 2 cos? cosy?.. 
Folglid) 


p ——— ER 
q’ = 2cos« cosy (1—cosp) 
r’ = 2cosfcosy(1—cosg) , 


wodurch alfo ‚die drei Größen p', q, r beftimme find. Es bleibt 
demnach bloß unter den ſechs Groͤßen p, d/r, Prg,r ned 
p zu. beftimmen übrig. Dan kann ſich übrigens auch folgende 
Relationen merken, Es ift nach dem Dbigen 


peose = rcosy, p?cosae?® = r? cosy?35 
pcosß=- geosy, p? cos ß? = g? cosy? 3 
pcosys»= Pcosy, p?cosy’ =p?cosy?. 


Zolglich durch Addition, weil 
cosat + cosß? + cos”? =1 


“it ‚ zugleic) mit gehöriger Bertaufhung der Buchftaben ; 


p=cosy.Yp+qg’+r?, 
u g= eösßf.Yp+qQ?+r, 

r.= cosa, Yp+rqQ+r. ; 
Zur Beſtimmung einer der Größen p, q, r muͤſſen wir ei⸗ 


nen andern Weg einſchlagen. Entwickeln wir x’, y, z durd) 
Elimination aus den Gleichungen 
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x SAx + By 02 J 
| ysAX4By+Gz ER 
& = A’x’ + B’y 4 Ca De Kirn ; 
fo erhalten wir: EN... — N 
(B"C"—C’B”)x + (B"C—C”"B)y+ (BC’— CB) EN 





x 
yo AO Ar + AO CMy + AC- CAyz 

* L - 9 
„. (XBT—B’A”)x + (A"B—B”A)y + (AB’—BA’)z 
= r 2 


| 
wenn wir - | | h 
‚L= AB'0” — KBC” + ATBO — ABC + N B7C pc 
fegen. His 
Vergleichen wir nun diefe Gleidjungen mit den Stigungn: 
x=Ax+Ay+ A”, u 
y.=Bx+-By+Brz, ER | 


» 


z=(C + Cy + C’z; 
fo ergeben ſich die folgenden merkwürdigen Relationen: } 
B’C’—CB”=LA, B’C—-C"B=LA, BC —-CB =LA”; 11 
A’C—C’A=LB, — AC-CA=IB’; 
AB”"—BA’”=LC, A’B—B’A=LC, AB=BA=LC". 
Alſo —— 
(B’C’— C’B”)?+(B"C— CB)’ + (BO’—CBP=L?(A? HA? HAM), 
Der erſte Theil diefer Gleichung kann, wie leicht erhellet, auf | 
- folgende Form gebracht werden: | 
(B?+B’74+B"?)(0? +0? +0”) — BC+BCH a — 
Nach (11.) iſt | 
A2+A?+A=1, B?+B?4+BRS1, a BR 
BC+B’C+B’C’=0, ° “ 
Alfo wird obige Gleichung: h 
A a — 
wo eine naͤhere Beſtimmung wegen des Bei nacht Sean * 
werden wird. Ferner hat man nad) (11. 
AHA + Ari, | 
B3,6,B3 4 BY 4, $ uhr 
ar? + Be + Cr? =1. { 
Durch Addition der beiden erften, und durch Subtraction der 
dritten Gleichung erhält man: 
A? + A? + B2 EB ocn=4, 
AR B? = 1 ARD 
‚Aber nach dem vorhet Bewieſenen: er | 
AB—-BA=+cC”, — ABC": 9 
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Alſo IE { a Et 
| A'2_2AB HB? = I+2C” +0”? — (A? +2AB’+B?), 
A? +2AB+B? = 1720” +0”? — (A’—2AB’+-B?); 
d. i. By⸗ Ep Zusoy arm, 
| . @A+B?=p?=(1f0)? —(A—B). 
Welches Zeichen zu nehmen ift, entfcheidet man ſo. Nähme m man 
die ungern en ‚ fo wäre 
p? = (1—C’)? — (A—B')? + 40”. 
Aber 


1— = 1— cos(z2’) = 1— cosy? — siny? cos ꝙ 
— = siny?(1—cosp) · 

A-B’=cos (xx‘)- cos(yy’)=cos a? +sin a? cos p-cosß? -sin ß? cos p 
= cos a®— cos ß?+(sin a? — sin $?) cosp 
= — (sina?—sinß?)(1—cosy) . 
Folglich 
(0)2 — (A—B’) = [siny?— (sin aꝰ — sin P?)?} ¶ ⸗ cos ꝙ)⸗ 

= (siny? + sin a? — sin 42) (sin y®— sin a? + sin ß?) (1-— cos p)? 
= (1-cose? -cosy? + cosß?) (1 - cos ß?-cosy?+cosa?)(1-cosp)? 

= (cos ß? + cos ß?) (cosa«? + cosa?)(1— cos p)? x 

= Acosa?cosß?(1— cosp)’ » 
Folglich 
pP? = Acose? cos A? ( - cos ꝙ) + 4C” 

= Acosa? cos ß? (1—cosp)? + Acos(zz’) , 
da doc, oben bewieſen worden iſt, daß 
p’=2cosa cosßf(1— cosy), p?=4cosa?cosf? (1—cosyp)? » 
Man ne alfo die obern Zeichen nehmen, fo daß Eur 
L=1, 
und 
K—-Br=pt = (+ Ko (A+B)? ; 
(A+B?=p2= J 8 

iſt. Wie oben iſt 
14+C’ =1+co(z)=1+ c0sy? -+siny?cosp , 
A+B’=cos (zx’)+ cos (yy)=cos a?+sin a? cos p-+cos #?+sin $? cosp. 
Alſo, weil 


0 FABI-ecos aꝰ--cos 324 cos y2 4 (sin a?+sin 2?-Fsin y?) cos 
=2+2cosp = 2(l+cosy), 


= 2c0sy? + 2(siny®—1)cosp 
= 2c0sy? — 2(1—siny?)cosg | 
= 2 cosy?(1L—cosp) 





14+C’ -A-B’=1-+-cosy? -cosa? - cos ß?-H-(sin y?- sin «? - sin 2) cosp 


WB } —— N Ba... 


— -(AHBye He HAI am) u 
= 4eosy?(1- cosy)(i+cosp) — 
—— Mrcbey®) ae 
d. % a | — 
p® = 4cosz? singt : 'P= + 2cosysing u 
Mittelſt der * bewieſenen Formeln 
















bat man alfo: * — 
p= + 2cosysinp , 
era psingn, Ya 
f r= + 2cosasinp. 
Da nun — 
A—B=p,A”—C=g, B’—C=r; 
A’+B=p,A’+C=g, B’+C=r — 
war; ſo iſt p* 
— Sir, ee — | 


und man erhält alfo mittelft * babe usa: — 
A: coll ers cosp + cose® - BER 
A’ = cos(yX) = + cösy sing + cos« cos B(1—cosg) a 
A" = cos(zX) = 4 cosß sinp + cos« cos y(t—cos y) 
= cos(yy)J)= ‘sinß?cosp + cos f? 
—* eos (2y') = = + cose sinp + cosß eosy(t—eosp) St 
B =cos(ay)= cosy sing + cos« sosß(1—cosp) 
= cos(a7)=  siny?cosp + cosy? 
C cos (xꝛ) =+ cosf sinp + cosa eosy(l—cosy) 
Ü = cos(y7) = 7 cose sinp + cosß cosy(l—cosp). - ri 
Mir haben angenommen, daß die Drehungsart von — 
‚ Anfange der Coordinaten ausgehen ſolle. Man überfieht abe = 
fogleidy, daß auch die Verlängerung diefer Are nach der and 
Seite hin ; über den Anfang der Coordinaten hinaus, der Auf- 
gabe genügt. Das ift der Grund der doppelten Zeichen in den, | 
eriten Gliedern ‚obiger Formeln, In der That find auch die a“ ar 
diefen beiden Axen, oder vielmehr von den genannten beiden 2 
len der Drehungsare mit den Coordinatenaren. eingeſch loſſe = 
Winfel @, ß, y und 180° — a, 180° — 8, 180° —y, Die 
Eofinus diefer Feinfel haben eittgegengefeßte. Zeichen. Daher 
müffen auch die eriten Theile obiger Gleichungen, welche die ein- 
fachen Cofinus enthalten, entgegengefegte Zeichen haben, die 
zweiten Theile aber pofitiv ‘bleiben, da fie das Product zweier 
Cofinus enthalten, welches pofitiv bleibt, wenn * die beiden 
Coſinus ihre Zeichen aͤndern. 


7 
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Die obigen ſehr merkwuͤrdigen Formeln find von Euler 


und Lerell in zwei Abhandlungen der Nov. Comm Petrop. 


T.XX. 1775.: Nova methodus motum corporum rigidorum 
determinandi und Theoremata nonnulla generalia de trans- 
latione corporum rigidorum. bewiefen worden, und aud) wies 
der mitgetheilt von Sacobi in Crelles Jonrnal. II. 2, 
S. 188. aber ohne Beweis, Obige Entwickelung wird manches 
Eigenthümlicdye haben. 


20. Aus diefen Formeln laſſen ſich manche merkwuͤrdige 


Relationen ableiten, woruͤber wir nur Einiges bemerken, indem 


wir vorher wieder in Erinnerung bringen, daß 
cosa? + cosf? + cosy? —=1, 
sine? + sinß? + siny? = 3—cosa? — cosß? — cos? = 2 
ifl. Zuerſt iſt 
1-A+B +C”’”=1+co0sa? + cosß? + cosz? 
+ (Sina? + sinß? + siny?) cosp 
= 2+2c0osp=2(1+cosp), 
und ferner { 
1+A—B—cC’=1+ cose? — cosß?'— cosy? 
i + (sine? — sin? — siny?) cosp 
= 1+c0sa? — 1+cosa? + (sina® — 2+sina?)cosp * 
⸗2cos a? — 2(1—sina?) cosp = 2cosa?(1—cosy) . 
Wir haben alfo 
1+A+B +C"=M= 2(1400sg) 
1+A—-B —C”=N = 2cosa? (1—cosy) 
1—A+B’—C’"=P = 2cosf?(1—cosy) 
1—-A— BP + Ü"=Q = 2cosy?(1—cosy). 
Neberlegt man nun, daß 
d+cosy)(1—cosp) = 1—cosp? = singp? 
ift, fo erhellet augenblicklich, daß die Gleichungen in (19.) ſich 
auch auf folgende Art fchreiben laſſen: 
2A = YOM + YPN ; 
ı 2B”=YMN + YPOQ, 
2C =YPM + YON; 


E 24 = — YPM + YOQN, 
2B =- YOM+TYPN, 
/ 2C =—- YMN+TM. 


Die Größen A, B’-C” werden: hier als gegeben angefehen, und . 

man zieht hieraus folgenden merkwuͤrdigen ‚allgemeinen Schluß: 

Wenn neun Größen dur die folgenden ſechs Gleichungen 
verbunden find: I 
Supplem. zu Klügels Wörterb. J. Hh 
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a +B2 402 =, 
A’? + Bi +0? —=1 5 TE. 
Aa BR Cr —1; Ba 
AX +BB + cc —=0 Br ir 
AA” + BB” + ce =o ; — 
| AA+BBE+CY—=0, De 
und es find drei diefer Größen, z. 8, A, B, C” gegeben, fo’ 
laſſen ſich die übrigen ſechs immer finden, und zivar, wenn Man 
1i-A+- BB + U" =M, 4 
I1+A—B— CN, 
1—-A+B—C’=P, 
1-A—-B + Cl’ =Q ——— 
ſetzt, durch die Formeln: —— 
2A:=VPN + VOM, 2A=rYON— YPM, 
2B”=YPQ + YMN,28B = YPN— YOM, 
2c =YOn + YEM, 20 rg -rwm. 75 
Die Erfindung diefer Höchft merfiwärdigen Formeln wird gewöhn- 
ih Monge zugejchrieben; man ſieht aber, daß fie eigentlich mit I 
den obigen merkwürdigen Enler’fhen Formeln einerlei find, T 
und daß durch leßtere zugleich die geometrifche Bedeutung diefer T 
Ausdruͤcke nachgewieſen wird. Durch trigonometrifche Rechnung T 
ift auf eine ſehr elegante Weiſe Ende zu den Formeln von T 
Monge gelangt, in dem Berliner astron. Jahrbuch für 1832. 7 
Berlin. 1830. S. 305. —— | | | 
Auch 












— 


KA - BB= BB" — CO = CC — ara \ 3 
= (A+B)(A—B) = (B’+0)(B’—C) = (CHÄ)C-AN) 
mt hoosacosfcosyinpl-—cany)) 0 a 
iſt noch eine bemerfenswerthe Relation. a a 
rn Den Formeln zur Verwandlung rechtwinkliger Coo 
dinaten: ar 
x xcos(xx’) + y’cos(xy') + z’cos(zz), 
y=xcos(yX) + y’oos(yy’) + z"cos(yz) , 
z = x’cos(zx') + y’cos(zy’) # z’ cos(az) 
und — 
x xcos (xx) + ycos(yxX) 42cos(2x), 
yz=xcos(sy') + ycos(yy)) + 2 cos (2y), 
2 == xcos (x) + ycos(y2) + zcos (zz) E 
pflege man, namentlich in der Mechanik und Aſtronomie häufig 
eine andere Form zu geben, welche fie zu vielen Unterfuchungen 
ganz vorzuͤglich gefchickt macht» Denken wir uns nämlich in der 
Ebene der xy vom dem gemeinfchaftlichen Anfange der. Coordina- 
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ten an eine beliebige gerade Binie gezogen, die zugleich, welches 
offenbar immer moͤglich iſt, auch in der Ebene der xy’ liegt, 
und fehen wir diefe £inie als eine neue pofitive Are der © * 
fo iſt nad) (14) . 
cos(zx) = ‚cos(x@x’) sin ( Ox) sin(@x) + cos(@x) cos(@x‘) y 
cos(xy) = cos (x9y’) sin (Ox) sin(@y’) + cos (0x) cos(®y'), 
.eos(x2) = c05(x9z') sin (8x) sin(@z') + cos(®x) cos(@z') , 
cos(yX) = cos(y@x’) sin(Oy)sin (@x) + cos(®y) cos(@x') , 
008 (yy) = cos (y9y’)sin (Oy)sin (Oy’) + cos(®y) cos(Oy') , 
“ eos(yz') = cos(y@z')sin(Oy)sin (02’) + cos(@y) cos(@z‘) , 
008 (2%) = cos (z@x‘) sin (©z)sin (@x’) + cos(®z) cos(@x') , 
©. eos(ay)— cos(zOy’)sin (Oz)sin(©y’) + cos(9z) cos(Oy) , 
"U seos (zz’) = cos (2 @z') sin (Oz) sin (02) + cos(©z) cos (Oꝛ ). 
Da aber die Linie © nad der. Vorausſetzung ſowohl in der Ebene 
Wer xy, als aud) in der Ebene der x’ y liegt, fo ift in allen Fällen 
— (62) = %° ; 

sin (02) = sin(9') =1, c0s(9) = cos &) = 0; 

and die Formeln nehmen folgende einfachere Geftalt an: 
cos(xx) = cos (xQx’) sin(©x) sin(@x’) + cos(®x) cos(Ox’) , 
cos(xy') = c0s(x@y’) sin(@x) sin(Oy’) + cos(®x) cos(9y’) , 

cos (zz’) = c0s(x9z’) sin (®x) ’ 

cos — = c0s(y@x’)sin(By)sin(@x’) + cos(Oy) cos(Ox) , 

? cos (yy)= cos (yOy')sin(©y)sin(®y') + cos (ey) cos (9y’) , 

coos (y2) = cos (y9z’) sin (9,) , 
cos(zx’) = cos(z@x’)sin(Ox’) , 
eos(zy) = c0s(20y’)sin(Oy') , 
cos (zz) = 005 (20). 
fo nach dem Obigen allgemein: 
= x’|cos (x@x’) sin(®x) sin (Ox') + cos (©) 608 (0%) It 

+y\ |cos(x0y’) sin(@x) sin (©y’) + cos(®x) cos (Oy )} 

+2’ cos (x0z')sin (x); 
= x!cos(y®x’) sin(®y) sin (x‘) E cos(9y) cos(&x)} 

4 leos ( Oy) sin(®y) sin(&y‘) 4 cos(®y) cos(®y’)} 

"+ 2’ cos(y®’) sin (09) m 
= x’cos(z@x’) sin(Ox) + y’cos 0) sin (ay) 2% 2’cos(2@7'),, 
0 wie umgefehrt: 
= x/cos(x@x’) sin(®x) sin (Ox) + cos (@x) cos (@x’) } 

. + y{cos(y@x’) sin (Oy)sin (05) + cos (Oy).cos(9x)} 
+ zcos (z0x’) sin (@x’) 5 
"= x[cos(i9y’) sin (@x) sin(®y’) + cos (®x) cos(9y') } 
+ y{cos(y9y’)sin(Oy)sin(®y’) + cos (9) cos(9y'); 
Br 2.005 (20y') sin (9y’) 5 
=xcos (x®z’)sin(9x) + ycos (y9') sin in (8) + 2c0s(2@). 
| 952 






* 
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Dieſe allgemeinen Formeln koͤnnen aber in beſondern Faͤllen noch 
unter eine einfachere Geſtalt gebracht werden, wobei es jedoch 
immer auf eine beſondere Uebereinkunft wegen der Annahme der 
Aren und ihrer pofitiven Theile anfommt. Einige der hierher‘ 
gehörenden Fälle ſollen jeist näher betrachtet werden, wobei wir 
immer die Winkel 
(x9r) =.0, (A) ='y5 (&%‘) =9 


ſetzen werden. 


* 


J. Denken wir uns die Lage der zehn ſaͤmmtlich von dem 
gemeinfchaftlichen Anfange der Coordinaten ausgehenden Theile‘ 
der Durchfchnitte der Ebenen. der xy und xz, der xy und yz, S 
der X y und xz, deexy und yz, der xy undxy deutlic), 
fo ift flar, daß es unter dieſen zehn Linien immer drei geben 
wird, für welche die Winfel ©, Y, ſaͤmmtlich fpige Winfel 
find. Die Linie © liege immer in den Ebenen der xy und X y 
zugleich; diejenige der -beiden andern der drei obigen Linien, 
welche in der Ebene der xy liegt, nehmen wir als pofitiven Theil 
der Are der x, und die, welche in der Ebene der xy’ liegt, als 
pofitiven Theil der Are der x an, indem wir nämlid, voraus” 
fegen, daß urſpruͤnglich zwar beſtimmt fey, ‚welche Ebene die 
Ebene der xy, und welche die Ebene der xy feyn folle, daß 
aber die Bezeichnung der Aren ſelbſt der Willkuͤhr tberlaffen 
bleibe, eine Annahme, die feiner weitern Rechtfertigung bedarf 
Nachdem die- pofitiven Theile der Aren der x und x auf obige 
Weiſe beftimmt worden, nehmen wir den pofitiven Theil der Are 
der y fo an, daß die ebenfalls nad) dem Dbigen beftimmte Linie 
© in dem von den pofitiven Theilen der Aren der x und y ges 
bildeten rechten Winkel liege, und den pofitiven Theil der Ark 
der y auf eine ſolche, Weife, daß derfelbe von dem pofitiven 
Theile der Are vder’x an nad). eben der Gegend hin liegt, w 
der pofitive Theil der Are der x von der Linie © an. Die p 
fitiven Theile der Aren der z und z' endlich wollen wir fo a 
nehmen, daß fie in Bezug auf die Ebenen der sy md xy a 
denfelben. Seiten liegen, wie der Winfel © in Bezug auf 
Ebene der xy. Aus Fig. 12., welche diefen Fall darftelle, erhel⸗ 
let leicht, daß in der obigen Bezeichnung u. — 


a) = 9 (K)=w 2 a 
66059) 09 (Ye m 
aa),= 0% +09 (ON) =o — 
0*) = 180° 60 SEE Al 
yHYy)=180? —0® e ea e 
a A | 


ER)= Mio. 
. Gy) MO, 
a.)=96 
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if. Seht man nun dies in die obigen Gleichungen ſo erhaͤlt 


man: 
*— — "(cos 0 sinysinp + cosy cos) 


+ y’(cos © sinycosO — BA sin) 
—— "sin © siny ; 
y-=—-xı ’(c0s @ cösy sinp — sinı) cosy) 
2 — y’(cos O cosycosp * sin y sing) 
+ z’sin® cosy ; 
z=xsinOsinp + ysin®cosp +2'co®- 
und aud) umgekehrt 
X“ = x(cos®siny sin + cosy eos ꝙ) 
— y (cos O cosysinp — siny cos ꝙ) 
+zsin © sing 5 
y= x(cos®sinycosp — cosy sing) 
—y(cos® cosw cosp * siny sing) 
+zsin©cosg ; 
2! = — xsin® siny + ysin®cosy + zcos®. 


Unter diefer Geftalt gebraucht Lagrange die Sormeln i in der 


Mecanique analytique, p. 369, 


II. Es bleibe Alles wie vorher; nur nehme man — die 
poſitiven y auf der entgegengeſetzten Seite, fo ſchließt man aus 
Betrachtung von Fig. 13., welche dieſen Fall darſtellt, leicht, 


daß: | 
(xx) = 9 (%x) = y 


(«9%y)= 6 ... (Yy)=M + Y 
ar) = + 0 (x) = 

(vor) = 6 (Hy) = 0° + p 
(ay)= 9 

(497) = 90° + @ 

(z9) = 900 — 8 

(.HyY) = 900 — © 

(2050) — 0. 


Alſo 
x —⸗*C(cos O sinw sinp -F cos cos) 
1 * * * 
(cos O sinwcosp — cosy sing) 
—z'sin © siny ; 
y= x(cos® cosysinp — siny cos p) 
* (cos © cosyw cosp * sinysing) 
—z'sin © cosy ; 
z=xsnOsup+ ysin®cosp + z’cos® 


und | 
x" =  x(cosOsinysinp + cosy cosg) 


-+ y(cos © cosy sinp — sin cos) 
+ zsin O sing ; 


x 


“ 
ee EN EEE LEE 


— — 


— 
a rt —⏑2 


— — — 


— 





5 Goorbinaten. 


y'= x(008s0 sinycosp — cosysing)' 
+ y(cos@cosycosp + siny sing) 
+ zsin@cosp ; 
” = — xsinO siny — ysin® cosyw + 2008@. e 
So aplace die Formeln dar in der Mecanique. eblesle. 
p- 59. J 
III. Bleibt Alles wie in II, nur daß man die poſitiven 


Theile der Axen der z und z jetzt auf ben entgegengejeöten Sei⸗ 
ten nimmt, fo folgt aus Fig. 14. leicht, daß = 






(x) = 9 (AK)m=vw 
Koy)= 0 (9) = 9° + — 
(x9z') = 90° — 0 (&)=p 
(vor) = 9 NEW HR 
(ay)= 9 


(var) = 90 — @ 
(GOx) = %0° + 9.‘ 
f @ayY)=90 08 
.9)=09. N er 
Folglich, wenn man dies in die — — ſet: 
x= x(cos@sinysinp + cosy cosy) 
+ y (cos Osiny 00sp — cosy sin 9) 
+ z’sin © siny ; —— — 
y= x(cos®c0sysinp — sin y cos 4) 
+y'(cos Ocosy cosp + siny sing) 
Ar + 2'sinOcasy;_ 
2 = —xsin@sinpg — y'sin@ cos + 2 cos ® 
und auch: 
x= x(cos@sinwsinp + va —— 
yEos © cosy — — sin are 
— z2sinO@sinp; N 
y= x(cos®sinycop — cosıu — 
* y (cos 9 cosycosp + ER ein ꝙ) 
— zsin® .e0sp 5. ! 
2 =xsin®siny + ysin® cosy + 2108® ö 


Unter diefer Geftalt gebraucht Poiff on bie Formeln im Traitd | 
de Mecanique. T. I. p. 9, 


t 


IV. Vertauſcht man in I. die Bezeichnung der 3 and ya 
fo daß man die x jegt als y, die y ale x annimmt, übrigens 
aber Alles ungeaͤndert bleibt, fo erhält man aus L.: K 

x7* "(eos © cosy sinp — siny cosy) 
— y’(cos® cosyeosp + siny sing) 
+ z'sin © cosıy; 
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y = x’(cosOsinysinp + cosı) cosp) 
+ y(cos®sinycosp — cosy en 
— z’sin © siny; 
z=xsinOsinp + ysin@cosp +7zcos®, 


wobei aber bemerft werden muß, daß der Winfel 9 in dem jeßt- 
gen Syſteme fic) nicht mehr auf die Are der x, fondern auf die 
Are der y bezieht, indem jest (0y) — vu if. Soll ſich J 
auch Hier nod) auf die Are der x bezichen fo muß man, wie aus 


Fig. 12, fogleid) erhellee, 90° — I ſtatt in obige m: 


Hungen einführen. Dadurd) werden diefelben: 
x = — x (cos O sin sin — cos cos ꝙ) 
T ’(cos®sinycosp + za sing) 
+ z’sin®siny ; 
y= xe(cos®cosıysinp + sin cosp) 
+ y AED En eDD. — sin sing) 


| 
| 
| 
— z’sin © cos) 5 
z =xsin® sing + — cosp + 2’cos®. 


Dies find die Formeln von urn im Traite du Calcul 
differentiel et du Caleul integral. T. I. p. 539. 


V. Nimmt man jeßt ferner die pofitiven y, z, y, z auf 
den entgegengefeßten der entfprechenden, Aren, und führt 
alfo —y, —z, —y, —z fltt y, 2, y, 2 in di Glei⸗ 
chungen in IV. ein, fo erhält man: 

x=— x (cosO sinysinp — cosıy COS) 
+ y (cos Osinycosp + cosıy sing) 
— z’sin Osiny; 
— y= x(cosO cosysinp + sinıp cosp) 
— y (cos © cosywcosp — siny sin p) 
-+ 2’sin® cos; 
—- 2=xsin@ sinp— ysindcosp — z’cos® 


oder 
x= — x(cosOsiny sing — cos cos ꝙ) 
+ y (cos Osinycosp + cosy sing) 
— 2sinOsiny; 
= — x (cosOcospsinp + sinı) cos) 
-+ y(cos Ocosıycosp — sin sing) 
— 7sin® cos); 
z= — xsin@sinp + ysin@cosp + z’cos® 
ober 
x = x(cosıy cosp — cos 9 sin) sing) 
+ y(cosıy sinp + cos Osinı cosp) 
— 7 sin © sin; ; 
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y=— x(siny cosp + cos ® cosy singp) - 5 
0 — y(6siny sing — cos © cos) cosp) 
— zsinOcosy; 
z= — rsmn®sinp +ysin®cosp + z’cos®'. ih 
So stelle Euler, welcher als der Erfinder diefer merfiwärdigen 
Formeln zu betrachten ift, diefelben dar in der Introduetio in. 


kt 





Analysin Infinitorum (Appendix de Superficiebus. p. 369.). ” 
„ VE Nimmt man in I. die pofitiven z, y', z auf den 
entgegengefegten Seiten, und führt alfo —z, —y, —z 
ſtatt 2, y, z im die Formeln ein, fo erhält man: 4 
x= x(cosOsinysinp + cosıy cosp) 
“ — y’(cos O sin y cosp — cosysing) 
; + z7’sin®@siny 5 ; 
\y = — x (cos Ö cosı) sinp — sinı) cosy) 
+ y’(cos Ocosıcosp + sin sing) 
— 7’ sin @ cosw3 5 
— z=xsinOsing — ysin®cop — z7cs@ 
Dder 
x= xlcospcosp + cos@ sin sing) 
+ y(eosysing — eos Ö.sin y cos) 
+ zsinOsiny; - % ; 
y= x(sinycosp— c0s® cosı) sing) * 
+ 6Gin sing +" 008 ©.cosı) cos): f 3 
— 7’sin@cosy; ı 
z=— xsinOsinpg + ysin@cosp +z7cas®. 
Unter diefer Geftalt hat ſich Encke diefer Formeln bedient, um 
daraus die oben (20) auf anderm Wege beiviefenen von Monge 
‚gefundenen merkwürdigen Ausdruͤcke mittelft goniometrifcher Zers 
fegungen auf eine elegante Weife abzuleiten ({. 20.).  . a 
22. Endlich drückt man die Coordinaten'eines Punftes im 
Naume zuiveilen auch noch auf folgende Art aus, indem wir 
bloß rechtwinklige Coordinaten in's Auge faffen. Sey nämlih 
M (Fig. 15.) ein willführliher Punfe im Raume, O der Aus 
fang der rechtiwinfligen Coordinaten, M’ die Projection des 
Punftes M auf der Ebene der xy. Man denfe ſich von O nah 
M eine gerade Linie OM —r gejogen, weldye man den Ra- 
dius Vector nennt, und immer als pofitiv annimmt. Die 
Lage diefer Linie beflimme man durd) den mit dem pofifiven 
Zheile der Are der z eingefchloffenen Winkel, welchen wir = @ 
feßen, und von O bis 180° zählen wollen, auf allen Seiten der | 
Are der z, immer von deren pofitivem Theile an, Die Fage | 
der Linie OM!, welche den Anfang der Coordinaten mit der Pros | 
jection des Punktes M auf der Ebene der xy verbindet, beſtim— 
men wir durch den von ihr mit dem pofitiven Theile der Are 
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der x eingeſchloſſenen Winkel , indem wir aber dieſe Winkel 
von dem pofitiven Theile der Are der x an nach der Seite der 
poſitiven y bin immer nad) einer Richtung von O bis 360° 


zählen, fo daß-wir ung alfo voritelleg, daß die Linie OM’ einen 
ganzen Una, um den. Punft O völlende, _ Unter diefen Vor— 
ausfeßungen ift nun erfichtlic, daß Mit Berückfichtigung des 
Zeichens Mit völliger Beſtimmtheit 


z=0OM.ospzrcosp, 


fo wie aud), daß % 
m. 0M = DM.sny=rsinp 
iſt, wobei wir bemerken, daß OM’ pofitiv ift, weil ꝙ nie 180° 


überfteigt. Ferner erhellet auc) augenblicklich, daß mit gehöriger 


Beruͤckſichtigung des Zeichens mit völliger Beftimmtheit 
'z= OM'.cosy = rsing cos 
- y=0OM.siny = rsing sin 
ift, wobei man wohl zu merfen hat, daß die Winkel v nad) 


der Seite der pofitiven y hin von O bis 360° wachen, , Wir 


baben alſo zur Coordinatenverinderung: 
xmrsinpcosy, y=rsinpsiny, z=rcosp. 


Man ſieht, daß die Page eines Punktes im Naume durch die 


Größen r, p, %Y völlig beſtimmt wird. Man neunt in diefer Be— 
jiehung r, @, y polare Coordinaten des PunftesM, und 
den Punkt, von welchem die Vectoren ausgehen, den Pol. rt 
der Bol nicht zugleich der Anfang der Coordinaten, fondern wird 
durch die rechtivinfligen Coordinaten a, b, e beftimmt, fo folgt 
aus dem Dbigen und aus (4.) augenblicklich, daß 

xz=a+ rsinp 00sy 

y=b+ rsingsiny 

z=e-+treosp 


it. Wollte man von fchiefwinfligen Coordinaten zu polaren 
Coordinaten übergehen, fo würde man am beften erftere vorher 
in rechtiwinflige verwandeln. . 

22, Bei Coordinaten in der Ebene befolgt man, um die 
Lage einer von dem Anfange der Coordinaten als ihrem Anz 
fangspunfte ausgehenden geraden Linie zu beftimmen, oft eine 


4 


andere Methode, wie die im DVorhergehenden durchgängig anges » 


wandte. Eine folche Beſtimmung wird naͤmlich in dem vorlie— 
genden Falle auch. ohne alle Zweideutigfeit dur den Winfel ge= 
geben, welchen die in Rede ftehende Linie entweder mit dem poſi— 


tiven Theile der Axe der x, oder mit dem pofitiven Theile der 


y. einfchließt, indem man diefe Winkel von dem. pofltiven Theile 
der Axe der x nach dem pofitiven Theile- der Are der y, oder 


- von dem pofitiven Theile der Are der y nach dem pofitiven. 


Theile der Are der x bin von O bis 360° zählt. Geht die in 


Rede ſtehende Linie nicht von dem Anfange der Koordinaten, fon= ' 


“ 
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dern von einem andern beſtimmten Punkte als * Anfangs⸗ 
punkte aus, ſo denkt man ſich durch dieſen Punkt zwei mit den 
Coordinatenaxen parallele Axen, und beſtimmt nun in Beʒug 
auf dieſe Axen die Winkel san wie vorher, indem man im % 
den Syſtemen die pofitiven Coordinaten ganz nad) denfelben 
Seiten hin nimmt, 


24, Hat man nun irgend zwei von dem Anfange der Coor⸗ —J 
dinaten ausgehende gerade Linien, als poſitive Theile der Axen 
der x und x, fo if flar, daß, bei der. vorigen Beſtimmungs⸗ 
weife die Winfel (xx) und (xx) nicht einerlei find, indem im 
eriten Falle der Winfel zwifchen den beiden in Rede fichenden 
Linien von dem pofitiven Theile der Are der x, im andern Falle 
von dem pofitiven Theile der Are der x an genommen worden 
ift, beide Mal nach derfelben Seite hin. Augenblicklich wird 
aber erhellen, daß immer - 


(xx’) + (xx) = 360° 
ift. | i 


25, Bedienen wir ung bei der Bezeichnung der Winfel nah 
der frühern Beſtimmungsweiſe jet doppelter Parenthefen, fo it 
in dem Falle eines rechtwinkligen primitiven Syſtems, und eines 
semeinfchaftlichen Anfangspunftes beider Syſteme, nad) (8.): 
x = x’cos((xx)) + y’cos((xy‘)) = 
y=xeos(yx)) + ycos(yy)). 5 
Liegt num der pofitive Theil der Are der x in dem erften rechten. x 
Winkel zwifchen dem pofitiven Theile der Are der. x und dem po= 
fitiven Theile der Are der y, fo ift 
(x) = (X), (x)) = 90° — (x) ; 
cos (xx )) = cos(xF), cos ((yx’)) = eos): J 
Liegt ferner der poſitive Theil der Are der x im * rechten Ei 
Winkel, ſo iſt 
(xx) = (xX), (xy) = (x) — 
cos((xx’)) = cos(x3’), cos((yx’)) = sin nn). RE, 4 
Eben fo ift, wenn der pofitive Theil der Are der x im dritten 
rechten Winfel liegt: 
2, (el) = 360% — (sX),. (x) = — - 0; 
cos((xx)) = cos(xx'), cos ((yx’)) = sin (xx) s : 
und endlich, wenn der pofitive Theil der Are der. x im sieeen 
rechten Winfel liegt: 
(xx) = 360% — (xx), (X) = 450° — (ar) 5 
cos((xx')) = cos(sx), cos((yx)) = sin(xX) ,;, 
Alfo immer 
cos((xx')) = cos(xx), cos ((yx >= = sin (xx) ; 5 
und ganz eben fo 
cos ((xy)) = eos (xy ), cos((yy)) = sin@y)- 
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Folglich iſt in dem Falle eines rechtwinkligen primitiven Syſtems, 
und eines gemeinſchaftlichen Anfangspunktes beider, Syſteme: 
xXCcos (xx) + y’cos(xy’) 
y=xsin(x) + ysin (xXy). 
Waͤren a, b die Coordinaten des Anfangspunktes des ſecundaͤ— 
ren Syſtems in Bezug auf das primitive, ſo waͤre, wie aus 
(4.) augenblicklich folgt: EN 
x=a+ xcos(xx) + y’cos(xy), 
y=b-+xsin(sX) + y’sin(xy). 

26, Iſt das primitive Syſtem nicht rechtwinklich, der An— 
fang der Coordinaten aber beiden Syftemen gemein, fo denfe man 
ſich durch denfelben zwei mwillführliche vechtwinfliche Aren der x”, 
y' gelegt. Dann ift nach (25.) 

r x” = xcos(x”x) + ycos(x’y) 
y’=xsin(x’x) + ysin(x”y) , 
und 
x" = xcos(x”x) + y’cos(x”y’) 
"= xsin(x”x) + ysin(x’y). 
Alſo ysin(x’y') 
x cos (x x) + ycos(x”y) = x’cos(x”x’) + y’cos(x”y’) , 
xsin(x’s) + ysin(x’y) =x'sin(x’x) + ysin(x’y) . 
Aus diefen Gleichungen findet man leicht: 
yo Kin ey) — RE} y'sin {a”y) — @’y)} 
ein (xy) — a7)) 3 
_. xsin { (x’s#°) — (x”@)} + y’sin I(x”y’ — &’x)} 
* ** sin {(x’y) — (x’x)} | 5 
Laͤßt man den pofitiven Theil der Are der x” mit dem pofitiven 
Zheile der Are der x zufammenfallen, fo ift 


ASIEN RN G), Gy) Ay). 
Alfo 











„at — Gy)! 
sin (xy) e 
__xsin(xx’) + y’sin(xy’) 
— sin (xy) a | 
Laſſen wir aber den pofitiven Theil der Are der, x” mit dem 
pofitiven Theile der Are der y zufammenfallen, und nehmen jetzt 
an, wie auch in der Folge immer gefchehen foll, daß die pofiti- 
ven y gegen die pofitiven x’, die pofitiven y’ gegen die pofiti- 
ven x ganz eben fo liegen, wie die pofitiven y gegen die pofitis 
ven x, fo erhellet Teiche, daß 
 (#’x) = 360° — (xx”) (24.) = 360° — (xy) , 
(x”x’) =. 360% — (5x), (8”y) = 3600 — (yy), @y=0 
iſt. Alfo- 
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» x sin(yx’) + y’sin(yy’) . 
Be NH —— Ed 


LIKE U ER Fur "sin Lay) Er ar) | 


N sin (xy) 
Wir haben folglich 








x’ sin (yx’) + y ine) | 

sin (xy) * — 
_ Xsin(xX) iu Gy) et 
a 


BR sin {{xy) — (zx’)} + y’sin Hey —— 
sin (xy) 

_ x sin {ey = GE) + Yin far) | 
sin (xy) 


Aus der Dregleiung diefer Ausdruͤcke folgt 


sin (xx) = sin {| (xy) — (5x)) m. 
sin (xy)) = sin{(xy) — (yy)} 

sin (yx’) = sin [ (xy) — (xx‘) } 

sin (yy’) = sin {(xy) — (xy’)} - 








und 


x 








Alfo au 
ſ — sin(x’x) = sin { (x’y’) — ya)’ 
sin (xy) = sin {(&'y’) — (yy) } 
. ‚sin(y’x) = sin{ (x’y) — (x’x)} 
„sin(y'y) = =;sin‘ ay)— Xp}. 


; an; Wir wollen‘ bier nun alle zur Coordinatenverwandlung 4J 
bei Coordinaten in der Ebene noͤthigen Formeln zuſammenſtellen. 
Die Coordinaten des Anfangspunftes des fecundären Syfiems 
in Beziehung auf das primitive werden immer durch a, b be⸗ — 
zeichnet. 9 
1) Soll man von einem Syſteme zu einem piefem parallelen J 
Syſteme uͤbergehen; ſo iſt nach (4.) 
zx=a+tn,y=b+y. 

P) Um von einem ſchiefwinkligen Syſteme zu irgend einem 
st G Syſteme uͤberzugehen, bat, man. nach 
(26.) | 
x’ sin(yx’) + y’sin(yy‘) | 
sin (2y) . —— 


* x sin(xx’) + y’sin (xyꝰ) 
mn sin (y) 


3) Um von einem rechtwinklichen Syſteme zu einem hi A 
——— uͤberzugehen, hat man nad) (25.): 3 
x at+xcos(ax’) + ycosay), 
y=b+xsin(x) + ysin(ay). 








zs=a+ 
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4 Soll man von einem rechtwinkligen Syſteme zu einem 
andern rechtwinkligen Syſteme übergehen, fo iſt 
SM =EW,Kxy)=M. 
Alfo nad) (%,) und (24,) 
sin (y’x)=sin [90° — (x’x)} = cos (x x) = cos {360° — (xx’)} = cos (8) 5 
sin (Xx)=sin {90° — (y’ x)} = cos (y’x) = sin {360° — (xX)} =-sin (xx'). 
Nach der Weife aber, wie. wir hier die Winfel nehmen , ift offen⸗ 
bar K67 x)= (xy) Alfo , 
sin ay') = ‚cos (xx), cos(zy)= — sin(xs) . # 
Folglich nach Nr 3, i 
x = atxcos(e) — yon), 2 t 
y=b+x sin(xx”) + y’cos(xx’) . 
Haben 6 beide rechtiwinflige Syſteme einerlei Anfang, fo ift, für 
32) ig 
22 = x’?cosa? — ıy’sina cose + y’?sine? , 
> y?=x’sina? + %Xy'sine cosa + y’?cose? . 
Alfo 
x?.+- y? = (X?+y”)(sine?+cose’)=x?+y?, 
welches eine allgemeine Eigenſchaft aller rechtwinkligen Syſteme 
mit einerlei Anfang if. 
5) Soll man von einem fhiefivinkligen iu einem recht⸗ 
winfligen Spfteme übergehen, fo hat man nad) Nr, 3: 
' "= at-xcos(x’x) + ycos(x’y) > 
y=b+zsin(xx) + ysin(xy), 
wo x, y die rechtivinfligen, x, y die fchiefiwinkfigen, und a, b 
die Coordinaten des Anfangspunftes des fchiefiwinkligen Syitems 


in Bezug auf das rechtiwinflige —2 ſind. Beſtimmt man 
aus dieſen Gleichungen x, y, ſo erhaͤlt man: 


2 -a) sin (X y) — (y—b)cos(x’y) 








sin (xy) — (x’x)} i * 
— (x —a) sin (x’x) 
2 sin I&y) — (ax)} a 


Aber offenbar (Ky): = (yx It und (xx) = — 3600 — (xx) 
(24.); alfo (xy) — sr) = (X) + (yX) — 360%, 
Folglich 
— — a) sin (yxx) — (y’—b) cos (yx‘) 
Ver) ’ 
(x —a)sin (xx’) + (y’ —b)eos(@) 
sin (xx) 6x) 

8, Bei polaren Coordinaten in der Ebene endlich denft 
man ſich einen von dem Anfange der Coordinaten ald Pol aus- 
gehenden Radius vector von dem pofitiven Theile der Are der x 
nach dem pofitiven Theile der Are der y hin bewegt, und bes 








ya. 
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zeichnet den von demſelben mit dem poſitiven Theile der Axe der 
x eingefchloffenen Winkel, indem man dieſe Winkel von O bis 
360° zählt, durch) ꝙ, den Radius vector felbft, welcher immer 
als pofitiv, angenommen wird, durch r. Unter diefen Voraus— 
feßungen überzeugt man ſich augenblicklich), daß, wenn x, y 
rechtiwinflige Coordinaten find, ganz allgemein 
x=rcospy,y=rsinp 


ift. Iſt der Pol nicht der Anfang der Coordinaten, ne ein 
durch) die rechtivinkfligen Coordinaten a, b beftimmter Punkt, fo 
folgt aus (4.) augenbliclic) 

x — a * rcosp, allg ' 


29, Ar neuerer Zeit hat man zur, Erleichterung gewiffer. 
fpecieller Unterfuchungen andere von dem im Vorhergehenden aus 
führlich betrachteten — Coordinatenſyſteme vorgeſchla—⸗ 
gen, woruͤber man B. eine ſchoͤne Abhandlung von Plü der 
in Crelles Journal. B. V. S. 1. nachſehen kann. Sun Gu— 
dermanns Grundriß der analytiſchen Sphaͤrik. Coͤln. 1830, 
fuͤhrt der Gebrauch fphärifcher oder Bogen= Coordinaten zu vie⸗ 
len merkwürdigen und intereffanten Sägen. Dem gewöhnlichen 
Eoordinatenfyfteme gebührt aber vor allen ala der Dorzug 
der allgemeinen Anwendbarkeit, 
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Lacroix, Traite du caleul diff. et du calcul int, 
T.1. Paris. 1810. p. 114 — 130. 

Eytelwein, Grundlehren ber hoͤhern Anelyſis B 
Berlin. 189, ©, 174, 


Cauchy, Cours d’Analyse de l’&cole royale polytech- 
nique. P. 1. Paris. 1821. p. 348. 


»Cribrum arithmeticum, ſ. Eratofthenes Sieb. 
Cubikwurzel, f. Wurzel. 


Cubirung der Körper, ſ. vorzüglich den Artifel m. 
reometrie im vierten Theile, 


Cykloide. Eine der merkwuͤrdigſten Eigenſchaften der e⸗⸗ 
kloide iſt folgende, 

Sei BC (Fig. 16.) eine beliebige rectangulaͤre Curve dui 
eine ſwiche, bei welcher ‚die Beruͤhrenden in B und C refpective 
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auf den auf einander normalen Axeu AB und AA! fenfreche 
find. Wenn man, von C anfangend, die Curve BC abiwicelt, 
wodurd, die Curve CD entfieht, zwifchen den Sarallelen AA’ 
und BB’; wenn man hierauf wieder die Curve CD, von D an 
fangend, abwickelt, wodurd) zwiſchen denfelben Parallelen die 
Gurve DE entfteht, und diefes Verfahren in's Unendliche fort- 
fest; fo nähern fic) die Curven BC, CD, DE, EF, FG, GH, 
1. fe fe immer mehr und mehr einer halben Eyfloide, deren Ba- 
fis der Linie AB gleich und parallel ift, 


Zuvdrderft folgt aus der Natur der Evolution unmittelbar, 
daß die entſtandenen Eurven, wie die gegebene, ſaͤmmtlich rectan— 
gulaͤre Curven find, und daß die Beruͤhrenden MP, PN, NQ, 
-QR, RS, m f. fr abwechſelnd auf einander ſenkrecht und ein— 
ander paralfel fein muͤſſen. Der Winfel, welchen die einander 
parallelen Beruͤhrenden MP, NQ, RS, u. fi f. mit der Are 
AB einfchließen, fey = 9, und man fege 


cM=x cMB=za 

OPi=% \ CPD =b 

EN=x END =&a 

EIz=’E EOF =h 

Gray, GRF =a 

(8 2"; GSH = b” 

te uf f 


Aus Fig. 17. erhellet nun augenblicklich, wenn man fi) an 
‚jeder Curve zwei einander unendlicy nahe Berührende denft, mit 
telft einfacher geometrifher Saͤtze die Nichtigkeit folgender Glei— 
chungen: -; t 


86 = 01 OR - DR > 


Nach der Natur der Evolution ift aber: 
M=-CM=x 
PNzDpDP=z=b-z 
NOTEN 7’ 
QR=>rQ=h:;—-2 
RBS=GR=,”' 

ST —=H8 =)" — ” 
? u. — 


Alſo * 
07 Or 107 x” 02” 0x” 


a Tr ee 
Hieraus erhalt man: | 
092=%00,2=/x09, 2 


26. ©: chllide. 


wo das Integral ſo beſtimmt werden muß, daß es für © ER N 
verfchwindet. Seßt man dann O=4n,fo wird — J 


Ferner iſt: 


2x = 180 — 00 fi20, x=10 9 foo fs , h 


indem man dieſes Integral wieder fo beſtimmt, daß es fir 0 —⸗9 ’ 
verfchtwindet. Seht man dam ®=}tz, ſo wid X=a, 
Man hat hier zu bemerfen, daß ſich Alles auf die den Berühren 
den e erften gegebenen Curve BC —— Rene von O 7 
bezieht. % 

Ganz auf ähnliche Are ift: 


dr = x00 = b000 — Hofoo [x06 
ze No do ze, 


oder nach einer fürzern Bezeichnung: 


2 = 18 — [oo [0 , | 


wo das integral wieder. fo beftimmt werden muß, daß es fuͤr 
9 verſchwindet. Setzt man dann 0 — 7, fo wird 7 


u % 


Ferner hat man: 
X =b00— 6:80 +50 f 06 Por, 


x" =b6o—b. a3t f oe fe, 


diefes Integral wieder ſo beſtimmt, daß es fr 90=0 vn i 
fhivindet. Zür O= tr wird dom x —=a. a 


N 
de’ = river] vo: [ro 


Bee; 0 4 | 
"=b.S — ————— 


das Integral immer wie oben — 











&" ——— Et 06 EZ 
arena tiefes 
32” =x”de—h” 8098-b‘. F 2,004». —— — — ———— 


"—h @° = 6 
Re a Ze En Eee 5 ie 
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Wie man auf dieſe Art weiter gehen kann, faͤllt in die Au— 
gen, Wir haben demnach folgende Formeln: 


2 = [soo 

x = 10. - fo fr2o 

& =. -/° 0: [308 \ i E 

* der [ro 

9 

ee, at oo: [300 

"opel — tb et 90: fie 
2 en 00: [x00 


u. ſ. f. u. ſ. f. 


wo alle Integrale ſo beſtimmt werden muͤſſen, daß ſie für 0=0 
verſchwinden. Der größte Werth von x iſt — a. Alſo if 


offenbar 
re < 108, [00 < 


woraus ferner leicht folgt, daß die Integrale . 


‚f°° [»0, [ae fr0e, f" 00: [0 Sf Bu 


refpective kleiner als 
0 . @ o 6 08 
GE TEUER BB AB PS RB 
find. Da nun © nie größer als 37x ift, fo werden diefe Brüche 
bald fehr Flein, und man fann m näherungsiveife fegen : 











{ 5 
x(n) — ha=1),@ — h(n-2), * * bia-3 * ——— — 
Be + b.; mn: 
a = —  — bin-2).7 = + bin ae — - 
— be 8 Br 


mie defto größerer Genauigkeit, je größer n if. „es ift alfo 
nach dem Dbigen, wenn man der Kürze wegen a — ſetzt: 


Supplem. zu — Woͤrterb. J. Fi 


48 ' a 


aln) = ba=d),a — bin-2), — 


a3 
gt bu. — — 











RE: ae an 
En * wi m ——— an’ 
: as 
— el) 2 N 
Nude hin 3 bin 2, 33 ar bin 2 Ä ... 


a2n—2 a?n 


le © ‚@n-29) = hs 
Beiden wir num die Werthe der ae 


Sofas. [ver fs0, [oe 580, u. 1.1; 


welche diefelben erhalten, wenn man fie ſo beſtimmt, daß fie fuͤr 
=0 vafdiwinden, und dann O — #77 fett, nad) der Reihe 


durch Ay, Ay, Ası m ſ. fe, umd verivandeln die gebrochene 3 
Function E 


b—A,y+ ray + An -—..., 
* — 260 
IT SI Tagan — 
in die Reihe 
BHEyH Ey: + PB" r Buy ho....; 


fo erhalten wir zur Beftimmung der ‚Eoefficienten folgenbe Gi N 
chungen: 





a® R 
2825,60, 7° 





” 6 =.b y 
2 
4 24* — 
ß" — ß' a* 





BR: 173 a* 12 a® a8 
MP Rn ß 2.35.47 ß 5.3.8 Parm Ru 
uff. RR PR 4 


aus denen, wenn man fie mit den aus dem Obigen folgen⸗ 9 
den Gleichungen: er 





hie % 
no A 

b =), A 

[73 a | «+ 

A at Were 

— ’ @ as 

u uw 

„ar ” ’ 9 8 
a erhal ze er ad ee 


* 


—— 
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R vergleicht, ſich ergiebt: 


jEk 


bab, BAb, ler", =”, 


F Da aber A,, Ay, As, As, +... bald ſehr klein werden, wie 


wir vorher gefehen haben, fo wollen wir, wie oben, diefe Größen 
von Az, an vernachläffigen, indem wir 

y Aen Fand A2n-+2 = Azn-ra ——0 
ſetzen. Dann entſpringen alſo, wie aus dem Obigen erhellet, 


die Groͤßen 


b b, 4", 0.0 bad, bi), bia+n), ui: 


aus der Entwicelung der gebrochenen Function 


— bb — Asy # Asy? — Ay? +... + Am 2 yn-1 

i Q Fr a? a4 a a° ö 

| 7767 — 
in eine Reihe, mit deſto größerer Genauigkeit, je größer n iſt. 
Der Nenner diefer gebrochenen Function ift = cos(ary) 
(f. d. Art, Eyflometrie in d. Zuſ. 10.); alſo nach demfelben 
Art, (42.): ' 
ni Bay A,Y? — A, y? + 2... + Aynoa ya-ı 


= 
y 
a-y(ı E >) (1 - 3) (ti —5):- — 
=b+b'y+b’y 4 B y 4 bamdyp-itha)yp di... 


Denfen wir und nun die gebrochene Function @ in einfache 
Brüche zerlegt, und feßen zu dem Ende 


G, Os — 
a rn + * 4 Feuers 











—— — a 
METER Trope 7? 


ſo erhalten wir durdy Verwandlung diefer Brüche in Reihen: 


ei WA He Biken 
+ 1C+ 6,04 BE + Hey 
+IC+ NM + ++... }y 
+IC+ 9 + HE + lH +. Iy? 
PIE VE RE ee es 53 * 


ſo daß alſo allgemein 
V= C++, ++ gar. 


if, Wenn nun, wie wir bier annehmen, n fehr groß ift; fo 


find 


er, er, Ha, HR, rer 

ſehr kleine Größen, und es if folglich nahe d—=C, du 

b@) ift nahe eine conftante Größe, oder nahe ' 
= bia+2) — bin+1) — bin) — bin-1) — hin· = .... 

Die Glieder der obigen Reihen für x und z werden bald 

fehr Elein, fo daß es alfo vorzuͤglich auf die erftern Glieder dies 

Ji2 


BB .... Eykloide, 


x 


fer Reihen anfommt, "und demnach mit deffo —— Graue 2 


keit, BL größer m ift, gefeßt werden kann: 








05 Br ® 

—— BO taaas 33a rt r 
e 88 —— 

= hin) > 

= bin I — Ba BE {6 5 ar oe ER Da) a 


vi. nad) befannten Sägen: 
xt) = bu)sin®, zm) = bin) (1 eos 6). 


In einer beliebigen Cykloide denfe man, fidy jeßt einen ber A 
liebigen Punft M, und -bezeichne die Bogen der. Eyfloide von 


dieſem Punkte, bis zur Bafıs und bis zum Scheitel vefpective 
durch s und 8; fo ift, wen a den Halbmeffer des erzengenden 


Kreifes, p.den Waͤlzungswinkel bezeichnet, nach dem Art. Cy⸗ 


floide. xiIm. 


s- 4a(1— cos! ig), s = Aacosip. " 
Dentt man ſich nun ferner durch den Punkt M eine Berhhtente 


gezogen, und bezeichnet den von derfelben mit der Baſis einge Ä 


ſchloſſenen Winkel durdy ©’; fo folgt, aus den Eigenſchaften der 


CEytloide (a. a.O. X.) laͤcht, daß 0 = 90° — !p, sin 0 : 


cos +9, alfo 

= ——— su BIRD 
ift. en 
N Dei den Sinten CB, ED, BE; RR man nun 
Ci. 83 al Scheitel, "AB als Baſis an; fo ift, wie 
fogl eich) erhellet,, ms, Q@—= © zu feßen, und es ift alfo 
für ein fehe großes n 

“8 z hin)sin © 


Daher nähern fi ch alfo die ın Rede ehenden Linien immer mehr | 
und. mehr einer halben Eyfloide, deren Baſis AB if. Der N 


Durchmeſſer des erzeugenden Kreifes it — bu), 


Bei den Einien CD, EF, GH, .... nehme man D, F, 
.H, .... als Scheitel, AB als Baſis an; ſo iſt zam—g 


900 — 0-0 zu feßen, wie leicht erhellet. Alſo iſt 
s = bw) (1— cos(M° — O))= bw) (1-sin@ )» 


fo daß ſich Folglich, dieſe Linien ebenfalls einer halben Cykloide 


immer mehr und mehr nähern, deren Baſis AB, oder vielmehr 
der AB parallel iſt. Der Durchmeffer des erzeugenden Kreiſes 
ift wieder = + 68 


Der Erfinder. lee — Satzes iſt Jehann 


Bernoulli (Opp. T. IV. p. 98.) Euler hat zuerſt einen 
Beweis gegeben (Nov. Co — T.X.). Aud f. m. 
Legendre Exercices de Calcul —5 T. I. Paris. 
1817. se 541. 


Noch einige Eigenſchaften der kn f. m. im At. Va⸗ 


ERSTEN (51, 52; 54. 61,). 


m‘ 
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Cpyxkliſche Functionen, gleichbedeutend mit Kreis - Fun- 
 eionen, f. diefen Artikel und vergl. die Artikel Hyperbolifche 
Functionen und Potenzial Funckionen. 


Cyklometrie. Die von Kluͤgel gegebene Darstellung 
diefes überaus wichtigen Artikels it fo veraltet und zum Theil 
auch unvollftändig, daß eine faft ganz neue Bearbeitung: deflel- 
ben nöthig zu ſeyn fcheint. ; 


1. Entwidelung der trigonometrifhen Linien 
in Reihen nad den Potenzen ber Bogen. 


F 1. Es fommt zunächft auf die Entwicelung des Sinus 
amd Cofinus in Reihen an, wobei wir, die Binomial⸗-Coeffi— 
cienten der nten Potenz der Kürze wegen bier bloß durch A, 
B, €, D,E, .... bezeichnend, vom folgendem geometrifchen 
Satse ausgehen. Wenn n eine pofitive ganze Zahl iſt; fo ift 
immer: 

R sin(x}+n0®) = sinx + Acos(x+30)(2sin}®) 

— Bsin(x+20)(2sin}®)? 
— Ccos(x+20)(2sintQ)? 
+ Dsin(x+48)(2sint@)* 


cos(x+n®) = cosx — Asin(x+$0)(2sin4®) 
— Bcos(x+20) (?sin 40)? 
+ Csin(x +20) (2sint®)? 
+ Dcos (x+ 30) (2sint9)* 


Daß diefe Formeln für n = 1 gelten, ift Teiche zu zeigen, Es 
iſt nämlich: 
sin(x+ ©) = sinx cosO + cosx sin © 
== sinx{1—2(sin10)?} + 2cosx sin4® cos} 
= sinx + [cosx cos} — sinx sin}0} (?sin49) 
=sinx + cos(x+49)(2sin}9), 
cos(x+ ©) = cosx cos® — sinx sin & 
= cosx[1—2(sint0)? } — 2sinx sin}® cos 20 
== cosx — |sinx cos}9 + cos x sin+@} (?sin+®) 
= cosx — sin(x+49)(2sin$0) , 


’ Es kommt nun darauf an, zu zeigen, daß die Formeln 
fürn +1 gelten, wenn fie für n gelten, Unter diefer Voraus— 
feßung ift: — 


302. Cyklometrie. \ 
sin(x+m+1)0) = sin(x+ n0)cos® + cös(x-f n®)sin © 
Fe sinx cos © + cosx sin © \ — 
+ Ajcos(x 430) cos —ısin(x + 0) sin ©} (2sin49) 
— Bisin(<+3@)cos@ + cos(x + 2@)sin ©} (2sin49) 
— Gileos(x+30)e05@ — sin(x++-30)sin 8} (2sin 19): 


ran er ee ee 2 

5*8 sin (x 40) Mae A Ce. Au 

ä + Acos(x+30)(2sint0) Ki) — 

— Bsin(x 440) (2in 60) | 

—ıGeos(x +30) (2sin1Q)8‘ 0 4 

Ne a Dan \ a a 
cos(k+m+Nn09) = cos(x+n®)cos® — sin (x«+n9)sin6 
= ' c0sxc0s® — sinxsin® Tas rc 


—'Alsin(k +40)cos@ + cos(x+40) ei 0) (2sindo) 3 

— B{cos(x +20) c0s 0 — sin(x+ 30) sin ©} (2sin49)? 

+ Gisin(x4+30)cos® + cos(x+20)sin @}(2sinı9 
x ep Say 





4 + . “ Ws . . . ® . . . . OD . v 0 F Si © . 

= cos(x+®) | | J— F 

— Asin(x +30) (2sint®) ii es re 

* * 

— Beos(x+39)(2sin1®)? ) 

+ Csin(x+$8)(2sin19): = 

+ “ . -. . 0} F DNS ! 
Allgemein ift aber: B 
ü a. — e—2 N 
sin (x +50) = sin(x+ — 0) Ri 


m 


em] @—? 


=sin(x + 5 9) eos @+ cos(x+ 3 9) sin @ 
} u EINE 
= sin (+: o)1-2@inyaıh+2 cos(x+ @)sin 4800540 


=sin(x+ 2 











5) 26) + cos(x+ “2 8)(2sin}e) » ; ei 
cos(x + 20) = cos (x+ "er 0) 

= c0s(x +25 0) 9 — sin(x +2>20)sine, 

= * («+2° o)]1-2@in40j:}-2sin («+2 o)sint 940 


= cos(x 4 —6) — sin (x + — @)(2sin40) . 


ee 














2 
Mittelſt diefer Ausdrücke erhält man leicht: 
 sin(x+an+1)0)= u Sr 
sinx + c0s(x<+160)(2sin1®) N \ 
+ Acos(x+40)(2sini®) — Asin (x 4 30) (2 sin 10)? "1 








—— — — 
— — 





den iſt. Wir haben alſo 
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Lu Bsin (x +30) (2sin} 0): — Beos(x+3 0) (2sin 40)? 


m Ccoy(x+ 3 * + ——— 


EN EN — ale LA 
AR  sinz + (1 +A)cos(x + +6) @sinz 0) 
— (A+ B)sin (x + 20) 2Sin 40)2 
— (B+-C)cos (x+ 309) (2 sin 10)? 
+ RER EN Baier 


= sinx a A’cos(x +40) (sin. 16) 
— B’sin(x +39) (2sin 40)? 
— (cos (x + 30) (2sin +9)® 
+ D’sin — (2 sin 19)* 
ET ee a 
wenn wir die Coefficienten ber (n+ a Potenz eines Bino— 
miumg durch A’, B,C,D',E, ..... bezeichnen, nach einem 


befannten Sage von den Binomial- Eoefficienten (f. d. Art. 9.) 
Eben fo ıft 
cos(x+(n+1)0) = 
cosx — sin (X + +0) (?sin 40) 

— Asin(x+49)(2sin+) — Acos(x +20) (2sin 40)? 

us Beos(x +30)(2sin40)? + Bsin(x+ 20) (2sin 40)? 

+ BEIDE 9° + gear 4 39) en, 

+ 


. . . . . ” u A ...® 


= cosx — (1+ Aysin (x +40) — 6) 
— (A+B)cos (x + 20) (2 sin 10)? 
+ (B+C)sin (x +20) (2sint9)? 
1% (G+D)cos “+3 9 win — —* 
= cosx — Asin x440) @sin! 
— B’cos(x +20) (2sin 105 
+ C’sin(x +30) (2sin 20)3 
+ D’cos(x+ #0) (2sin} 
Unfer Satz gilt alfo fir n +1, wenn er für n gilt, und ift 
daher allgemein, weil er oben für n —1 als richtig erfannt wor- 


sin(x+-n0) = sinx + — cos (x + 40) (2sin4®) 


n(n—1) 

i 442 

Ze. — cos (x+ 30) 2oin 46) 

n(n-1)(n-2)(n-3) 
1.2.3.4 





sin (x-+ 20) (2sin 40)? 








+ sin (x + #0) (2sin 10)* 


’ 




















504 Cyklometrie. 
oder | | 4 
N 
sin (+ n6)=sin +7 eos(x+46) * 4 
| 9n9— 9 eine 0,04 
_ 2” —— er. i 
29 (nd — @)(n0.—29) Ysins o RR 
— — —— ‚(I 2 F 4 
8 (n9=- 6) (n@-20) (n9-30 2 
+ n A. ne n 2 in te+ 20) ( ini 


in Sa Pe 


oder, wenn wir n@—i feßen, wo i jede Größe ten — 
ungeachtet, daß m immer eine ganze poſitive Zahl ſeyn muß, da, 
© jede Größe bezeichnen kann: ; 

2sint® 


ee 
! 1026 
1.2 

— 260) te 2sint aa)’ 


ii — 0) (i—29) (ki — 30) .. ae, 
+ — sin (+4 0) 





nt 3 


— 





kei “+ +20) 











rn ° » . . . .'.% “ . . . « “ 


Die Größen i ‚und © find nur der — Bedingung N 
worfen R daß z — eine pofitive ganze Zahl iſt. 
Eben ſo iſt 
cos (x4 noy⸗ cosx— — sin e +10) (2sin46) - 


” 13 D osixs 6)(2sin4®) 


+87 2, ED sin (+30) Rin4e)° 


+ n (n— 1) (n —2) (n—3) 
1.2.3.4 











cos (+0) (2sin}@)* i 


2118 





== c0sx — Pinc+ role 


n®(n0-— 0) 2 sin 20)⸗ | 


nO(n0 — 0) (n9—20) . 2ein 0 
* 148,8 sin (x + 30) ( 1) ) 
8 (n®- 8) (n9-20)(n9-39 2siu+O\* 


Pa PvE u a7. 1, Bee SEE — 
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cos(x + y= eose— = —sin (x + 16) ee sin! 0 
— ea) 
BE en: 2 sinLo\: 
Fi 1.2.3 29) sin go) (Fr 7 
— — 2sin 40 
— = En a tler sin 


I 5. TR SIE We ih Be. 00° WDR Et 


St man x—0, und fchreidt daun x x fir i, fo wird, indem 
man zugleich 20 fett © fegt: — 

















sin x ⸗ cos ® (ee) 
2 ey ie a er 
“ ei „Een 40). — 
+ EL öb uni er ion): ©! 





+ u... 8 08.0 _® 2} er Er Ser . r} une ” 
cosx =1— re 9 


— 20) (6) 











—— 220 sin © 
* IR | inse("n 8 7 
J EC (x—69) — 7 


ae Sch a Tas Der De A, Ze . ” 


wo X t gang willkuͤhrlich it, und © nur ein Tote Verhalten ju x 

hat, daß 35 eine pofitive ganze, oder & ° eine poft five gerade ganze 
Zahl iſt. * 

2. Bevor wir weiter gehen, iſt es noͤthig, einige Begriffe 

und Saͤtze von den Graͤnzen vorauszuſchicken. Zugleich wollen 
wir die folgenden abfürzenden Bezeichnungen gebrauchen. N fol 

- immer eine pofitive Größe bezeichnen ‚, welche zwar als gegeben, 
aber ſtets als beliebig Flein gedaht wird, @, P, Yr_Ör zursee 

ſollen immer gegebene pofitive — bezeichnen. Die kleinſte 
unter dieſen Größen ſoll durch M (a, 6, y,0 I. . ). bezeichnet 
werden. Den pofitiven oder abfoluten Werth einer Größe, wo 
es auf denfelben. befonders ankommt, wollen wir. durch Vor— 
ſetzung eines p vor das Symbol der in Rede fiehenden Größe 
andenten, fo daß alfo in dem zunächft Folgenden p nie einen 
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Eoefficienten oder Factor bezeichnen foll. x wollen wir ung im⸗ k 


mer als pofitiv vorftellen, 

Iſt nun PX) eine beliebige Function von x, und L eine 
conſtante Größe von ſolcher Beichaffenheit, daß der pofitive Werth 
der Differen; L— P(x) für jedes x, welches Fleiner als eine 


gewiſſe pofitive Größe @ genommen wird, kleiner ift als eine ge- | 
gebene.noch fo, kleine ‚pofitive Größe N; fo heißt L die Gränze 


der Function P(x) für abnehmende x. Die Größe N fanıı be- 
liebig. flein angenommen ‚werden, und a muß ſich dann, wenn 


L die Gränze von 39— ſeyn ſoll, fo beſtimmen laſſen, daß der 
edingung genügt wird. Man kann alſo ſtatt 


in Rede ſtehenden 
N natürlich auch M, 4N, N, EN, . . ſetzen. 

Soll alſo für abnehmende X die conſtante Größe L die 
Gränze der Function P(x) ſeyn; fo muß fi), wenn N eine 


beliebige gegebene noch fo. Fleine, pofitive "Größe bezeichnet, die 7 
pofitive Größe a@ fo beftimmen laſſen, daß für jedes x, welches 


<eift, piL-pR)ı iſt. 


3. Wenn L die Gränze von p(x) ; L, die Bränze von- $ 


p,(x) iz fo ift L+L, die Graͤnze von g(x) +9, (x). 


Nach der Worausfegung und nach (2.) laſſen fihb @ 


und 4 fo beftimmen, daß piL— y(x)} <4N fürx<o, 
piL,—9,(x)}) <#N für.x <P. Beide Bedingungen wer 
den zugleidy erfüllt, wenn man x <M(a, 9) nimmt. Alfo ift 


pt{L-p(x)) + pp! m (di <N 
fir x <M(e, 6). Aber offenbar immer | 
BL-g@}+ Plug) SpLY@Q+Lu-n WM 


\ SpiL+L,-y@-@)- 
Alſo 
pPIL+L-YyW-HROI<N 


für x<M(a, 8). Folglich L+ L, die Gränzge von g(x) 
+ () für abnehmende x (2,). Der Saß gilt, wie aus 





——————— 


re 


— 


dem Beweiſe erhellet, die Functionen und ihre Graͤnzen moͤgen 


poſitiv oder negativ ſeyn. 
Iſt L, die Graͤnze von 9, (x), fo iſt offenbar — L, bie 
Gränze von — 9 (x). Folglich it L-+(—L,) die Gräne 
von P(x)+(—gQ,(xX)), di L—L, die Öräne von 
PX) —Yı(X). — 
Sind L, L,, L,s «+ In 2 175 > fee 
x x X), ser. Pn(X); Jo folge mitte er⸗ 
Ai —J—— Sie — — +L+L, 


+L, #4 La, wo fi) die obern und untern Zeichen || 
nicht auf einander zu beziehen brauchen, die Graͤuze von nd 9(%) 


FAMERKE rn. Eralz)üh — 





r 


; 
. 


‚ fo * 
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4 Wenn L, L; die Gränzen von PX), 9.0 find; 
fo it LL, die Gränze vo p(xX). Pı(X). 


©: 
, L-p(ß) = X, L,—pı @)= X. ; 


L-X=pW, u =p@} 


—— — =.) 
SULL, —ypR).pa@) =LX.+ IX, — XX,. 
nu ver —— iſt verſtattet, zu ſetzen: 


px <p . fuͤt <e; 


PX, <p =), frx<P; 


pX Aa 
PX, <N, fürx <0. 


y, 6) feßt, Alſo ift —— 


Dife — erfüllt man zugleich, wenn manx <M(a,. ß, 


p(L, X)<- Brunn <3 7 


PaR)<z, 
fir x <M(e, ß, yı 6). Alfo aud) 
p(L,X) + p(LX,) + p(XX,) <.N 
für x <M(e, , 4,9). Dffenbar. ift aber immer: 
p(L,X) + p(LX,) + — LX,—XX,). 


Folglich ift auch 


p(LX+LX,—XX,)<N 
fir x <M(a, BY I) ih ' 
piL, ya), ad} <N 
fir x<M(e, ß, y, 6). Alfo ift LL, die Gränze von 


9(x) · ꝑ. (x). 


5: 98 gi die Graͤnze von P(x), und a eine conftante 


Größe; fo: ift < z die Gränge von ein) a 


Mad) der Borausfegung ift man —— zu ſetzen: 
piL—-yß)} <p(aN), frx<e. 


Alſo offenbar auch: 


Para <N,fex<a; 


— — fuͤrx Da 


a 
Folglich ig 2 — die. Gränze von er 4 Setzt man — 2 für a; fo 
folgt augenblicklich), daf al die Seine von a (x) ift, wel⸗ 
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ches man — auch auf ganz aͤhnliche * wie ee * } 
weiſen könnte, h 
6. Man babe nun die Function | 
x(x — 20) (x—46)..x—Q6) sin © * 
WERE RR N sa+10 (7 0 
wo wir x und A als conftant, O als veränderlic) betrachten. 
x, fo wie alfo aud) © (1.), fey pofitiv. Wenn @ fortiährend 
abnimmt, d. i. fi) immer mehr, und mehr der Null nähert; fo ” 


nähern fi 
b ſich x—-20, x—40, x—60, . 2216 
fümmtlich immer mehr und mehr der Gränze x, ſo wie 


sin * 


cos (14 1) 0 und ER 








immer mehr und mehr der ehe, wie aus ganz einfachen £rie 
——— und geometriſchen Gruͤnden augenblicklich erhellet. 

Daher iſt, wie aus den in u — (5.) bewieſenen Sägen 
unmittelbar folgt SR a 


372,3.02.. 
die Gränze der obigen Function für abuehmende ©, 
Eben ſo leicht erhellet, daß die Gränze der Function 
en mel) | 
— 0 if, weil, wenn © abnimmt, —— der Null 
immer mehr und mehr naͤhert. & 
En wir alfo 


— cos o ( { 
BR 20) ; sin O\? . ER NEE ® 
1:2 in20 ("2 ; a; 
8. (x—29)(x —40) sin O\? 
12,3 cos 30 — ) 




















x(x—29)..(x—210) (cos (2+1) 9 en 
=. 422.3... +1) — 


Ho =) 
‚ s=1- Zsino( 7, 











x(x—20) sin O\? 
— EN 028 ( 2) » 
x(x— 20)(x — 40) .; sin © 
1.2.3 in30 (7) 





x(x—209). «ne, sin (2 +1) O} (sin © pt 
* 772.3... GH) [int 20) (die a 
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wo die doppelten Zeichen in der zweiten Neihe Feine Beziehung 
zu den doppelten Zeichen in der eriten haben; fo folgt aus dem 
Vorhergehenden und dem in (3.) bewiefenen Sage, daß, für 
abnehmende ©, die Gränze von 8 


x x? x5 x?’ x.-Hi 1 
— — — — ... + — re ER 
EEE: 12.3 171..5 —— 9 
. und die Graͤnze von S - 
; x? x4 x6 gA+1 0 
Het tm “ 
ift, wobei man zu bemerken hat, daß im den letzten Gliedern 


die obern oder untern Multiplikatoren zu nehmen find, jenach— 
dem 4 +1 eine ungerade oder eine gerade Zahl if, 


7. Die Größe x ift, wie fchon erinnert, ſtets als gegeben 
“und conftant zu betrachten. Es läßt ſich alfo leicht eine Zahl 
| he 2x angeben, Für eine ſolche Zahl ift, wie augenblicklich 
erhellet: 




















xu 2xurl 
FRE 
xu-1 2xut? 

— +1)” 1....(0 +2)- 
xu-f? Qxu-ts 
1... +2) Be. (ar) 
ut fh Delete 

oder 
zur A xu 
RE a 
xu2 i xuri 
1....(u+2) 1....a+1) 
Ar — xu+2 
— 3) nur) 
Ben ſ. f- 1, 5 & 


fo daß man alfo nach dem erſten Safe des zehnten Buchs der 
Elemente des Euclides immer endlich auf ein, Glied 


x» 
4 
1% an, 


wo alfo » > ift, fommen muß. Da v>u, di. >2x 
iſt; ſo iſt | 











\ xv Ixry-i 
ey * 1...(+1) 

xrel Ixr+2 
1... +1) 1...7+2) 

xv+2 Ixv+3 





—— — 1....(#+3) 
Vila 13 EN FOR fi 
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Folglich, wenn man auf beiden Seiten addirt, und aufhebt, mas 3 
fi) aufheben läßt: he. arg 





„a — xzv+2 yxr43 a 
1... — 


2 — xr+i , xr-+2 * —J 
1...0 +1) + —— — — 
d. i. nach dem Obigen: Ne 

xv x xr-F2 xı+3, i 
La * 1....(r+1) + 1....#+2) m 12... + 5 2 

8. Da die Vielfachen von ©, wie aus dem Dbigen unmit- 
telbar hervorgeht, die Größe x nie überfteigen, oder wielmehr die K 
Glieder, wo dies der Fall if, ſaͤmmtlich verfchtwinden, und x fo- 
wohl, als aud) ©, pofitiv iff; da ferner weder der Sinus, noch E 
der Cofinus, jemals > 1, und =. immer <A iſt; fo iſt 
klar, daß — 

x(x+20)..(x—2(v—1) 0) /cosrO\ /sin O\v x" 
1 CH) * 





—— 











J sin 1....v 


- (x(x-29)..(xX —2r0) sin (+1) © sin ON\Y-+I xy 
P1T.2.3.4....0+D ——— I 





— — cos (v +2) 2) sin ET * RR; R 1 
a sen (#-++2) \sin(v +2) @ Ci ee 


x (-20)..(x-2(#+2) ©) (sin (v + 3) © Eu Sa wu 
o I 


rd 





P1I.2.3.4.... (+3) \cos (vr +3) 0) 

uff - wu 
iſt. Bezeichnen wir alfo die Summe der Größen auf der linken 
Seite durch 2, die Summe der Größen auf der rechten Seite 


duch 2; fo ift 
AS s 


Nehmen wir nun, wie e8 nach (7.) immer möglich iſt, ſo an, 

das AMN il, ſo iſt and DAN. golgiih AHA<N. 

Alſo um ſo mehr: 
a N: zu 

8 —J Kite 


da die zu 2 addirte Reihe offenbar Kleiner als die durch 2’ be- 
zeichnete Reihe iſt. | 
Die Glieder der Größe auf der linken Seite find ſaͤmmtlich 
pofitiv, fo daß alfo der abfolute Werth diefer Größe um fo mehr 
<.N feyn wird, wenn man auf ganz willführliche Weife einige 
ihrer Glieder negativ nimmt, wie ſogleich in die Augen fällt. 
Auch erhellet aus (7.) unmittelbar, daß man ſich immer » 
ugleich fo angenommen denfen fann, daß es, wie es gerade der 
weck der Berrachtung erheifchet, eine gerade oder eine ungerade | 
Zahl it, weil mittelft der Betrachtungen in (7.) der Werth die= 
fer Größe nicht auf abfolute Weife, fondern nur auf eine ſolche 


TEE ET ee 
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Art beſtimmt worden iſt, daß man dieſelbe größer als eine ge⸗ 
wiſſe gegebene Groͤße zu nehmen hat. 


9. Man denke ſich nun zuerſt v fo beſtimmt, daß es eine 
ungerade Zahl, = 24 + 1, if, und daß, indem man 


x(x-20)..(x— 410) sin ONU-+I 
28 | (1%. 1.2.3... +1) cos(2a+1 0 ( 




















= = ) 
— — N + el 
— EN ER pe 
ER RER 
x2l-r1 
ee Mr u ee 
x2-43 
ED 
rs 
Host. 1...(22+5) 


etzt 

Be PB F)<ıN 

if, welches nad) (8.) immer möglich ift, wobei man nur die 
wegen der Vorzeichen in (8.) gemachte Bemerfung wohl zu be= 
rücfichtigen hat. Nachdem man „= UR+1 auf diefe Weife 
beitimmt bat, nehme man © fo flein, daß, indem man 




















ER x sin 2) 
8 2000 ( 5 
x(x—20) . ee 3 
— sin 20 ö 
x(x—20)(x —40) sin O\? 
- 1.33 c0s30 ( 7 
_ m 22 —-29)..@—-2Q—10) . sin ON% 
— 1.23... — 
g — x xꝰ x5 x? ziI—1 





BERE 9 RC VER han Bart a ee rer; 
p(S—I)<4N 
ift, welches nach (6.) ebenfalls immer moͤglich ift, wobei man 


zu bemerfen hat, daß bei der Beſtimmung von »—=24 +1 die 
Größe © noch ganz unbeſtimmt bleibt. 


Man fann alfo © jederzeit fo beftimmen, daß 
BI SIE FTFIEN 
iſt. Es iſt aber, wie augenblicklich erhellet, immer 
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PIS-S) + pP) Sps-s Hl) 

S p!($+%) — (+2). s 
fo daß man alfo nm fo mehr © immer fo befiimmen kann, daß 
m BIETE : 
iſt. 


Da man ſich nun mittelſt ) ſogleich überzeugt, daß 
S+ P = sinx, 
ift; fo fann man alfo © immer fo beftimmen, daß 
plsinx— (SH@)) <N 
ift. Aber ER 
Fe x3 4; x5 RR x’ E x9 
a 1.243 — TR TR SE 
Alfo Fann man immer © fo — nehmen, daß der abfolute 
Werth der Differenz 
x3 x> x? 


x "x? 
—— — Fe re ap are ri h 2 
- fleiner wird, als jede gegebene, noch fo Eleine, Größe, Nunift 
aber A von © ganz unabhängig. Alfo muß der abſolute Wert) 
der Differenz / an ſich Fleiner als jede gegebene, noch fo Fleine, 
sl feyn, woraus. man augenbligklic) — daß 4*0 
folgli 
































inet 4447 — +2 — in i 
iſt. Wir haben vorausgefe kt, r — x. poſitiv en; Bekanntlich 
iſt aber allgemein sin (—x) —sin xʒ alfo ; 

x x3 x⸗ x’ , S 

= Fee Baal un a TR } a 

_ I LE or’ a 

RE 1.2.57 TREUE BA 5 N 3 3 

fo daß alfo in völliger Allgemeinheit für jedes — MR 

x x’ x» EN £ % 
a Tim oT TERN 





iſt. 
10. Ferner denke man fi) » ſo beſtimmt, daß > eine 
gerade Zahl, — 2, ift, und daß, indem man 
x(x—29).. — 1) 9), sin 
Pe aei- ne). 0 


RN 3 ae — 
DR, x(x — 20) ...(X e. sin 
FEN TI 


1. 2(x-20)..(x-2(240 0), 
ED „ano 


u RE SEE Und wi 





— (1). 








sin O\4+2 








4 
ME Bee Eye BT BENZZ Zn A 


fett, 


! PIP— WF)<IN. 
wird, welches nach) (8.) immer möglich ift. 


Hierauf befiimme man © fo, daß, indem man: 


sin 2) 


3 2 
RER 29 (9) 





2241 — 








+ 2C29)6—49) „30 — 


1.2.3 
x(&— 209)... 1R—96) .. 





u AR 
N 1.2.3... —1) 
— x? x+ 2° REN 
Masshrarrateten 
feßt, 


if, Es ift aber immer 


piZz— I)+pr# — P)Spr- Z2+Ww—WP) 
Splz+ NM —- (+ 
‚ fo daß man alfo um fo mehr © immer fo beftimmen kann, daß 
pitZ+ 7) (Z+ W)ı<N 
ift, Ans (1.) erhelfet aber ſogleich, daß 


u zZ Y= c0ox 


iſt, und man kann folglich © immer fo klein nehmen, daß 
pless— (Z2+ WW) <N 
if. Da num offenbar 


xt x6 


sin (22 —1) o(® 





p(2— Z)<#N 
ift, welches nad) (6,) immer moͤglich ift. 

Man kann alfo © immer fo beftimmen, daß 
.plZ—- Fr) +p?— W)<N 





* 
17 —— 
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sin ONA—1 


— 


iſt; ſo kann man immer © fo klein nehmen, daß der abfolute 


Werth der Differenz 
> * Pl 


x? x4 — 





A = 0x 11-7, 


Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, 1. 


1...4 J— 
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£leiner wird, als jede gegebene, noch fo Feine, Größe. Da 
aber diefe Differenz von © ganz unabhängig if, fo muß der ab- 
folute Werth derfelben an ſich Eleiner als jede gegebene, noch fo 
kleine, Größe feyn, d. i. es muß 0 feyn. Alfo 
x? x tn g6 0x8 

ob at aue —— — N 





für jedes pofitive x. Iſt x negativ, fo ift befanntlich allge⸗ 


mein cos (—X) = cosx; alſo 
Fi 2 ze” x® SE 
a nd a Ba a a a a 





ee 
/ a ——— I is Ankh 





d. I. allgemein 


x? x+ 
Ir 1.73. 958 + 1.7.8 een 


11. Die beiden Reihen 


? 2° x° x7 x? 
HOLE: PC aa ar Game ya aa van 





cox=1-— 











x? x xs x8 
ee man ua man. \- 


va 





find für die_ganze Analyfis von der größten Wichtigkeit, wor 
durch die Mittheilung des obigen Beweifes derſelben, welcher 
allerdings nicht zu den, fürzeften gehört, ‚gerechtfertigt erfcheinen 
mag. Einen andern auf die Theorie der Gränzen gegründeten 
Beweis. der erftern Reihe, den ich auch jeßt noch für völlig 
fireng- halte, findet man in meinen Mathematischen Abhand- 
lungen. Altona. 1822. 8. 1. ff. An diefem Orte iſt and) ge: 
zeigt, wie vermittelft der goniometrifchen Gleichung / | 
sinx? + cosx?® —1 — 
die Reihe fuͤr den Coſinus aus der Reihe fuͤr den Sinus herge— 
leitet werden kann. Einen Beweis mittelſt der unbeſtimmten 
Coefficienten ſ. m. in dem Artikel Unbeſtimmte Coefficienten. 
(24.). Dieſer Beweis ſetzt die Moͤglichkeit der Entwicelung 
in eine nach den pofitiven ganzen Potenzen von x fortfchreitende 
Reihe voraus, welches im Allgemeinen in Bezug auf jede Fun— 
ction unter gewiffen Modiftcationen a. a. O. (7.) zu rechtferki- 
gen verfucht worden ift. Einen Beweis durch die Differential- 
rechnung f. im Art. Taylors Lehrfaß (17,), welcher aber auf 
derſelben Borausfeßung beruhen möchte. Ein fehr genügender De- 
weis nah Cauchy iſt im Art. Unmögliche Größe, (41) gege- 
ben worden, welchen nur vorzumerfen feyn möchte, daß er den 
‚ Gebrauch” der imaginären Größen, an die doch bei einer an fich 
fo elementaren Betrachtung unmittelbar gar nicht zu denken if, 
implicire, Die von Klügel (Ih. I. ©, 620. fi.) gegebene 
Darſtellung möchte die wenigſte Befriedigung gewähren. Wenn 





EN RE 


tigen elementaren Säge um feinen zu 
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auch unfere obige Darftellung nicht zu den einfachften gehört, 9: 
ſcheint doc) der völlig frenge und evidente Beweis folcher wich- 
boben Preis erfauft wer- 


den zu Fünnen, und in der That mag ein einfacherer völlig firen- 
ger Beweis nicht leicht zu führen feyn. 


12. Wir gehen num zu der Entivicelung der Cotangente 
über, welche wir am leichteften mittelft der leicht zu beweiſenden 
goniometrifhen Gleichung 

— * 1+cosx 
2sinx 





tcot4x= 


getvinnen. Nach diefer Formel ift nämlich, wenn wir für sinx 


und cosx die vorher gefundenen Reihen feßen: 





x? Kr... z6 23 


— ara DT. 2 Wa Tee 








1 
ycotzi=—. 








x: ' x* 
a wre DA zer Au Da ver Sr Hr 
1 


x 


FA Br + Cx* + Dis + Exs +... I 


Multiplieirt man mit dem Nenner, und feßt die Goefficienten 
einander gleich; fo erhält man folgende Gleichungen: 




















+ E19 
1 
EWR — | 
| 
2 A ee a nn 
1 G, B E 
— Wear Feen 3,3 14, 5.2447 
| +4 % D G B 1 
Ai 713m era ara 
n u, 9 fı u; ſ. f. 
welche ſich leicht auf folgende Form bringen laſſen: 
1 
d— ar ya 
B 3 
DE ERRRAT ET, 
C a 5 
een Re RR 7 
D c B 7 
—— —— 9 
u J f. U, fi f, 
oder 


BER 
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0=(-B) - 774 

0 .5 

0 (n. — 

e —— eg 
uff u. ſ. f. 


Vergleicht man dieſe Gleichungen mit den in dieſen Zuſaͤtzen im 

Art. Bernoulliſche Zahlen (1.) aufgeſtellten Siegen; fo iſt 

flar, daß im der dortigen Bezeichnung: ! 
—-B=c.,— CcC=f,-D=y-E=3, 3 


— wenn wir wie a, a. O. die Bernoulliſchen Bapıen dur 2 


bezeichnen: 


Il 
| 
— 
— — 


1 
B 
3 h, X = 
B=-—1.2.3:40C — ir 
5 h F N 
B= -— 1.2.3.4.5.6D ; ‘u 
7 4 
B=—1.2.3.4.5,6:9 BE 
9 
B — — 1.2.3.4.5.6.7.8.9,10 F R 
i u, pi f. u, fi & \ 
iſt. Folglich J 
1 3 5 7 2 
ee 1.22 1240 220 Saar ; 
d. i., wenn man 2x für x ſetzt: 4— 


1 - 3 5 71: 
22.Bx 24,Bx3 25.Bx5 28,Bx7 
2. Be 
Daß aus diefer Entwickelung felbft zugleich die Saatthaſtgtet 
der Annahme der Reihe 

A + Bx? + Cxt + Dxs + Ex® +. ! h 

hervorgeht, fallt in die Augen. Zur Berechnung vet Salt. 
fhen Zahlen ertheilt der angeführte Artikel ausführliche Anleitung. 

13. Setzt man im die leicht zu beweiſende goniometriſche 
Gleichung: 





1 
cotx = — — 
x 


tangx = cotx — 2cot?x 


für cotx und cot2x die entfprechenden Reihen nach (12. ); fo 
findet man nad) einigen leichten —— der Coefficienten? 


van 
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1 -3 5 
22.02? NMBx „2*.(2?— 1)Bx? ET le 








a — — 1..6 
— 7 
28.(28 — 1) Bx? 
1 Bi 8 ..... er 
14, Ferner überzeugt man fich leicht, daß 
cosecx — tangix # cotx 


iſt. Set man nun’ für tangsx und cotx die entfprechenden 
Heiden aus dem Vorhergehendenz fo wird e 
1 3 — 
2(2— 1) Bx 4* 2(23 —1)Bx3 2(25 —1) Bx5 
1.2: 18 1..6 


7 
., 2(2?—1)Bx’ 
age Dies 





pe - 1 
eosecx= — 4 


15. Setzt man 














re 1 
ee ENT, x6 r x® 
1 +1 4 1.6 1.8 
B B B 
— u 6 
a ve 


fo erhält man, wenn man mit dem Nenner multiplicirt, zur 
o 2 4 
Beſtimmung der Coefficinten B, B, B, sr... leicht folgende 
Gleichungen: 
12:8 
2 
0=B-—B 
4 3 
0=B-6B+B 
6 2 
(EB BED 
8 En a 2 
0=B—-238B+7B—23B+B 
u, 18 f u 1: % 
Die beſtimmten Coefficienten in diefen Gleichungen fich, wie fo» 
gleich erhellen wird, die Binomial-Coefficienten der geraden 
Potenzen. Das Gefeß näher zu erörtern ift um fo weniger 
nöthig, da in dem Art. Bernoullifche Zahlen. (10.) in diefen 
Zufäßen von der independenten Beltimmung der Sekanten-Coef— 


ficienten ausführlich gehandelt worden if. Auch ſ. m Scherk 
Mathematische Abhandlungen. Berlin. 1825. Erſte Abh. 


über den Zufammenhang der Sekanten=Eoefficienten mit den 
Bernoulliſchen Zahlen. : 


16. Da 
sinversx = 1—cosx 


318 Cyklometrie. 


iſt; ſo iſt 5 
ve Sr er x*+ x® x® — 
sinversx æ — — Be 





17. DBezeichnet, wie, gewöhnlich. e die Ba 8 der natuͤr⸗ 
lichen Logarithmen, und ſetzen wir der Br wegen — 
ſo iſt bekanntlich: 

is ix5 


» ix 
hl aa: ale wa ie + at: on 


x? x4 Äx ? x3 nn “ Hin 
7 — FE AT RE — 1,2 — 
d. i., wenn man auch — x für x ſetzt: 
eix = cosx + isinx, ei = cosx — isinx, 
Beſtimmt man aug diefen Gleichungen simx, cosx; fo erhält man: 
eix_ ge-ix eix + e=-ix 


. - er 3 Eu. 
sinxz = — —— , cos = — IR 
2i — 2 


re a ee er 











‚und hieraus ferner: 








* eix__ erix etix1 “2 1— e-Aix — 
Ban BR i(eix+ — * i(eäix+-1) i(1+ e-2ix) 
i(eix+ e-ix)  j(eäix.k ırz il1er-2ix) 7 





cotx = = . 
— eix ⸗ e-ix eäix—1 1— e-2ix 1 
18, Diefe imaginären Ausdruͤcke find für die ganze nal 
Iyfis von der größten Wichtigkeit, „und leiften bei Beweifen und 
Summirungen von Reihen oft vortreffliche Dienſte. Die nach 
o ivre benannten Formeln find eine unmittelbare Folge aus 
denſelben, indem nämlich für jedes n: 


cosnx + isinnx = etix = (eix)n = (cosx + isin ya 
cosnx — isinnx = e-nix — (e-is)n = (cosx — isinx)a 





iſt. 
19. Waͤre z. B. die Summe der Reihe 
y-Ä1+ —x cosp + te — 4 — — 


RR Te 
zu finden; fo giebt man diefer Reihe mitteljt der sfunenen na, 
ginären Ausdrüde leicht folgende Form: 

‚y=1-+ ne 
nm—1),, e2ip + e-?ip 

+.772 ß 2 
n(n—1)(n—2) , edip + e-äp 

1.2.3 | 2 








+ 
* 
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2 — Bein Da ann „TIEF y: eip +... 
a ie Te 
d, i. nach dem Binomifchen Lchrfage: 
2y = (1 +xeip)a + (1 +xe-ip)e 
d. i. nad) (17.): 
2y=(1+xcosp-+ixsinp)® + (1 +xcosp — ixsing)n. 
Gebt man 


1 + xcosp = ecos®, xsinp = asinO; 


x’ e=?ip 





+ir Zeit 


fo wird: 
2y = en(cosO+isin O)" + an(cos —isin O)" 
= ar(eind + e-in®) 
ein + e-in® 


= —— — = aAn cos n . 


k 


Aber — 
e? (I 4xcos ) + x?sinp® = 1+2xzcosp+x? 


© xsinp > x sin ꝙ 
uw irren? 9 An rcosp 


Folglich: 


— ¶ 4 2x cosp + 22)? cosnÄrctang - — 


Irxeosgp' 
Märe die Neihe gegeben: 
y=xsing+ 4x?sin?p + 3x° sind +4x?sindp + - 
fo wäre 
eip — e-ip 


y=1.——— He. 


eiip — e-?ig 
.——— 
eiip — e-3ip 
‚2i 
— 
—— 2 * ei 
Ziy= xeip + Ixte2ip 4 Ixteip 4 ixteip +... 
m Xemip — ix? e-ip — 1x3 emdip — 4x? — — Fe 


„ar 


+ 4x? a 


d. * 
 ge-ip 
2iy = — logn(1—xeip) + logn (1 xe-ir) = logn - — 
Folglich 2 — 
1—xerip: | 1 OR 
Ä e2iy 2 — — x 
1-— xelp ; 
eiy—1 x (eip—e-ip) 
eiy-1 2—x(eip+ erie) 
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eip — e-ip 
eiy— 1 A | 
i(eiy. 4-1) 4 FE + e-iP 
* . 2 








xsinp 


ur 1—x cos 


und demnad) 
xsinp 
y = Arctang — 
Fuͤr 
y=1+xcop + Fe + ze + 
findet man; 
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y= 1 4Fei LE Eee 7 Be 





N 4 x?’ x 
— 0 — 0-2 3 x 
rat T® — 
ur l. REF h * 
y- er + aze-i? 
= excosp+tixsing L excosp-ixsinp 
2 — ger wie + — 
oder 
y= e*0089 cos(xsing) » 
Eben fo iß fuͤr 
BR x? in3 Bi 
2 =xsing + etz p+ ein 
— rein. | ꝓeri⸗ 
= eXcosp (eixsing — e⸗i⸗ isn) u 
oder | J 
y= exp sin &sing) . 2 HB 


Aehnliche Beifpiele würden ſich leicht mehrere Hüte Hafen, A 


Ueberall, wo die Eoefficienten der Reihen Sinus und Coſi nus viel⸗ 


facher Winkel enthalten, leiſten die imaginären Ausdrücke der Si- 
nus und Coſinus vortreffliche Dienſte bei der Summation. Me 


ſ. u. A. eine Abhandlung von Cla uſen in Crelles Journal 
IV. 3. 8. 281. 


I. Entwidelung ber Bogen in Reihen nad) 
Potenzen ihrer trigonometrifhen Linien, 


20. Wenn man eine, in eine Neihe entwickelte, Function 
px von x finden Tann, welche der Gleichung 


(gx)? , (9) '(gx)’ 
— —— oT 


‚genügt; fo ift, weil nach (9) 





x — ꝙx — 
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x)? x) x)? 
te 
iſt, — 

—9— x — sin ꝙx, 
und folglich px ein Werth des Bogens, deſſen Sinus — x iſt, 
wobei aber vorausgeſetzt wird, daß auch in der That jedem be— 
ſtimmten Werthe von x ein beſtimmter Werth von 92 entſpricht, 
welches im Allgemeinen nur dann ſtatt finden wird, wenn die 
fuͤr px erhaltene Reihe convergirt, weil bekanntlich divergirende 
Reihen nur eine analytiſche Summe haben, d. h. bloß als das 
Reſultat einer allgemeinen analytifchen Entwickelung zu betrachten 
find. @x muß nämlich deshalb einen, beftimmten arithmetiſchen 
- Werth haben, weil diefe Function als ein Bogen betrachtet wird, 
dem ein beftimmter Sinus eutfpricht. ii 


21. Zuerft wollen wir unterfuchen, ob überhaupt eine ſolche 
Beſtimmung der Function Ex möglich iſt, daß im Allgemeinen 
der Gleichung ; ie 

— G (px)? : | 

ai Tg a OR wer al, var, Wr Ach 
durch diefelbe genügt wird. Da dem Werthe x — 0 der Werth 
x—=0 entfpricht, fo wollen wir | 

gs =Ax + Bz? + Cx} + Det LES H.... 
ſetzen. Wenn man diefe Reihe nach) und nad) durch gemeine Mul- 
tiplication auf die zweite, dritte, vierte, fünfte u. ſ. fe Potenz 
erhebt, und überhaupt 

(gx)® = Anxn + Buaxmtl 4 Cnxtr2 > Doxmt3 b 2... 
feßt; fo. überzeugt man fidy fehr leicht, daß Au = Ar iſt; daß 
Bn nur die Eoefficienten A, B, und B bloß in der eyfien Po- 
tenz; daß GC, nur die Coefficienten A, B, C, und C nur im der 
erften Potenz enthält, u. fe f. Fuͤhrt man nun. die Potenzen von 
px in die obige Gleidyung ein; fo wird 


— Axt Bed + X + Di + Ex +... 
Pr, a3 jr + Bs? + 0;3° + Da xo + N 





—— fasst + Bsx° + C,x’ + Ds + 1 


N 
F — + B,x® + C,x? + D,x'® Ft 
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| 1 1 
[E - DI Be Tu Bazar ra Fa Ins 


F— > -D, + — 








eg: an 





1 PORN 
+ ſu⸗ — Gr Regen Br j> 
4 ” . . — e 9— su. [3 * e 


und wir werden alſo — allgemeinen Gleichung Sehe wenn 
—4 








ſich die Em AB, C,D, Kar ia e mmen 
laſſen, daß — 
i=A x - ER ER: 9; J a N 
Trend ae NE... 
| ae PT A 
i 0o= == G — 1. 7,3%: | ; \ 33 N EHRE 
i —— 
J 
1 1 
En gaee *1 —J 
1 * 23 7 f 
FR ERST ya 
5 1 1 1 5232 
—— —— — — it, 
1 1 J 
= HR. 1. DREI, * er, 
wtf ee 


if Die Möglichkeit einer ſolchen Beftimmung fällt aber fogleich a 
in die u. wenn man bedenkt, daß mittelft der beiden erfien 
Öleihungen A und B beftimmt find, daß RT: * ie “ 


henden 
A=A, zu a, u, en A — 


ift, baf B,, B,,. B,, „nur A und B, fo ti — Co Cor 
ne A,ABwC;D,,D,,D,,...nıt A ED 

halten, u. f.. Die wirkliche Beſtimmung * Coefficlemen 
‚mittelft obiger Gleichungen würde zu Weitläufigfeiten führen, 
weshalb wir, nachdem wir die Möglichkeit einer ſolchen Berim- 


mung gezeigt, nun einen andern Weg einfchlagen er; wozu. 


folgende vorläufige Begriffe nöthig find. 


22, Wenn 
y=A+Bx+ Cx? + Dxs + Ex Fa 


iſt; fo heißt die Reihe, welche man erhält, wenn man in jedem 
Gliede vorftehender Reihe den Erponenten von x um Eins ver 
mindert, und dag Glied — mit dem Exponenten multiplicirt, 


D ent⸗ 
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die derivirte Function von y. Es iſt alfo, wenn wir die des 
rivirte Function mit Dy bezeichnen: 
Dy —-B+H 2Cx + 3Dx? + 4Es? ten, 
indem man ſich A— Ax? geſetzt denkt. 

93, Setzt man in der Reihe Ex —— 

y=A+Bx+ 0? + Die + Ex 4. 

xt x für x, und entwicelt nad) Potenzen von x’; fo erhält 
man, wenn der eutfprechende Werth von y durch 3 — 
wird: ; 
y=A+B(k+x) +Cc@+r) + —— * 

— A +Bx + Cx? + Dxs + Ex? +. r 

+ (B + 2Cx + 3Dx? + 4Ex? + a 

5 . + ” . ®. de . [ . ® » ®. . . f a} 
d. i. 
— 
24, Wenn 5 
—=A +Bx + Cx? + Ds? + Ex? +.... 
ee 
iſt; ſo iſt — 
dx; — — * . 


Man feße x = x für x, und nehme an, daß — y in 
IT Y übergehe; fo ift nach (23.): 

ytry=y+tDyr:x + +. 

x+ xx * Ds. Y+. 


y=Dyr+. By. 
Folglich wenn man in die zweite Gleichung fir y feinen Werth 
aus der erften ſetzt: 
x=De.Dy.xY +.. 


oder 


für jedes x. Alfo 
i Dx, Dy=1. 
25.. Sir gx=y ift nad) (21. ) 
y=Ax + Bx?+ Cx® + Dx* + Ex + ...., 





3 5 7 
—— inter 
fo daß alfo der in (24.) ARE Satz ſeine — findet. 
Nach (22. Riſt 
Dy=A + 2Bx + 30 +:4Dx? + 5Ex? * 
3y2 6* 
ae a | 


u; U y’ N. 5° 
Fur Tau una TH 


7y° 
To, 








* * 
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9 i. nach (10.) — Be ar Dahl BR 


Dx =.coy= Yi-x, 
da nad) (. en. 
: 32,01 5 ar? I 
ey * 
iſt. Folglich iſt nach (24.) 
= 424 3Cx? + 4Dx? +.) 
(1— x?) 2A + 2Bx + 30x + AD +. 
und folglich, wenn wir die Binomtial- ah ür den er | 
ponenten — 4 nad) der Reihe bloß durch 
Bas Ba» B;> Bar B. a 5* BE 
bezeichnen, da (1 — x?) im Allgemeinen zwei Werthe hat: 
; + 1 — B, x + B,xt — B,x° + B,x° — —— 
=+ 13. Br Br EB En 
= A + 2Bx + 30x? + 4Dx? + 5Ex? »..u, 00002 
woraus A 





—eircroHun.he * 
A=+1,C=FW8, E= +48, PB. 
Nach (21.) if aber A=1, Ulfo muß man die oben Zeichen 
nehmen, fo daß folglich . — 
y—=xr—383,.”+ AB, IB,xt + 18480. int kr 
ift. Da num 
PN a -DAHNI-H.. »(Ia+1) 
— 1.2.3...n 








ift, fo if | ni 1 








x 


und die Function px ift alfo durch diefe * un Allgemeinen 
fo beftimmet, daß. der Gleihung A 
sog (Ri ı ee a 2 


durch diefelbe genügt. wird. a bes —— muß nun abe | 
die Eonvergenz der — Reihe noch beſonders — R 


a 





— 
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werden, Betrachten wir zu dem Ende zunächft die geometrifche 
Reihe 

a 4, Ps P?> P!s Pfr re; 
fo laͤßt fich leicht zeigen, daß diefe Reihe jederzeit comvergirt, wenn 
der abfolnte Werth von p <1 iſt. Sey naͤmlich überhaupt 

i s»S=-1l+p+tp’+p+p?+..p-, 
fo iſt 


nit ptpe en 
ö 1 — pm 
=piirptp rt. +pmi)= abe ne : 


Iſt nun der abfolute Werth von p <1, fo nähert ſich, für je 
des beliebige beftimmte noch fo große m, offenbar Shrm — Sn, 
wenn n waͤchſt, der Null fortwährend, und kann der Null be= 
liebig nahe gebracpt werden, wenn man nur n groß genug nimmt, 
voraus man alfo ficht, daß Sn, wenn m waͤchſt, fich einer be= 
ſtimmten Gränze nähert, und die Neihe daher convergirt, immer 
vorausgeſetzt, daß der abfolute Werth von p<1 iſt. Uebrigens 
erhellet dies auch augenblicklich daraus, weil - 
a ———— p» 
—1-p - 1i-p 1-9 





En 


iſt, und der Bruch —P— unter der obigen Vorausſetzung offen- 


bar der Null beliebig nahe gebracht werden fann, wenn man 
nur n groß genug nimmt. Daß das fo eben Bewiefene aud) für 
die Reihe i 
ptp+tpf+tp’+.-=plirPtrp+pt +...) 
gilt,. verfteht ſich von ſelbſt. N 
Da nun die Coefficienten der oben für px gefundenen Reihe 
ſaͤmmtlich <A find, und die Reihe 
Bu Ei ei 
convergirt, wenn der abfolute Werth von x << 1 if, fo ift klar, 
daß die für px gefundene Neihe fie jedes x, welches > — 1, 
<1 if, convergirt. Man kann hier auch den in dem Art. Cons 
vergenz der Reihen (21.) i. d. 3, bewiefenen allgemeinen Sag 
anwenden, Setzen wir nämlich 


ygg—=s!il+4t.— 
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fo ift in der dortigen Bezeichnung ae 2 





21.8.5. — 1 ..Qn+1) 1 
72.06... fr — — 
ESS 
ent (nah — 





EDEN, (@+ +). 


Waͤchſt nun n, fo are ſich dieſer Quotient ffenbar i immer f 
mehr und mehr der Einheit, und kann diefer Gränze beliebig 
nahe gebracht werden, wenn man nur n groß genug ‚nimmt, 
Daher iſt a. a. O. A=1, und die obige Reihe convergirt oder 
divergirt alſo, jenachdem x zwiſchen den Graͤnzen Pt 
x—=-1, oder außerhalb diefer Gränzen liegt. 
Für x—= +1 wird unfere Reihe 
3 1.3.5 1: 

En ER F 
Auch diefe Reihe convergiit, wie ſich auf folgende Art zeigen laͤßt. 
Sehen wir j 














13:5. Qn-N) ,  _ 135..@n4N) 
TRAG nn. 20? Br 2.4.6...(2n +2)’ 
fo ift * * 
tac 21 +1 FR 
tn ” 2n+2 + ; 


und diefer Duotient kann alles wenn n wächt, der Einheit bez ’ 
Liebig nahe gebracht werden. Daher iſt (Convergenzider Reihen. 21.) 


na 1.3 1.3.5 1.3.5.7 
ET 





convergent für jedes zwiſchen den Graͤnzen x——1x — +1 i; 


enthaltene x, oder, wenn wir poſitiv ‚nehmen, für jedes i 


x . Bezeichnen wir alſo der Kürze wegen die Coefficienten, 
welcye fortiwährend abnehmen, durch Ay, Ar, Ayy Ay re und 
feßen 
na, ta,xs+ 3% +a,r +... + anım-, 
fo fann n immer fo groß angenommen werden, daß für jedes 
gegepene noc) fo kleine N und jedes m 
Sn+m — Sn < N ü 
if, Nun kann man aber offenbar » fo groß nehmen, daß zugleich 
1 Me 
2 +1 
ift, und es ift folglich, weil 





< xml, a, < antmiei 
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unter deu Größen 
——— 1 1 
en 2, +3’ +5’ 2mo1?’ 
ay, Auhiyz Ayh2y co dy,--m-1 
reſpective die groͤßten, dagegen 
xn⸗n⸗i und Anm i 





unter 
zn, zul, zn$?, ,„.. zntm-1, 
“, Any An-+1y An-t2; » - An--ın—1 
reſpective die kleinſten ſind, fear 


x‘. 
1 

——— avi < Anti 5 
1 


Dr; Hr "Ay? < Anz 5 


1 
+-2m—1 — ann C an-m-13; 
alſo * 


EIERN 1 1 
— re tert rat ni 
<< Ani" + An-ı zu+l 2 ant2x0+?2 + .. F Ann ı za tn, 
d. i., wenn wir 


S,=3+3a,.++32::+.. + Ani. 7 
feßen, 
Sz-bın — S,< 8n-ın — Sn 5; 
d. i. nach dem Obigen 
Skin — 5 <N, 
fo daß ſich alfo diefe Differenz für jedes m, wenn man nur » 


groß genug annimmt, der Null beliebig nahe bringen läßt, 
weshalb folglicy die Reihe 


1.3 1.35 
a ee re 


d. i, die Reihe 
1.3 x? 543.9,,29 
1445434 5) PERLE 
für x — + 1 convergent ift (Convergenz der Reihen. 1.). 


Es frage fid) nun bloß noch, welcher Werth der Function 
Arcsinx durch diefe noch mit x multiplieirte Neihe, die wir wieder 
durch px bezeichnen wollen, dDargeftellt wird, da befanntlich zu ein und 
demfelben Sinus mehrere Bogen gehören, eine Frage, die ſich, wie 
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es mir ſcheint, leicht auf folgende Art beantworten laͤßt. Nach 
dem Obigen iſt die in Rede ſtehende Reihe für jedes x zwiſchen 
den Graͤnzen — 1 und +1 md für x — +1 comvergent, 
fo daß man alfo die Function Px ziwifchen diefen Gränzen ge= 
wiflermaßen als eine ganze rationale Function von x betrachten 
kann, woraus denn auch unmittelbar hervorgeht, daß diefe 
Function zwifchen den angegebenen Öräuzen eine ftetige Function © 
von x iſt. Fuͤr x — O iſt ꝓx — O und auch Arcsinx—(, ° 
wenn wir den kleinſten Werth von Aresin x ims Auge faſſen. 
Laͤßt man nun x von Null an, ohne die Gränzen — 1 und 
+ 1 zu überfchreiten, ſich ftetig verändern, fo wird nad) dem 
Dbigen auch Px und offenbar auch Arcsin x. von Null an fih ° 
ftetig verändern, immer aber wird px einen Werth von Arcsinx 
darftellen, wenn nur x > — 1,x <+1 if, wie bier immer ° 
vorausgefeßt wird. Hieraus geht, wie es uns ſcheint, mit 
völliger Deutlichkeit hervor, daß r x > —1,xZz +1. 
durch) Px der Werth von Arc sin x dargeftellt wird, welcher ' 
ohne Nücfiche auf fein Zeichen — Hr if. Auch kann man 
- hierbei noch bemerken, daß die gleichen pofitiven und negativen 
Werthen von x entfprecyenden Werthe von px einander gleich aber 
entgegengefeßt find, welches eben fo bei Arcsinx der Fall if, 
Für jedes ganze pofitive oder negative n iſt 


sin (2nr + gx) = sin?nn cosyx + cos2nz singx _ 

sin ꝙx x, — — 
sin((2n +1) a —gx) = sin Qæn + 1)z cospx — cos(2n + 1)nsingx F 
= sın px — 24 

Alſo iſt für jedes ganze poſitive oder negative m 


Arcsinx = nn + x 





Spa 25 
— — 





N 
LS 
? 
— 
A 


a er Sn 22: 


— (nt) —- x- 1 a 
5 








„vlex 
u. Lee 
P 
— 
SR 
* 


immer fr x >—1,x<+1. 
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26. Einen merkwürdigen Ausdruck für das Duadrat der 


x3 
"Arcsinx z=x+ 4. 7 
1 


bat Stainville (Mölanges d’Analyse. 1815.) gefunden, 
Man gelangt zu diefem merkwuͤrdigen Ausdruck am Teichteften 
auf folgende Weife, wobei wir ung jedoch der Kürze wegen der 
Differentialvechnung bedienen — 

Sey die Function 
| m) =V 
zu entwickeln. 

Durch Differentiation erhaͤlt man: 

—— n{logn(x 4 -1 








7 en rm 
02V _ n(n—1){logn(x+Yx—ı)yn=2 x dv 
— — x2—1 10x 


eT- u(n-1)j{logn(x+Yx?—1)) In—2 — - . 


Seen wir nun 
Vegpn+gym.x+gn. ton. hm. e.., 

\ ; ; d : oV 9 
entwiceln die Differentialquotienten I Fer und feßen deren 
Ausdrücke in obige Gleichung; fo erhalten wir die Gleichung: 
lbs iaie 3p;n.x—3.Apın.x? —4.dp,n.X—5.696n.xt—.... 

+1.29,n.2? +2.3p,n.x° + 3.Apın.8* +... 
na-)gi- TO TRRSPMIRERR 2).x+n(n-1)p,(n-2).x? +... 
j — ꝙ, n.x pn. X? — se 
Alfo allgemein 
— (2-41) @+2) yarn + @- Megan =nnNym—Y—ar, 
(«+ 1642) puren =’ — nn —1)p.(n—2), 


oder 
#? pn — n(n—1)Ypr n—2) 


RER; FFNDG@H2) 
Man ficht alfo‘, daß, wenn man nur 
logn (x + Yx?—1) 
Supplem, zu Klüges Woͤrterb. J. 27 
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in eine Reihe nach Potenzen von x entiwiceln fan, auch 1 
übrigen Potenzen diefer Function mittelft obiger Relation in ge 
hen entwickelt werden fünnen. Man fete zu dem N 


logn(x+Y®—1)=v, (1—x?) Tu; 


fo erhält man on durch Differentiation: 
—— 1 "a 1 

















—— er N1—-x.17-—1 BE ——— 
wenn wir wieder PT —=i ſetzen. Alſo iſt 
rtv. 4 * 
——— — 
und folglich auch fr x — A 
daHv ou A 
eh i 6 Bir — 


Setzen wir nun | 
at =1Bn H Bet Bat H Bit — * 
fo vr fich leicht: * a 


— = — 12.3.4..(2p-+2)-Bptir — ter. 


Solglich für x >= 0: 


(>) = Ha (1), — * 
Aber 





—— or... { Mr 
Folglich, weil (—1)P. id — — 1 ift: 
(=) =1? — 


und demnach 
— 12.32 52 am? Ba 








OxI+Hi i 


wenn q eine gerade Zahl ift. Für ein ungerades af find ae nt R 
fprechende Differentialquotienten _— 0, d 


Nach der nach Maclanrin benannten Reihe iſt Ne 
ö?v — — x3 
ee 
Folglich), weil ; EN ee 
; (v)=lgnfZ1= logni=i 
ift, nach dem Vorhergehenden: 
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logn(x-+ Ya-i) — 


N * 


I y — 
* 


x. 


— 
wir 


10 
ee 1 


S%, 


— m. „m „|. 


Le) 
> 
ao 


en Gr Se ee} 


— 


woraus man leicht ſchließt (25.): 
* Kr ir + Arcsinx. 
Dan bat hierbei zu bemerken, daß 


iſt. — 
dien=2iftn—2=0; alſo 

logn «+12? 1 pe=1, 
und demnad in diefem Kalle für «> 0: 

 $a29) =1,9m—2)=0. 
Auch if, wie fogleich erhellet, für n—2: 

gn = (loni) =i?. 

Ferner ift 





_ fOV\ __ n(logniyn-t  ni’n-t 
— — ) ar i rg Br, 


u. u. fiernm= 2; 
— 
Pı a 


Auch) folgt aus der obigen allgemeinen Relation feiht: - 
a 


1.2 
frn=2, Juden man fih) nun immer n=2 gefeßt denft, 
ift allgemein für x > 0: 

2 9, n 


ar — —, 
(x Ener 
woraus man erhält: 


gn = (logni)? = i’? 


N ana AR 27 
i — 
n*—1 

1.2: 
g9;n= ——— 
*7 34 


J 


X 
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J 9,0 U TERTSS F — | 
hr ; —* F —3 
EN. 
9% Bi ‚3.5.7.8 


Le ut — — ar 
ET Da 
— 22.4.6.8 

TESTEN, — 7.0 
r — U. ie a uff Sen: —— 
Hieraus erhaͤlt man * 


a =i® "+ fe + 48 — | 







2. 4 * 24.6 = 
— 2 | “ 
x + 3:7 we * * 


— m 
i 3 EHE m 
—— ET N 
dv i. nach (8; ) ‘ TH a 
{ilogn (x —— =-i? + 2i Arcainz Be 


5 
2.4. 


Weil aber nach) dem Vorhergehenden 
ilogn(x+ =D = zit Arcniax” 
Re ur DEM 
tilogn (x+ Yx?—<1)}? =—i” + ai ———— 
woraus, mit dem Vorhergehenden vegligen: > 


* 


Cyklometrie. 533 
—— 

(Arena + 4555 
2.4.6 x 


+ . . 020000 


welches die von Stainville gefundene Reihe iſt. Die Me— 
thode des Erfinders iſt von der vorhergehenden mwahrfcheinlich 
‚ganz verfchieden. Entwickelt man nach den hier gegebenen allge: 
meinen Formeln die Höhern Potenzen von ilogn (X+Yx?—1), 
fo erhält man auch zugleic, Reihen für die. höhern Potenzen von 
Aresinx. Das Fortfchreitungsgefeß diefer Reihen wird aber 
bald fehr zufammengefeßt. M. vergl. eine Abhandlung von 
Scholtz in Crelles Journal. II. 1. S, 70,, wo ebenfalls 
eine von der. hier angedeuteten verfchiedene Methode angewandt 
worden ift. 

27, Um nun auch Arctangx nad, Potenzen von x zu 
entwickeln, beweifen. wir vorläufig nocd) einen Saß von den 
derivirten Functionen. Sind nämlich) y, z Reihen, welche nad) 
den Potenzen von x fortfchreiten; fo ift | 


»(*) 2; zDy— yDz 


Nz z? 


Man feße + x für J ſo iſt nach (23.) 


()- y+Dy.!-+.... 
H zJı 3+D2.xX +... 


‚Um diefe gebrochene Function nach Potenzen von x’ zu ent« 
wickeln, jeße man diefelbe 
=A-+Br + CX? + Di’ +..., 


y+Dyv+..=(z+Dz.7+...)(A+BxX-+...) 
= Az + (ADz+Bz)x +.... 
Folglich) > 


Ar=y, ADa-Ba=Dy, 
und hieraus: 





fo iſt 


AT u Ay VDE 
zZ” \ 22 
Nach (23.) iſt aber 


(2) = Y4 o(F).x +... SAtBr th... 


zZ Jı zZ 


Alfo 
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W. Nach einfachen geniometien Grinden J— 
sin are tang x) = = 


* 










—— 1 ” 
wo die Duadrativurzel pofitiv ju nehmen ift, wenn, wie wir 
hier annehmen wollen, der abfolute Werth von Are tangx den 
Bogen 378 nicht überfteige. Alfo ift nach (25.), da ji jedes 
endliche — * der — Werth * — 

ES. Haas, 
| — Ri 
immer <1 if: nn 


EX ‚AL. Y 
Arctangx = - - + 7 ( % ==) a 








Yi+zx: +22 





43 fs te 
H 2.4' ren) AR Ze | 

1.3. ur 0 
+27,6 — —— —— 


EN RT 

woraus miftelft des binomifchen. Lehrſatzes angenblictih, let, 

daß Arc tangx im eine Reihe nah che n von x entwickelt 
Ihe 


werden kanu Auch iſt Has daß die in allen Gliedern 
x enthält. 1 


29, Dan ift alfo berechtigt, zu (eben: — 
Arctaugx => y= Ax+Bx? + 0x 4 Dx* FExs- 
woraus (22,): — 
DArctangx =Dy=A+2Bbx+ Ehe + 4Dx? + ... 
Da nun And ai —— 
— 
x ⸗ tangy * — 
iſt; ſo if nad) (28.) R | 
DT Dsiny — siny Deöay 











cos y* x ’ 

Nach (9. ) und (10,) ift aber Bi: 
j y* y° Sa y’ = 

— — ER; 5 J 
— —— — 
er Be 
woraus ſogleich be 

2 4 Bi” a; N 
N BF  EDT ARE ARE 


; 3 
Desy=—y +73 





vr A ie siny | 
1...5 ”.... —— = 
Alſo 
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j pn gay? d sine NT. 








— cosy®_ ‘cos yır 
Da nun ar 
— x? —— x: Re | 
* siny — 0087, a Se Wr a 
I: 0. 
iR zZ A Dx— 1 — 
Endlich iſt nach (24.) 
Dx. D Are tangx =1. 
Folglich | 
DArctangx = % 1-2 + fr ne 


und demnach: 
1—x? +xt— x +29 —.. —=A+2Bx +3Cx?+4Dx? +... 
woraus fogleid): 
Alfo ; 
Arctangx=x— ix - 3’ —ı? + 4? —..., 
Ueberhaupt if, für jedes ganze pofitive oder negative n; 
Arctangx zuon + x— I + ww’ — KT +. N 
Wir wollen nun auch die Convergenz und Divergenz der Neihe 
Arctangx—=x{/1 — 4x? a Art — It 4 ar ef 


näher unterfuchen. Nehmen wir bloß auf die abfoluten Werthe 
der Coefficienten Nücficht, fo iſt (Convergenz der Reihen. 21.) 


alfo 





1 
anti _2n+1 _ n 
an 2a+37T 3? 


n 
woraus man fieht, daß für wachſende m diefer Quotient ſich der 
Einheit immer mehr. und mehr nähert, und diefer Gränze, wenn 
man nur n groß genug nimmt, beliebig ‚nahe gebracht werden 
kann. Daher ift unfere Reihe convergent, jenachdem x zivifchen 
den Gränzen —1 und + 1 enthalten ift, oder außerhalb diefer 
Gränzen liegt (a. D,) 
Sir x—=rtt iſt die eingefchloffene Reihe 
| io 4trt-rh3oen Me 
und diefe Neihe ift nach dem Artikel Convergenz der Reihen 

(15,) convergent, Alfo iſt die Reihe 


Arctangx = xz.— 4a? + 4° — 3X’ +... 


4 
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convergent oder divergent, jenachdem x — —— <+1 it 
oder x außerhalb der Graͤnzen — 1 und +1 tigt, is 
30. Set man in der. vorher gefundenen Reihe fir den 
Bogen durch die Tangente «—=1, welches verftattet ift, da, 
wie wir gefehen haben, die Reihe in dieſem Falle convergüt⸗ ſo 
erhaͤlt man; ' 
r=1-4 44-44 ho +. 
Aehnliche Reihen würden fich leicht mehrer Mae ee Eine 4 
merfivärdige Umformung der Reihe für Arctangx f. m. im 
Art, Umformung der Reihen (16.). Setzt man im der Neihe für 
Arcsinx, tie verftattet iſt, x—1, fo erhält man eine Reihe für zu, 


IH. Zerfaͤllung der Erponential- Größen und 
trigonometrifhen Linien in Fact oren. 


31. Wir gehen bei dieſer Unterſuchung von der folgenden 
Summation einiger Reihen aus. 


Es iſt 





cos(«-+P) = cosa cos? — sina sin 
cos(@—P) = cose cosf sin sin .. 
cos(@+P) + cos(a—P) = 2cose cosf 
..  eos(a}+P) = 2cosa cos — a E 
Solid, fra—=nx, P=x: — 
cos(n+1)x = 2cosnx cosx — eos(n—1)x hr 


und demnach; 
COSX == cos x 


— 60522 = — 2c0sx cosx +1 

cos3x = 2cos?x cosx — cosx 
— cosäx = — 2cos3x cosx + cos?x R 
cosöx = 2cosAx cosx — cosdx es 
# uf uf. f 7 
Alfo, wenn man das Mggregat der Größen auf der linfen Seite 
der Gleichheitszeihen = NS feßt: % 
S=cosx —2$cosx #1—S;, 
woraus man fogleich erhält: — 
8 scs 2⸗ do he Nuss 


Nach (10,) ift aber BR > 


— — 1-1+1-1+1-.. —— 
7 —— 9 
a 23 ae + —— 2 


TR +#-#+5—- az 
- Pr 1 


a a 2 ad BE 
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woraus augenblicklich folgt: 
sap er net 


1-?+32—22 +5 — — 

436 — 

J— Bann 
u. ſ. f Na, 


derner iſt auf ganz ähnliche Weiſe: 
‚sin(@+f) = sina cosß. + Cosa sin ä 
sin (@—f) = sina cosß — cosa sin ß 


sin(@-+f) + sin(@—Pß) = 2sine cosf 
sin(@+ f) = 2sina cos$ — sin(@—P) » 


Folglich, fra=nx, P=X! 
sin(n-F1)x = 2sinnx cosx — sin(n—1)x, 
und demnach; 


sinx. == sinx 
— sin?x = — 2sinx cos x 
sindx = 2sin?x cosx — sinx, 
— sindx = — 2sin3x cosx + sin ?x 
 sindx =  2sindx cosx — sin 8x 


uff ; uf 

Alfo, wenn wir das uggregat der Größen auf der linken Seite 
der Gleichheitszeichen durch IS Bezeichuen: 

S=sinx— % cosx—$s, 
. woraus 

j —“ sinx  __2sinix cos}x 

9 77 41+0c0sxX  2cos4x c0s4X 

8 = itangix. 





= tangix 


Aber nad) (9.) | 
S= 11-243 -4 +45 -...)- 











mü-Pr4+B-erP en) 
+d-2 43-8 45— a 
| x7 
-d-7 +10 49...) 
N TE ee Ge Ds a GN 2 x 
und nach (13.) 
RE — „Die — 


Folglich, durch Vergleichung der einzelnen Glieder: 


> 
3 Goklometrie, 


e -2 +3 —4 4 * nn ee — 


FJ 


1-24 3 a #5 — EZ 


— — x 5 — Paz 
Aa hr un ER 


; AR BER 
ne eu — J— ir Ver 


LE, ee Re 
32, Geben wir jetzt 


sin 2x sin 3x sin 
N 22n—1 + 32n—1 — a, a. * eu 

fo it nach (9.) er J 

1 Ben 

z ” yan-ı = 11 2202 +: m in 4 





re 














4 — 
F —— + re ren Ho) 


























a A 1 ie er. 
+ h1- ar rn Be 
J ne s 
x e ER a 1 
x 1 x a Rn BR 
de I, Br ee 
72* yanıa "1,2, 32 * — Ey . (2n er 
x2n—1 x2n--1 
i er PB, „77 7 Fu 
Er — — er® 3 ill 
sinyxX ' 
=: yrn 
—— x® 1 zan3 





zu, RN 

== 17tma7 1.2.37 a ry ... at ; 

——— Be 

ieh 

33. Setzt man in dieſer * n—x für * [2 1 
halt man, weil 


in(a—ı) a Mn, sr " 
sin@z—ı)=— sin 
sin In—d) = sind. A 


 sin(An—4x) = — sindx 


wis whihr 
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Be: 
in a Lea 
=, In-ı)73 Een i 
ur FE: = a 
2 —— x 1 





(nr — x)?n-1 
= 1..(2n-1)' 


Denkt man ſich die Potenzen des Binomiums T—X —— 
ſo faͤllt ſogleich in die Augen, daß 


sin yx 


— ⸗ a A,x + A,x? + A,x°? + ..-+ A2n—ı xa-1 


iſt. Für x — 0 ift offenbar — —=0. Alſo a0. Folglich 
sin yx 


— a A,x * A,x? + A,x? + ..... & Arn—ı 2?n—1 1 


Ferner iſt | 


sinyx _ sin?x , sindx , sin4x 
: aı 7 = sinz + a + 301 + 2-1 +... | 














1 sin2yx sin 2x’ sin 4x sin 6x \ 
22n—2 yın—ı = 22n—2 + 2. 42n—2 + 3. Gr +. 
woraus fogleic) 
sin yx 1 sin2yx _ sin yx 
2 — 2-2” yan-ı =zH yan-ı 
folgt, Da nun 
* u = Ax + Ay? dh Art cn 4 Aan-i aeu-i 
sin 2yx 
yar- —1ı 


ift; fo ergiebt fich) aus obiger Gleichung mittelft der in (32,) 
peiviefenen Relation: 


1 
A, tu) = x2 Mn 














>> 





= 2A,x + AA,x? + 8A,x? +... Yanmi Arm xↄn-i 


ui 








% x 1 
et x⸗* m 28 ? ” yın—4 


1 35 1 
* — Fe zn. 
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N | | 
A — 1—1 2 3 is — 
en > m Wh Mm ty 
| ; ‘A — — 2n*2 ee Rz | — 
——— 
Y ; - — \ 
— Fila an 5 


meh (2u—1)' # 
woraus augenblicklich: 
Ass, 5 —— 


4 
u: — A 220-3 zrIaa 











11... 1 er 
A; en — Ay gas = 072,37 m 
— 8 Bar. 
— =A,. "an.  "V 1.3: Tas : | 
Er fr a AR A 
tete I Se 
2n—3 3 3 Wogae iron a AR ii 2” 1...(2n—3)” —— J 
1 ee J 
F gt ein w= e — TE re r ö 
{ Aꝛn 141 2} Azn A pe (20 —1) — Kr | 
Der Coefficient Azn-2 iſt = 4, und bedarf —— einer he. | 
Beftimmung. 
Da u | 
1 Br Lu 
Pa re 1 * 
— a 1 
Jia + 2a + = Pr sa * jr J 
iſtz ſo t N 
— J 
RER. 1 RR — A 
s 14 gut > ya“ 22a ya? Won 
woraus fogleich: — 2 
X 1 ES KL, 1 1 en 
zutr 2% = ee ER 
1 en a1 1 a A ' u — 
2* Tg Fat " 
Sofglich a ’ Be. 
* = — BER... 
— — 
Mae Da Dale Be Fr nk 
i * 15,4.) —— 
— 1 32 
ET ET 


0= a2; — 
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EN 
— ana 
| * 


— — — ,! PR 
MT TG 


Denft man fich in dem Dbigen die Potenzen von x — 77 Wirfs 


lich entwickelt, fo erhellet augenblicklic), daß der Eoefficient von 
er 1 d. i. 2n—27 

ER 4 2n—1 —* — rt ı 

2b HT a)‘ rk a, 1...2n— 29"? 
iſt. Daher find nun alle Coefficienten beſtimmt, und es ift: 


j zeinyx “2 





2n—1 
——— 


2 1 x: 4 * — — 
— — 4 1 5 = y?a-6 —* “+7,.(2h-3) #7 








1" ya’ 1.2.3 


J xn⸗2 x2n—1 — 
— —— —— , — — i —— —. 
oder 
sin yx 
yeni 
x3 1 x⸗ 1 n⸗i 1 





123 mat) sata} 


x?n — x2n-HL 
* Ta | 
Daß die erfte Gleichung nur für mn >1, die zweite nur für 
n>0 gilt, fällt in die Augen, 


34 Für Xx a if offenbar 


x 1 
7* 








sin yx 
a0: 
Solglich für jedes n > 0: 
1 n? 1 ** 1 _  n?n—2 1 
ur 2 4.2,3% ya + 4,4 52 zn 7* +7..@n-1) — 
* nzı?n 


welches eine der wichtigſten und merkwuͤrdigſten cyElometrifchen 
Gleichungen ift. 


35. Seht man im diefer Gleichung nad) und nad) n — 1, 


RR, 3, 4, +00 UND dividirt durch zu?, nı*, nı®, n®, 007 fo 
‚erhält man: : 


——— 
17.08 ? 
vıi23tT,3 





(= nt — a22 
J 
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sie 
3712.23 ER — 


1 ve > a, | 
u im — 26 > mt 4 —— — —— en — — * 
er y?® 25 1.2.30 a TE RT) ie y2'1...7 


17T 





— 





u ee 
Vergleicht man diefe Gleichungen mit den im Art, Bernoulliſche 
Zahlen (5.) in diefen Zufägen bewiefenen Relationen der Ber- 
noulifchen Zahlen: m — —J— 











1 N — 
W 1 | 
0 10 ; 
SB BB 1 2 PA 
0774 12123 + 1.5 n 
5 3 1 —— IE, 
BB BR Re — 
F 22280 42 a “ 
7 5 ' ah ı 
Beni. 8 2. B 1.728 + 
ma 757. i 1.508, 228 2:0 1.8 ‚1.2'1..7 a rn 
u, ſ. A \ ; u -f 
fo ergiebt ſich augenblicklich: 
—* 1 1 * 
R ERS) 2B 1  M’B 
Te ee 
ee as a. 
1 83 B 7: 8.28 
PER n2 1 By 2 * ER 1 .. .4 
5 
1 25 .B 1 25.n°B 
— 3__ 2 £ 
“ * ER ae Ar 
er — 
en = a e' «TI “ 
ei — 1 * 4% 8 
\ u. ſ. f u ſ L A 
d. i. allgemein: ur —— 
ni na BEE 4 
1,7 \ — 
— *—* — her eg —— — — — — — 
Sun 555 + 5a + 42n + 1.2. u Ar * 
die Summenformel für die geraden reciproken Potenzen. i 
36. Da ve — 
1 1 1 1' 1 1 Eee 
78 te 


iſt; ſo iſt nach (35.) 








Eyklometrie. 


5 R 
ie 
IE Te ti 
N 
RN | 
1.37 ste tra tet 
u. ſ. f. — — 
2n—1 
B nn 


1...2n° 2. Smtmte + ii ... 


ST, er 


tert tet + = 323 


Atntatetmmtenss 
RN. NEN | 
3 1 ! 
j 1* 5 57 a en 
Alfo nad) (35.) und (36.) 
gi, m—NB mn 

: he De VE ET 
d. i. 
(4—1)B n2 4.0 
“rare -eltgtgta te 


@_nB na u 
—— 


5 
(4 —1)Bin® REN, 
5 — 
7 
(44 —1)B 73 el 
u. f; f- u ſe f. 
38. In (33.) haben wir geſehen, daß 
— 2n 441 1 
zn an Fam 
iſt. Folglich ift nach (36.): Er 
1 (a1) — 


* * 


—— 
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LEN RR 
3 = = 7 
| 
—— 
a 
es 


Mir werden nachher anf bie Summation — einiger Reifen die⸗ — | 
fer Art zuruͤckkommen. er E 
39. Entivicelt man das Product Be 
Ya fi +ax)(t-+ Px)d+ 72) (1 + 88) ———— J 
durch wirkliche Multiplication ſeiner Factoren in eine Be; 2 # 
wird man offenbar eine Reihe von der Form | 
Y=AH+Be + O4 De + Ethan E' 
erhalten. Bezeichnen wir nun hier der Kürze wegen die ei 
virte Function irgend einer, Function y überhaupt Be durch 
ſo iſt (22.) 
ee Bi 2Cx + 3Dx? + 4Ex3 + LE Ye ae ’ 
Setzt man R 
Q=A+R)IFR) HS) Irre)... ’ = 
=A, +Bx +0 +Dx + Ext 4 ..;5 
fo findet zwifchen @, @ und Y’ folgende Relation A 
Y=(1+os)Q +eQ. 





Da nämlich) N Ei; 
7 ; =) fe. J—— 
iſt; ſo iſt —— 
d. i. | 
A-A, + (BB, )x + (C—C ‚yx2 +®&- D 5 PER 
= aA,x'+ oB,? x + al,x® + roh + 
woraus J 
A—A,—=0, B-B,=ch,, c— Or D- ne 
Aber s ) 2 — 
Y—-Q=B-B,+2(0C-C,)x+3(D — -D)x +4 EB) +. 4 
sieh, a —— 
und — 
«eQ =aA, a er 
ex = ‘aB,x + 2uC,x? + 3aD,%’ + +. { 


Qa& + «eQ’x = aA,* + 2aB,x + 3eC,x? * 44Dx +... 


ide 
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Folglich 
Y-0'=0+ dx, ——— (i+ax)gQ’ E00. 
Seßen wir nun 
NER AT 
AH) +YR) (+58) .... = =ı:Q 
 A+mMd+SgitER) .. = Q, 
(1 + öx) (i+ x) (1-+{x) si. Q; 
Mrs) AH) AdHm) er: Qs 
u. f f. u. ſe f. 
und bezeichnen immer die derivirten Functionen wie vorher; ſo iſt 
Y =(1+.x)Q' +00 
Q = (1+PR)Q', + BQı 
‚Qu, = UrR)Q: #79: 
Q', = (1+)Q, #90; 
9, =(1r&)Q, +80, 
uf. f. u 2: f: 
rg wie hieraus durch ſucceſſive Subſtitution augenblicklich 
olgt: 
Y= 710] ß 
+ (1+as)PQ, 
+ (Ita) + AR)Y0, 
+ (t+as)(d + PX) (14 78) 00; 
+ dt) +) Hz) + IT) Q- 
A er N we RR 


Aber 











BAR 4 
Q TI+ax 
—— 
GF 
— 
G = 
N RN 2 Bann Ha A en m 
G 0 
u ſ⸗ fi 3 . u, ſ⸗ f. 
Folglich | De er 


2 RR 3 
Bünde + I+ px * — + 14% ni Aa 
a alx $ais? — air 4 asxt . — . 
y)HB—Ppx+ Pt Pi + Bit... bir 
Eh Bd in et 7 
Pa ee 1 Sa 22 we Sr 2 nee Be 
u. f. f. J * u. ſa fen | 
Süpplem. zu Kluͤgels Wörterb, —* Mm 
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= VISo — xSa? + x?50? — x⸗ↄSo* 4 x1Sa3 —— | 
N B + 20x 4 3Der 4ER HB “0 
=TA-+Bx+Cx?+Dxr’ +...) Sa—xSa? + xꝰSas —x3Set 4... J 
Multiplicirt man, und ſetzt die Coefficienten auf beiden Seite 
gleich; fo erhält man, weil — are ei Ri folgende 2 I 
dungen: 
0= B-— Ss , 
0=2C — BSe + Se? Ar > Kr 
0 = 3D — C$Sa + BSa? — Sa m 
0= — 4E — DSa + CSa? — BSo? + Sat. Pe; 
0 = 5F— ESa + DSa? — CSc? + BSot 5a: 
uff uf J 
40. Sey nun 


Y=(1+ — 56 — — 


fo iſt nad) (39.), wenn wir 
Y=1+Bx +4 0x + Dx RUE, 






feßen: | "1 
0=B — — TR 
y* F 
J J 
0=26 — BEZ + * 
1 
0=3D ⸗ 2 BEL — 2 
pt E 7 
1 U; 
0. AE = DEI 4 DI — 
y? + y* ——— * hg 
we uff 2 
oder | | 
0= za — B 
F 3 D 
>4 
=2—— BES art — 3D: 
ER —* * 
rarkonsire — 
 W T. f- i uf. * = * Mr : 


Vergleicht man dieſe Gleichungen mit den aus 9— * ſich erge⸗ # 
benden Öleihungen: 


re 


= 2 | nn? y J 
Try Te Eee, BE 
te RN, — 
— FE 
—— Prı.5 
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1 m 1 ee 
er 1.2.3” 2445: y? 1.7 

1 na? EEE 1, 4n® 
1, 2 rer: 237.7 „tr, 

u. t. f- u, ſ. f. 

fo ergiebt ſich augenblicklich: 

nt? 4 n5 18 

ART am DEEA nr DNS 


Alfo 
1 1 1 1 
Ys (t * 6 + — 4 — J 2°) a 
nr? ine 6 n8 
21 a N, + 1.3” + 19% + “und 
and, wenn man * - ſtatt x ſchreibt: 


xx 
* — + m T — F — — 


— — Hr +7 5— 


41. Bezeichnet, wie gewoͤhnlich, e die Baſis der natuͤrli— 
Logarithmen; fo ergiebt ſich aus den bekannten Reihen ſo— 
glei 


EX e— 


—5 at er — + ul. 
Es ift alfo nad) (40.) 
——— 
* tt) rd 


Ferner if 








(ex — es): 2 
(ex — erx):2 


Axx 4xx Axx Axx 
er (1 )(ir ir ge (1 +) » 
* xx xXx xx xx 
(tt) Si, 


Axx Axx Axx 4xx 


— _ Axx Axx Axx Axx 
2 * N 6 5 — V—— 


ex e⸗* * 
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42. Mittelſt der in (17,) bewieſenen Formeln er sich fh. 
Der feicht die Zerlegung von Ang und ”r in actoren. 
Es iſt naͤmlich 


eip — e-ip 


—— —4 
gi el! ler — er R) 2 9 
— ——— ns Re) B 


5 — dan Yan 16x 


J 
— 
BI EI 


eip + e-1p 
cospy= 2 ne ah 366 


02 (Are Apg — 
er Fe 
1. —— nd —— (Pa N). 
= T ir 














N 
DS 








U Ian nz 

_ fa — ?2p\ fr +29 Ir—2p 34 2p In-&p 5142 

ANNE ee 

, 2 % 2 2 2 

——— EIGENE GE | 
Seßt man 9=; fo erhält man: | | F | 
. mz_ mr /2n—m\ /2n + m\ /4An—m\ /4n +ı 6h—m\ ı 0 J 
sm, an { 2n X 2n )C An )( 4n ( * 

mr fan —m\ /n + m\/3n—m\ /3n+m 5hn — m ad 
ln ww wi 
und hieraus, wenn man n —m für m feßt: 
a — 6 ar) — 

zn 

mr. m (el er) N )CR)CH)- h 
sin ?n 5— u. = 


Aus der —* dieſer vier Formeln ergiebt ſich: 


— JE 


— * meh — 

am = 4.3.4.3.4+$- en 
welches der von Wallis es —— für * vierten 
Theil der — iſt. A 























ey 
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Ferner —* ſich aus den obigen Formeln leicht: 
mr 2n— m 2n + m\ /An— m Au--m 
ara n—m N een) 
zn m ‚„1(2n —m) 3(2n +m) 3(4n — m) 
2 n— m’ 2(n + m) '2(3n — m) '4(3n + m) " 


— n+ m \/3n—m\ /3n + m\/5n —m 
A * Zum (2 4n —m An + m 


_ an om I{n-Fm) 3(3n— m) 3(3n + m) 
” 2° m '2(2n—mj)'2(2n+m) "4(4n—m) "" 


Achnliche Ausdrücke wuͤrden ſich auch für die Sekante und Coſe⸗ 
kante leicht aus dem Obigen ableiten laffen. 


Setzt man x fir m; fo ergiebt fich leicht: 
j mr 
sın — 


2n—m 2n + m RER 4n 4 m 
sin 2u— x 2n+xz An—x Aun+x 
. mr 
sın — 
2n _ m (n—m 2n+-m An—m 4n 4 m 
— —— n+x 3n—x J\31+ x Sn—x 
2n 
eos 
—— n—m n+m 3n—m 3n 4 m 5n—m 
—J n—x /J\n+x /)\3n—x 3n-+ x 5n—x 
2n 
mr a 
Im > n—m\ /n-Fm\ f3n-—m\ f3n+m\ /5n— m 
ae '* 2u—x 2n+x 4n — * 414 
2n 
43. Rach (42.) ift Pa 
lognat "* = togn (1) + Iogn(1. am) +losn (1-3) 















































u zı$ re 1*27 —— 
2 
x? xs x6 x3 
— — 
2372 * 2374 39676 2373 ne 
x? x4 2x6 x8 
-— — — 
3’n? 3 3%n* 3' 3676 4° 38758 n 
x? x’ x6 x® 
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= She t) 

er — rer Het 
7 la 


\ 


——— | 
— (35.) we. 
sinx 
— —— — 
| | ee —— 
— Ber ap 
* 
—— 
— 
* 19 
——— 1..00* 






Auf Ahnfiche Ant iſt: 
logasteons=logn (1) - +lo ogn ‚(4- — — 4 ioen (es - 


Tr * (+ =) +. —— F 


Ax? Dr 2 46. 
J u — 


x = — 
Ir Whg sr Rt, 
erlegen + ee 

43 . — 
—* untere ++ Du 


Da 
-4 watt + sa 


u 
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Ska (37,). | 





— 2 ABER — 
u — — aa 5 x? 4: 4 (4 MB * 


a ——  EISE Yzokler 3 


— #4 —1B x⸗ 
— 7 


7 
— x® 
—— a Bi 7 
e—ns 219 

B.. NO 78 


u Yes A) SR BES a ak 


Weitere Anwendungen auf die Vere nung der * arithmen ſ. 
5.1.68. fe — 


44. Setzt man in (42.) g=nx; fo wird 
— ECHEICHHEH)- 
— *) >) (3?) (>) (>>) = 
ERROR togn (7*) + togn (4 
+ 1ogn(*7*) + logn(°+*) + togn(*5*) — 
logn coa ax = togn =) + logn (>) — 32) 
rt togn (*5°*) + logn (5°) — 


woraus, wenn man differentirt: 
cos ax 1 J—— 1 1 1 1 
























































sinnz Bu eh a er — re 
nsinnx 1 2 1 + 1 PER. 2 1 u 
Zeosnx Ir 1, mi - px Bar: °°°° 
und, wenn man im feßterer En 4x für x feßt: 
nsinygıx 2 2 2 2 
cos 4nx 1—x — ** 15 

. e, Rcosnx, .. 
Addirt man Died zu der Reihe — ſo wird 

iM 1 1 1 1 1 1 
7* i—x. 1% a ES ER Re — U 


waesze, „Yincoen ncosnx ‚n(l—cosnı) nn , 
sinnk. " _Yi-kcosnx siunx sinax  sinnx 
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Folglich, denn man = fe x fet;, 
J— — 
ne sec = = 

a 1 1 1 1 1 4.580 
Re, ın+x atmet” Batx —— 
oder, x x geſetzt: RR 

— 

cosx 








Ne 2 2 wo, 
”" mt n +2: 3n—2x Bun Fat * 
Ar 4.35 4.5n PERS 








n2—ag: ‚gr: — ai Ye An? ar, * uns; 
y Yen ne 
23 ÄIE — ſ F — * — 


242 1 — 

* a l= zaw- Br er 
\ * * 
2886 * J er 


Nach (15.) aber | 
4 0 & — 
seor=B + 253° we a En A 


wo wegen der Coefficienten dieſer Reihe der Het, J — 


a ie nn 


Zahlen Ai in diefen Zufägen zu vergleichen iſt ſſe oe 
a 


>B 
1* — 


+ J 
——— n>B 
— — * — 1..,4,2° 
6 
1 1 1 r’B — 
a Ar mer ; 
u. ſ. f BR utf f 


fo daß fich alfo diefe Reihen mittelſt der Etat, fein 
fummiren laſſen. 

45. M. f. über die bier bewieſenen dForneln meine Mathe 
matischen Abhandlungen, Erste Samml.. Altona, 1822, 
S. 285 — 64., 10, die hier mitgetheilten Beweife zuerſt gegeben 
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worden ſind. Außerdem vergleiche man eine Abhandlung von 
Huilier in den Mém. de Berlin. 1788. 1789. p. 326.: 
Sur la d&composition en facteurs de la somme et de la 
difference de deux puissances A exposans quelconques de 
la base des nen hyperboliques; dans le bar de 
degager cette decomposition de toute idee de linfini. Auch 
L’Huilier Prineipiorum caleuli differentialis et integralis 
expositio elementaris. Tub. 179. ws 119. La- 
eroix Traite du calcul diff. et du calcul int. T. Ill. Ed. 2. 
Paris. 1819, p. 439. Bartels Disquisitiones quatuor ad 
Theoriam functionum analyticarum pertinentes. Dorpäti. 
1822. 4. ( Disquisitio prima). Cauchy Cours d’Analyse 
de l’ecole royale polytechnique. Jr Partie. Paris. 1821. 
p- 561. Alle diefe Schriftfteller bedienen fich bei ihren Beweifen 
der Methode der Gränzen, und die. Beweife flimmen mehr oder 
weniger mit einander uͤberein. Die Zerfällung von sinp und 
cosp hat Johann Bernoulli gefunden (Opp. T. IV. 
Nr. 152.) DM, fi auch eine Abhandlung von Euler de sum- 
mis serierum reeiprocarum,. Comm. .Petrop. T. VI. 1734—35. 
p- 124. Introd, in Anal, inf. T.L Cap. IX. $. 155. Cap. XL 
Kaͤſtners Anal, des Unendl. 3 Afl. ©. 364, Klügels analyt. 
Trig. ©, 130. 5 


46. Nach (13.) iſt, 


1 3 * 
tangx = 14 ” 1.4 ” ET EEK + 00. 





1 3 5 
R (2? — 1)Bx (2° — 1) Bx? (2° — 1) Bxs 
Hain 33 Bo Hr 7 507 WIRBT 








u] — 5 5 
24._1)Bx® | (26 —1)Bx$ 








(2? — 1) Bx 
gan = gt — ra. 
1 Bi, $ 
_(2?—1)Bx (2?— 1) Bx? (2% — 1) Bx⸗ 
Ta fang 15% IE VE Ai * 212,.1...4 + 218 ,1,..6 — 
u. ſ. f. U. f. 


Folglich, wenn man addirt: 
tang x + tang ax + Ytangix + ztang 58 + e.. 
x 7 


1 3 5 
_22Bx |, MBx2 ,2°Bxs | 2° Br’ 
TERRA 
d. i, nad) (12.) 


1 
eotx = — Ftang x — Ftang zx — Ftang — ne 





und folglich, wenn man mit 6x auf beiden Seiten multiplicirt: 
cosxöx _ 0x _ sinixdx \ sinixox sin 1xOx 
inx — x . 2cosk Gcosiıx ‘Bcoıx 





... 
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woraus, wenn man integrirt: J 
— sinx == lognx-$ logncosix + — cos Ix4 logn — + .... 
+ Const . 3 


Fir x—=0 if sinx = 0, alfo logn sinx =lognx, und dem⸗ 3 i 


nach für x—=0: 
0 = logncoosix logn cos $x boie: = Const , 
woraus Const = 0, weil für x =. 0 
logn cos!x = ren zo = Iogn1=0 } 
if. Alfo 
lognsinx = lognx +logn cosix + * cos4x+logn cat}. — 
= logn ⁊x cos x cos ‚ir costx cös .0* oo.) 
sinz = x cosix COS$X cos x COSzuK so... 
woraus fogleich: 


x = sinx sec}x secik secix secH;X. eo... 


Mehrere ähnliche Formeln f. m. in Eulers Opuseculis — 
tieis. Tom, l., in’ der Abhandlung: Variae observationes 


circa angulos in progressione geometrica. progredientes ; 
auch vergl. man die Abhandlung: De variis modis eirculi 


ray proxime exprimendi in den Comm, Petrop. Ei 


IX. 1737. 


IV. Verwandlung einiger cyMometrifhen Zum 


ctionen in Kettenbrüde, 
47, Man feße 














K PT 1 a’ 
mirror} z(x+1) 14 2.3'x(x+1)(<+2) +: BEN 
fo it | 
a 
Verysiriztt —— J * 
volglich | * 
p(x) — — 
a? a? 
= WETTE Dr EN 
1 „at 
> 





+ .. .. 2 0 08. . * 








a3 ' 
* ft Hate 3° at \ 
d. i. 
ya) - Yya+1)= 4649 


— +1) 
woraus, wenn man 
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——— —262) 
ver en 


feßst, leicht erhalten wird: 


x (x) Er 
— — a — 
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6 
ee 


ga k- * — 1) 
v() 8 EI 
Wir haben alfo — RER, Ä 


Pi Omen 


FERNE —— 











—— 








| as Ferm) 





Er a 
VEIT Sy) 
u. ſ. f. ach Pb 
aus denen durch fucceffive Subftitution fogleich erhalten wird: 

















vmD=— 
er - a e 
STE ZZ .. 
wo 
1+; At —* * 
RE: zu — ERTZTIITOTEHEN 
*** 


Fur x= * wird: 
16a? 64a? 











4a 
2 473 t33a3 Fra a tr 
‚m- rg Ba 1622 648 * 
4* —— 2.3.4. eoren 
\erel era 





era + era «Ya 1 

ſo daß alſo: 
era —* era 
era $ err2a 





eX— em x 
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eix _ e-ix im TE el; u 
area T-E n / 













Der bier — ſchone Beweis dieſes merkwuͤrdigen 9 
drucks ift von Fegendre gegeben in den Elements = eome- 
trie. Paris. 1817. p. 288. M. vergl. aud) Thl. — 
48. Ferner ki man | 
— a NN ER 4: 

















rs He mn 
(s+n)= — 4m) wat Bu 


hend, 0 + Hure 
1—-fa)— Aa+m)=0 —° 

1— f(x) — se(x+n). + x2?f(x).£(x+n) = x’f(x). Ir 
1— f(x) — 11—3f(&)}. sf(x+ n)= »’f(s).E(x+n) 
To meter] = rt@ietn) 


Imst) = x?2f(x).f(x+n) 





EN 
1 — en Re 
| JJ 








⸗— er = — A 
‚Ic+» 
d. io, wenn wir 


ſetzen: ; 
Fb) a 
"a+rfßtn) 
(x + n)? 


Korn em 


N u 
(«+ 2) = n+f(<+3n) —— 
* (x + 3n)? — Se 
ER) Sr — 


u f. fi: —J u. ſ. f. 
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woraus augenblicklich: 
2 

f$)=- * 

EZ ‚et * SE) RR 

| en * +... 

1 t 
im Ta+fß)" x+ 5 (x«En)2 A “ 
n +2 * + (x-L3n)2 ” 


n +... 





Sir n—2 und x=1 wid 

‚Ia)=1—-1+:—- ++3—..=4r (30). 
Alfo ; 
3 be uber 


ein von Ford Broumfer zuerft gefundener Ausdruck. Den obi- $ 
gen Beweis deffelben habe ich zuerft in den angeführten Mathe- 
matischen Abhandlungen (Altona, 1822,) S, 134. 135. ges 
geben. | 


Bemerkungen über eine Art von Sunctionen, welche ähnliche 
Eigenfchaften haben wie der Sinus und. Cofinus, von L. Dlis 
vier in Crelles Journal d. r. u. aM. B. 11. S. 243. 


Cyklotechnie. onftructionen, durch welche eine dent 
ganzen Umfange oder auc) einem Theile deffelben fehr nahe gleich | 
kommende gerade Linie gefunden werden kann ſ. m. im Ark. 
Duadratue (556,). Den größten Theil der in gegenwaͤrtigem 
Artikel gegebenen Formeln zur annähernden. Berechnung des Krei— 
ſes, die ſich auf die Zerlegung eines Bogens, deffen Verhaͤltniß 
zur ganzen Peripherie rational ift, in andere Bogen, deren tri— 
gonometrifche Tangenten rational find, gründen, habe ich in 
der Abhandlung: Ueber, einige Formeln zur leichten Berechnung 
des Kreifeg (Mathematische Abhandlungen. Altona. 1822, ) 
aus einem fehr allgemeinen, urfprünglih von. J. F. Pfaff 
gefundenen Saße abgeleitet. 

Zur Gefchichte der Cyklometrie und Cyklotechnie gehört vors 
zuͤglich au) Montucla, Histoire des recherches sur la 
quadrature du cercle, wovon kuͤrzlich eine neue Ausgabe erſchie- 
nen ift. ef 


Cylinder. Wir wollen in diefem Artikel, als Ergänzung 
zu dem gleichnamigen Artifel im erften Theile, die Oberfläche 
eines fchiefen Cylinders mit freisförmiger Grundfläche durch), eine 
unendliche Reihe auszudrücken ſuchen, indem wir. bei der Ent- 
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wickelung dieſer Reihe fo verfahren, daB wir die Anwendung der 
allgemeinen Principien des böhern Calculs vermeiden, welhes 
deshalb als zweckmäßig erfcheint, weil der fchiefe Eylinder mit 
freisförmiger Grundfläche ‚ein der elementaren Geometrie angehoͤ⸗ 

render Körper ift. 


1. In Fig. 18. ſey CT die Are eines beliebigen fchiefen 
Cylinders mit Freisförmiger Baſis, und CC, fey die Höhe def 
felben, fo daß alfo die durch die Are und Höhe gelegte Ebene 7 
ABA’B auf den parallelen Grundflächen des Cylinders fenfrehet 
iſt. Ferner ſei ACE—=« ein beliebiger Winfel und durch an den 
Umfang der untern Grundfläche die Berührende ET gezogen, welhe 
den verlängerten, durch C, gehenden, Diameter AB in T fchneive, 
Zieht man nun durch C, in der Ebene der untern Grundfläche 
eine dem Radius CE parallele Linie C,E,, und legt durch c, 
und C,E, eine Ebene, welche die obere Grundflähe m CE 7 
ſchneidet, fo find die Linien CE und C,E,, als Durchſchnitte 
paralfeler Ebenen mit einer dritten Ebene, einander parallel. Aber 7 
auch CE und C,E, find nad) der, Eonftruction einander parale 
lel. Folglich find auch CE und CE einander parallel, und das 
Viereck CECE ift alfo, weil CE und C’E' auch einander gleich 
find, ein Parallelogramm, fo daß folglich) EE nad) der bekann—⸗ 
ten Definition des Eylinders. in deffen Oberfläche liegt. Auch 
ift aus dem Vorhergehenden Flar, daß die Winfel ACE, AC’E' 
einander gleich find, und daß folglich, went man dur Ein 
der Ebene der obern Grundfläche an deren Umfang eine Berihe 
rende zöge, Ddiefelbe der durch E an den Umfang der unterm 
Grundfläche gezogenen Berührenden offenbar parallel feyn würde. 
Endlich läßt fich aud) noch) zeigen, daß, wenn man EE, zieht, © 
diefe Linie auf den beiden dur) E und E gezogenen einander 
parallelen Beruͤhrenden fenfrecht ift, und daher deren Entfernung 
von einander beftimmt. Zieht man naͤmlich noch CE,, fo ift, 
weil C’C, auf der Ebene der untern Grundfläche, und der Ra— 
ding CE, alſo auch die ihm parallele C, E,, auf der Beruͤh— 
renden ET fenfreht it, nad Elem. XI. 11. auch CE, auf 
ET fenfreht, und ET iſt folglich auf den beiden Linien Br 
€,E, in der Ebene CE'C,E,, alfo auf diefer Ebene felbi, 
folglich auch auf EE, ſenkrecht, wie behauptet wurde, 2 


Segen wir. nun die Linie CC,, welche man füglih die 
Ercentricität des ſchiefen Cylinders nennen koͤnnte — e, bie 
Höhe CC, Sh, den Radius der beiden Grundflaͤchen n 


fo iſt 
d, i 
alſo 





CT:ET = CC;,:EE, , * 


eieca:otanga = @:EE, ; 





' tango 
EE, im e — == etange Cosa == a 5 











| oder der Kürze wegen 


| 
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wie auch leicht erhellet, wenn man ſich durch C, eine Parallele 
mit E,E gezogen denkt. Aber 
EE2 = EE?—EE? = CC? —EE? = C’C? + CC}—EE?, 
d. 
FE?= h? +e?-—e?sina?® — h? re? cösa? , 
oder auch, wenn man der Kütze wegen h? + e? = a? feßt: 
EE? = a?.e? sine’, EE, = Ya?—e? sine?. 


2. Man rechne ee alle Stüde der Eylinderfläche, welche, 
wie dag Stuͤck AA’EE, von zwei parallelen geraden Finien, wie 
AA’ und EE', begränzt werden, von der Linie AA’ an, und 
feße das dem Winfel ACE = u entfprechende Stuͤck AA'EF —S. 
Den Winfel @ oder den entfprechenden Bogen AE denke man 
fih in 2n gleiche Theile getheilt, deren jeder = 9 fey, und ziehe 
durch die Endpunfte der Bogen e 

95 Ip» 5p, 7py + (in—1)p 


Beruͤhrende, fo ift Har, daß man, wenn in der obern Grund- 


fläche des Eylinders eine ganz ähnliche Conftruction gemacht 
wird, um dag Stück S der Eplinderfläche eine Reihe von Pas 
rallelogrammen befchreiben kann, die alle gleiche Grundlinien 
haben, und zufammen ein Stüf einer um die Cylinderflaͤche 


beſchriebenen »prismatifchen . Fläche - bilden. Die Anzahl vdiefer 


rn pi ift offenbar = n, Bezeichnet man ferner der 
ürze wegen die Sinus der Winfel oder Bogen 9, Ip, 59,79, ... 
(2n — 1) refpective bloß durch 8,, 85, Ss7 Sy 7 ++ Susi) 
fo find nady (1.) die Höhen der in Rede fichenden Parallelos 
gramme nad) der Neihe: 

Yar—e?s?, Ya?—e:s?, Yar—ers},.. Var—ersina » 
Die gemeinfchaftlihe Grundlinie aller Parallelogramme fey x, 
der Flächenraum der ganzen um das Cylinderſtuͤck S befchriebe- 
nen prismatifchen Slähe = X; fo ift 
X=x — + Yar-es?+ VYar-esghm+Yar-e s?2n—1}- 
Segen wir alfo überhaupt. 


— — 1 2 3 4 
Yar-e!z = A + Az? + Aut 2 Azd Au ba; 








=nA+Als? +3;?#55? 48,°? +... 4 8?20-1} 

| +Alss +:,?+5,°+5,'+ u H 

HAlSCHS Ch En hen nn) 
HAAS HE Same) 


NT FE 


a ae SE EEE 
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z = — Ast Ast Assönni 4 Arial #2 
v i nach der’ vorher: eingeführten Beeicnung: 
= * nA+AZ| sin (2n—1)9}? 4 ———— 91° 
+ Az sin (2n—1)9}° 


+ AZ{ sinn 1)9}° ! 
+ 00. RE RER, 


Bezeichnen wir nun „wie im Artikel Binomiſcher Lehrſatz i i. d 1 


Z., den nten Binomial- Coefficienten der xten Potenz durch B; 
ſo iſt nach dem Artikel Goniometrie. VII.: 


2-1 (-1)% * pr cos ep — zB en (2#=2) p+%B cos hy -%) po... 
„+ %B [5 1)eTt cos2y+ * He 
Be: (-1)* (sin 39)%*= cos (3. 34 * cos K22)p«B cos 3 Kun -, 
PROEE 75 * “ 1je-t cos (3: 29) +4 * 1%. 
2an-i (-1)* (sin 5p)%®= cos (5 90) „ * cos 5(2x-2)p-+ 3B cos SA ı 
a 1 le | 


a N 








Zimt (-1) ht (2n-1)py)# = * (2n-1) 229 — zB cos —— p + 3 11 


2 2B —* 1)r=1 cos ar 1) % +4%B - 1)". 
Alſo 
2-1 (— 1) #8 (sin n 9 * =. — (2n — 1) 2ep 


* BL na 
Tale 28.2 008 (2n 1) 4p ig 


ai 5 ee 
+ * * 1)x-1 &.cos (2n1) u 
x + Fade s 


indem nämlich die Summen, it de auf,n genommen werden m 


Unter der Vorausſetzung daß 2np, wie groß man ud m |) 
annehmen mag, doc) ftete den conftauten Werth @ hat, wollen 
wir jeßt, die Summe Zcos(2n—1)Y etwas näher betrachten, 
Nach der bekannten cy klometriſchen Reihe, durch welche cosx | 
nach den — von x entwickelt wird, it: _ * 


2 a + —— — N, ge * —— 12 
cosp = it — — — * MR 
‚ 4 1,2 + 1:4 1.674 1. — ae IF PR 
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8 Bin ——— 8 8 
2% "5 4 5 )6 (5 )8 
PURE 7 ar -75 + 180 


 (Qn-Ng)? ter 19)? _ (@n-1p)* | (Qn-1) p® 
— ER: | 

















co an-Np=1- 7.6 1..8 
— Be £ 
Zefa =n— 2 — 2,32 —— tn} 
* * * +++. Hann 
= herrschte. +: 
rerers- N 


. . 
> 


oder 


— 2 AN 
Zoos &n—1) =n—  zan-1) 4. 2-1) 





- 6 8 \ 
_ I 2 - 10 + 82 - — 


Racht Sen Piaemihhem Lehrſatze fuͤr poſitive ganze Erponen- 
ten ift nun. befanntlic), wenn. wir Be der — wegen die 
Binomial- Coefficienten bloß durch A, D, ... bezeichnen; 


(n+1)H — at = = An* + Bnt-1 + Cn#-2 N ...+ Pn+ Q; 
folglich | 
Qu — 41x41 = A,jr +B.1°-1+C Aes2r, -+P.1+0 
Sch — 24H = A. + B.2014 0.%-24...4Pı2+0Q 
Ber — Seh = A. 37 + B.37140C. 3#=24-,...+P.3+0Q 
BEAT II RO ie — —— — — n-+Q 
alfo 
(an + 1)*H 1. = AZn? + B3n’—. +... + PSh -# On Pr 
oder, weil nad) dem Binomifchen Lehrſatze befannti A= «+1 
it: 
+ 1) Zu” = (n+NH — 1— Bin — ... — Pu — Qn. 
Mittelſt diefer allgemeinen Relation, verbunden mit der aus den 
erften Elementen der allgemeinen Arithmetif befannten Summe 
Zun=yn? +50, 
findet man nad) und nach fuͤr a überhaupt einen Ausdruck 
von folgender Form: 
Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. J. Alan; 
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a * 
nxi460 nxa6 —— — DE BR ER n? ER n s 


wo es auf die befondern. Werthe der durch 


* * % * 4 * 
Cyy Cyy Ey, 4 ve. Ca, Cy 


bezeichneten Coefficienten jeßt weiter nicht anfommt: Bloß die 
Form obiger Summe und ihr erftes Glied ift für dag Solgende 
von Wichtigkeit. 
Segen wir | 
Ss=1* +20 +37 ar + 524... 4 An; 
* 





ER: 
>r 
— 





ſo iſt 
> er +» ++ 7m Hr... + 1n-9 j 
— ir 2 + 4 £6r + Bi... + (2n)e 3 

& 18 > 37 + 54 72 4... + 2n—1) 

er —I+2( r + +» +... +) 
Di 8 = Z(2n —1)» + 2 Zus ; ? 
alfo J 


Zn 1% = Sum. 4 
Denkt man fih num für S und In* die vorher ihrer Form nach 4 
beſtimmten Ausdruͤcke geſetzt, ſo erhaͤlt man für — | 
leicht einen Ausdruck von folgender Form: J 


22 
— n, nl. ‚+ Gin} Con, 





Z(2n— 1% = 
oder 
Z(2n—1)= Frank Cm +6; n’-1., + Gen! + Gun ge 
wo es wieder auf die befondern Werthe der durch 

6, Ci — RE ER Dei 3 
bezeichneten Coefficienten jet weiter nicht ankommt. 


Kehren wir nun wieder zu dem Dbigen — ſo wird: 
Zcos(n—I)y= n 


ze re + nt 


Es | 
— mul aha ns-+ü,ns+l, wor bh) 
4 | er we Vet De Ba Mk. e .ın. . . [3 ® . . 

oder, weil Br der Borausfeßung 2np = «a if: 

Zcos(n—1) = n 


— Fri + 6,( s)o+& y 





® 
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er) 


+ rer C,g® N 


IR i., wenn P, überhaupt eine für = 0 verſchwindende Function 
von 9 bezeichnet: 2 





’ 1 a? 4 6 
Zeos@n-Ng=nfi-; — ar TE 3. 7 + .,+ Beh, 


oder, wenn aud) (2 PR eine für 0 verſchwindende Function 
von 9 bezeichnet: 


* 
Zcos(2n — def? str a Gr + Qob; 
dei. 





Zcos(n—1)p = 2 sine + 00 } 


Da np der conflanten Größe & gleich ift, fo ift Ans der 
conſtanten Größe za gleich, und folglich, wenn auch 7 eine 
für g = 0 verſchwindende Function von 9 bezeichnet: 


Zoos (1) np = 2 fsinza + ao) . 
Bezeichnen alfo jetzt 
N, Qi, A, N, Qt 


lauter für = 0 verſchwindende Sunctionen von 
dem Obigen: Pı po ift nad) 


— ERTENPTTT | 3 | sin2ee + — 


— 





—* sin (2) a + Qp%) N 





+ line ner 0} 


+ Bine 
+ Eu N% 


oder, wenn auch IIg eine für g==0 verſchwindende Function 
von @ bezeichnet: — 5 
Rn 2 
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* ———— 2 -1p)»= 








sin za 2«Bsin (+ —2)e ’ 2B sin (2x — A). — 


* 2xa — —— * n. 
2x 1 
we ——— — J 


Setzen wir nun die —— Reihe der ale wegen = =; M 
fo ift ; 

iu in 1)* Z(sin (2n — » y)r = nL + nl, * 
und folglich nach dem Obigen 


+ ar 2 65" 


m — + n17, 3) 





+ 27 * 1) 
De 
100 11,® ; N/ ‚II g® Wr — gewiſſe unbe⸗ 
ſtimmte Functionen von 5* ſind, von denen man nur weiß, daß 


fie für ꝙ ⸗O verſchwinden. Alſo iſt auch, wenn Sg eine eben 
ſolche Function. von -p —— 


11 AL 44 


x= ml 45 _ Ab „AL ae 


Sir n= » iſt aber offenbar X—=S, nx ift dem Bogen gu 5 
gleich, ꝙ und folglich auh 2, it—=0, Alfo ift = 
11 34 Kr ; 
— Taf = — J 
& * immer in Theilen des Radius —1 ‚ausgedrückt gedacht 
werden. Durch diefe Neihe wird alfo.der Flaͤcheninhalt des dem 


Winfel a entfprechenden Stuͤcks der Seitenfläche des ſchiefen 
Eylinders dargeſtellt. Das alfgemeine Glied dieſer Reihe ift 


* AL 1%, Nach dem Dbigen ift 





Ya-ez A Art Antik Ass Beh A en. | 
gefeßt worden, und nach dem binomifchen Beprfabe iſt | 
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— 
— 


din 4 
— — 6222 7 
Ya? —e?z? m: * u 


ale ab 28 32 CH 
— 


alſo iſt A=a und 














* 38 
ar > is A= N 














— ar 
amt 
1 2 
sin?za  **’Bsin (a —2)e „an —he 
3Be2s 2xa (22 —2)« —— wer 
BR Bi 
2 en 9 — 
Demnach iſt 
R z L ı3 3 ‚44 
Ss "BL „BL 





he + —* — — — kam 
oder 
8 ss 1 /eN\N?2 v2 2 feN\6 
— HL" + bi) 
ı4 4 ze \8 
+:BL(2) — 
Will man die Area der ganzen krummen Seitenflaͤche des Cyliu— 


ders haben, fo muß man d — 27 ſetzen, wodurch man, wenn 
man dieſe Flaͤche —=C feßt, leicht erhält: 


- — —160 al) Bill)" 
* + — el 














Aber 

BAR _IC-DE-N... Us Br—N).. er) 

| un ,® 1.2.3...x.2%% 1238. 

_ MU-HR—I AN aR—1).. ‚ern ne 

1.2.3. ..0. 20% 1.2.3. 5 

1.3.5.7... 3) Be. 321, un 

et ae ee 

ABS — 1) Ni 3.21 
TIER Br 6 202° (12, dr Rt). (—1) 
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.11,35.7.. aD}? 1.2.3,..2.2% . 
AR gene 
fl le 41 
2.4.6.8.:.2:,2%% ".:— 


Folglich | 








— m — 
1) ı. 


2.08 7 91.3:6%\2' 06 
"Bat \2.4.6/ "5as 
_ (1 2 :@* 


2,4.6.8/ 72° 


WEN Me 


3. Nach Thl. I. S. 703. wird die Nrea der Eylinderfläche 
ausgedrückt durch dag Product der Are des Cylinders in den 
Umfang eines elliptifchen Schnitts deffelben, auf deſſen Ebene 
die Are des Cylinders fenfreche ift. Bezeichnen wir alfo den 
Umfang eines folchen elliptifchen Schnitts durch E, fo iſt, weil 
nad) dem Dbigen a offenbar die Are des Cylinders ift, - 


E e? 1E3N2 Sr 1.3.5\? e® 
— 1 (1)?.— — (—) .— — (7). 
2er Se. a? (3 3a* 2.4. 5a® ! 
a es — 
2.4.6. "Mad 


' , — Me We ! . 
Die große Are der in Rede ftehenden Ellipfe it, wie aus Thl. I. 
S. 703, ſich leicht ergiebt, — 20, und die Fleine Are, wenn & 
den Neigungswinfel der Are des Cylinders gegen feine Grund- 
fläche bezeichnet, = 2osine, Aber (f. Fig. 18.) offenbar 


e 
CC, = CC’.cose, e= acose, — = cose? 5 
r a 


r 


und, wenn wir die große und kleine Halbaxe der Ellipfe durch 
a und b' bezeichnen, : 





# . . eh! 4262 
ame, b’ = esine, a TE 
alſo 

e? a?—h’? 
a2 = a’? -» 
und folglich, wenn wir. der Kürze wegen 
‚a2 —b’2 
. a2 = c — 
ſetzen: | 
a7 


RESP EEN ‚c? 1.3\2 03 1.3.5\2 c$ 

wre - e 
; (1,3:5:7 3208 ° 

N2,96,8/ °7 


{ \ —— 00° \ Sa 
mittelft welcher Reihe alfo der Umfang jeder Ellipfe bloß durch 
ihre große und kleine Are ausgedrückt if. 
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Iſt @ der elliptiſche rap ſo iſt | 


2Q — * 1.3 RR 
u = ars 
aan cr 
2.4.6.9 7° 


4, Eine Elfipfe, deren Kleine Are Bier in, geft in eine 
erade Linie tiber ‚, und ber elliptifhe Duadrant ift in dieſem 
Falle offenbar = a’, Geben wir nun b =0, fo wird 


= ——e-— 1 
| a’? EEE ehe 
alfo, da Q=a ift: 
—— ER 1.3.5\2 
BAR 2.4.6) °® 
Mn Fa 


’ (4 ⸗ ’ [4 2 (4 1 
eine merkwuͤrdige Reihe für Z ‚oder, wenn man durch 2dividirt, für — 


Bemerkenswerth ſcheint es zu ſeyn, daß ſich aus dieſer 
Reihe, und alſo aus den obigen Principien uͤberhaupt, auch ein 
ER für den berühmten von Wallis gefundenen Ausdruck 


für Z * ſehr leicht ableiten laͤßt. Es iſt naͤmlich 
41.1. 2.2—1.1 1.3 














1.3 1.1.1.3 1.3.(4.4—1.1) 1.3.3.5 
TRIER 2.2.4.4 TIRDRR 
1.3:3.5 1.1.1.3.3.5__1.3.3.59.(6:6—1.1)__1.3.3.5.5.7 
2.4.8:,2.2.%.4.6.5 |. 2.2.0.4,6.6  '2,24.92.6.6 
RE uff 


100 das Fortſchreitungsgeſetz, und wie man weiter gehen kann, 
ſchon mit voͤlliger Deutlichkeit erhellet. Alſo iſt 








2 _1.3.3.5.5...(2n— 1)(2n—1)(2n+ 1) 

wi ER ENDIN. 2829).22.2ı° 
oder 

A ETAA6: .: (2n— 2). 2n.2n 

2 71.3.3.5.5...(2n—1)(2n—1)(2n+1) 


mit defto mehr Genauigfeit, je größer m ift, welches befanntlich 
der von Wallis gefundene Saß iſt (Eyflometrie, 20.). 


5. Man kann endlich mittelſt des Obigen auch ohne große 
Schwierigkeit zu der ſogenannten unbeftimmten Rectification der 
Ellipfe, d. h. zu einem Ausdruck fir die Länge eines beliebigen 
Dogens vderjelben, gelangen. Man denfe ſich naͤmlich wieder 
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durch die Mittelpunfte»C, EC (Fig. 18.) der Grundflächen Ebe- 
nen gelegt, welche auf der Are CC! des Eylinders fenkrecht find, 
fo find deren Durchfchnitte mit der Eylinderfläche befanntlicd) 
Ellipfen. : Bezeichnet man nun, wie oben, das dem Winfel 
ACE = « entſprechende Stück der Cylinderfläche durdy S, denkt 
fi) die Linie EE verlängert, bis diefe Linie auch die untere 
Ellipfe ſchneidet, und bezeichnet den durch diefe Linie von a, 
(Fig. 18.) an auf ver Ellipſe abgefchnittenen Bogen durch E'; 
fo wird auf der Stelle erhellen, daß Pr 
Ss ’ 


Ss=Cc,.E = a6, E.=— = 


ift,. 100 a die Are des Cylinders bezeichnet. Der Winkel am 
Mittelpunfte C der Ellipfe, welhem der Bogen E’entfpricht, 
ſey = I, der Neigungsiwinfel der Are des Cylinders gegen die 
Grundfläche, wie oben, = 8, der von CE mit dem entfprechen- 
den KHalbmeffer der Ellipfe, eingefchloffene Winfel ſey =W; fo 
ift nach Prineipien der fphärifchen Trigonometrie in der Förper- 








lichen Ecke CAEC’, da W offenbar der Neigungsiwinfel der Ebes 
nen ACC’, ECC’ an der Kante CC’ gegen einander ift: 4 
cos æ — 6088.c0s(0°—y) f A 

—F gran: sine sin (90° —y) . ° \ 
.% 4 
! cos æ — coss siny ® 

cosy = —9 





sing cos — 
Eben ſo leicht ergiebt ſich aber auch aus Principien der ſphaͤri⸗ 
ſchen Trigonometrie, weil der an der Kante CA anliegende Nei- 
59 der in Rede ſtehenden Ecke offenbar ein rechter Wins 
el iſt, ö 


cos (90° —y’) = siny = cosa cose, 




















R 
und folglich 4 
‘ cos® — cose cose? 'cösa@ sine. } 
csy—=— = — — 
sine’ 1— cose? cose® Y1— cos«? co88? » 
Alfo N) 
» oos ıp? e A 
cosa? = -— v y N 
sine? + cose? cosıy? 
—— sin 8? sin bu? i 
sine’ = — — N 
f sine” + cose*cCosıy* 
oder 
cosı ; sin e sin 
cosa = } ‚sine = * 














YI-— cose: . 11— cos e? sin? * 
Bezeichnet man jetzt die dem Winfel entſprechenden Coordina⸗ 
ten der Ellipſe dur x, Y, indem Die x auf der kleinen Are 
genommen werden; fo iſt — 
⁊ oos yzsinyYa+y3. 
—— 
—— 


3 


oos 








sin) = 
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Ferner iſt, wie fich fogleih aus dem Dreied CAa, (Fig. 18.) 
— wenn wir wieder Die große und kleine Halbare der 
Eltipfe durch a und b\ dezeichnen, | —— 
* a cos(90°—e) = a'sine; 
alfo 
Wh ur Ya?p:«. 
sine = —, 0088 = ——— . 
a a 
Folglich nach dem Obigen 
i“ 
Yı+ y? E ER 
De — * ap 
a’? 'x2 + y* . 
Nach der Gleichung der Ellipfe iſt aber, weil ‚die x auf der 
Heinen Are 2b genommen werden: 


— a2x2 + b’2 * = a2h?, i 
Folglich) ift ' 











x ; y 
cose = —, sına rue 





b’ ’ 
wobei man zu bemerken hat, daß 
x? 1 a’?b’?—b’?y? y 
Ace 7? a er ri 
Daher iſt 


"oe Ascsin”- — Arccosı-.. 
a b 
Iſt nun ein beliebiger, von dem einen Scheitel der kleinen Are 
an gerechneter Bogen der Ellipfe gegeben, fo find auch die Coor— 
dinaten x, y des Endpunftes diefes Bogens gegeben, wobei die 
x auf der Fleinen Are genommen werden. Alfo ift auch) 


x . 
e = Arcor = Arc sin I =p 


gegeben, und wir haben folglich zur unbeftimmten Nectification 
der Ellipfe, weil nad) dem Dbigen E = ift, nad) (2,) die 
Formel 
TO ONE TO) 
——— — 2— ten. 
* nun bloß noch e und a zu eliminiren find. Nach (3.) iſt 
er | 


e? a:—b? 
— = ec? 5 





— — — —— 
2 a 2 


folglich ift 


— 
— 
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2a’p Ti 
| + Bi.() —J— 
oder 
Eee Bi hi | 
en; i 


1 = 3 4 
wo man num leicht noch für. L, L, L, L, ... ihre Werthe 
aus dem Obigen feßen koͤnnte. Auch wuͤrde es leicht feyn, die 
Reihe nad) den Sinuſſen der Vielfachen von g zu ordnen, wobei 
wir aber nicht länger verweilen. a 

Wir find, unferm Zwecke gemäß, zu allen diefen wichtigen 
und merkwürdigen Formeln gelangt, ohne ung unmittelbar der 
Principien und allgemeinen Formeln des höhern Calculs zu bedie- 
nen. Die frumme Seitenfläche des fchiefen Kegels mit Freisför- 
miger Baſis läßt fi) auf ganz ähnliche Are durch eine unend- 
liche Reihe ausdrüden. 0 

Zur Literatur bemerfen wir noch: De la Hire: sur les 
quadratures des superficies cylindriques, qui ont des bases 
paraboliques, ellipt. et hyperboliques (Mem. de Paris. 1707. 
p- 330.);5 J. Brinkley‘ a theorem for finding the sur- 
face of an oblique cylinder, with is geometrical demon- 
- stration (Transact, of the Irish. Acad. Vol. IX. p. 145.); 
G. W. Kraft: de superficie eylindri et coni scalenorum 
(Comm. Petrop. T. XIV. p. 92.). 3. T. Mayers prafti- 
fche Geometrie. Thl. V. (Praktiſche Stereometrie). Gött. 1809, 
Drittes Kapitel. Serenus aus Antiſſa auf Lesbos hat eine 
Schrift über die Schnitte eines Cylinders und eines Kegels durch 
die Are gefchrieben. 

6. Weil, wie fhon erinnert, die Entwickelung der Ober- 
fläche des ſchiefen Kegels mit der Entwicelung der Oberfläche 
des fchiefen Eylinders auf denfelben Principien beruhet, und fich 
überhaupt faft ganz auf diefelbe Art durchführen läßt; fo erſcheint 
es, um zugleid) den Raum: in dem ziveiten Theile diefer Sup— 
plemente:zu fparen, als zweckmaͤßig, die Entwicelung der Ober- 
fläche des. fchiefen Kegels fogleich hier mit anzufchließen, und 
dann im ziveiten Theile wegen derfelben bloß auf gegentwdrtigen 
Artikel zu verweifen. - Sey daher in Fig. 19. ABD ein be- 
liebiger fchiefer Kegel, DF = h feine Höhe, und durch deren 
Fußpunkt F der Durchmeſſer AB—=2p gezogen. Die Linie 


CF ſey =e, und ACE fey ein beliebiger Winfel, weldyen wir, | 
oder auch den ihm entfprechenden Bogen fir den Nadins 1, wie 


der durch a bezeichnen wollen. Durch E denfe man fid) an den 
Umfang der Grundfläche eine Beruͤhrende gezogen, welche den 


Be — 


— —— 
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verlängerten Durchmeffer AB in T fchneidet. Don der Spike 
D fey auf diefe Berührende das Perpendifel DG gefällt, deſſen 
Länge wir jeßt wieder, auf ähnliche Art wie bevrm Cylinder, 
zuerft beftimmen wollen. Zieht man FG, fo ift diefe Linie nad) 
befannten ftereometrifchen Saͤtzen auf der durch E gezogenen 
Berührenden fenfreht, und folglih dem Radius CE parallel. 





Daher ift 
CT:CE=FT:FG, 
CT:CE=CT—CF:FG; 
ui 
eseca:e = oseca— e:FG, 
ram re eco. 
Folglich 


DG? = (o—ecose)? + h? 
= 02 + h? — (%ecosa—e?cose?), 


ober, wenn wir der Kürze wegen , + h? — a? feßen: 





DG = Ya?— (2ge cos«—e? cosa?) . 


Theilen wir alfo . wieder- den Winfel & in 2m gleiche Theile, 


deren jeder S ꝙ ift, und ‚bezeichnen. der Kürze wegen die Cofinus 


der Winfel 





‘ 


9, 39, 59, 79, 4... (m—1)p 
refpective bloß durch 

C,y €: 5 C53 C,5 .... Can—1 ; 
fo find die von der Spite des Kegels auf die durch die End- 
punfte der Bogen @, 3p, 5P, 7Pp, ... (2n - 1)9 gezogenen 
Derührenden gefällten Perpendikel nach) der Reihe: 
Ya?’— (sec, —e?c?), 


Ya’—(2oec,—e?c}), 











Ya?—(2gec, —e?c}); 





Ya? (%ec, —e:c?), 





Ya? — (2oecan-ı — 8? c?n-1) » 


Auf ganz ähnliche Art wie berm Cylinder fan man nım 
um das dem Winfel @ entfprechende Stüc der Kegelfläche ein 
Stüd einer pyramidalifchen Flaͤche befchreiben, welches aus n 
Dreiecken befteht, deren Grundlinien fämmtlic einander gleich, 
und deren Höhen’ die oben beſtimmten Perpendifek find. Geben 
wir alfp die. Area diefer pyramidalifchen Flähe — X, die ge 
meinſchaftliche Grundlinie aller Dreiecke, aus denen diefelbe be- 
ſteht, — x; fo- folgt aus den einfachftien Sägen der ebenen 


\ "Geometrie: 


I 





m. SHlinde. : 3 





——= —e?c,?) 





+ Ya? —(2gec, —e?c,°) 





+ Ya? —(2geo, — ei 03?) 





+ ee 





+ Ya? : — — e⸗ cꝛꝛu⸗1 


Sehen wir nun wieder allgemein Es i 





Va (OgerZeisr)— ArArd Az2 4 Art de 5 A 
fo ergiebt ſich leicht 
J +..+ can-ı} 

4 A c?+0,2 Fo? +02 +... + a} 
+ Äletta +0,40, + ..+ Bü 


+ — — — 
y + ® . . . . . ” ..e ® . . 


= nA+ —— + — 4 Az + — — RR Mi 


— —— ARSCH }+ Az cos (?n—1)p}? 
4 Az cos (2n—1)p }? 
* Ast cos 2n—1)y * 
ee 
Nach dem Artikel Goniometrie, VII. it nun: 4 
2x1 (cosp)*— cos 22p+ 2xB cos 2—2)p + * cos (2» · * 4 
.+ 22B cos +} 2«B / 


- 


224-1 (cos Ip)» 008 (3.229) + 2«B.cos3 + zB cos 3 (2x-4) — . 
.+ 5 cos 8. 24) Fi ı B 


Yan (cos —* cos — 4 2«B c0s5 (2-2) p + 2»B cos 5 —2 PO 
.F+ 2, cos Ei 2 ab & 


22-1 (cos (An Ip) = ch an = A)20p obens (an pr Da 


N N —S—— *— er, J 
folglich Ei S 





— 
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VIE (cos an —Ny)» = — EEE 

+ Boos n ⸗i) · —2Yp 

* ze cos (Qn—1) (2x 4 p 


. “ . » ® . . '. . 


+ «BZ cos 2u—1)2p 
Dun 
= 2 B . 


Weil nun nach) (2.) | 
Zoos —1)g =" {sine + ae 
‚oder allgemeiner ee | 
Zcos(?n —1)xp = = zujeinse + 0% N 


if; fo findet man’ auf ganz ähnliche, Art wie a. a. O. 
| 221 5 (cos(2n — — 


| sin 2xa 2uB sin (2x — 2) a zB sin (?<—4) 4 + 
2xa 2u—2)a .- (2x — 4)o ae 
— si " + ng, 
- %Bsin2a , %B 


at 


wo immer — eine fir — 0O verſchwindende Function von 9 
bezeichnet. Ganz eben 5 leicht findet man nad) oniometrie. 
VI. und nad) (2.) 


2%* E (cos (2n —1) Er 





ER (2x1) @ 3 sin (2x-1).« —— sin (2x-3) @ * 
(2x + 1)« (2x-1)a “ (2x-3)e r 





Fr), 





25 sin 3a , 2x+B sin « 
* 3a ——— 
oder der Kürze wegen | 
* —EE — * nUo, 
RZ eos (Zn - My! = Em‘ —— —* nIly. 
dotzlich auf ganz ggg * wie in (2.) nach dem Obigen 


— er AG a6, ————— 


= 2, eine für P=O verſchwindende Function von 9 iſt. 
DB: | 


u 


- Kamfay ++ 
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Setzt man nun n=o, wid 9=0,, —=0, nx =oo, 
und, wenn S die Area des dem Winfel & entfprechenden Stuͤcks 
der Kegelfläche bezeichnet, R— 8. Kolglid) RR: 
ao AO a 

e Zei rettete 
wodurch alfo IS gefunden. Die durch G und @ bezeichneten 
Eoefficienten find fchon oben entividelt, und es fommt alfo jeßt 
bloß noch darauf an, auch die durch A —— Coefficien⸗ 
ten zu entwickeln, welches keine Schwierigkeit hat. Nach dem 
Obigen iſt naͤmlich Ro ” 


i 1 2 3 4 
Ya? —(%ez—e?2?) = A+ Az + Az? + Az? Az h ...; 


aber nad) dem binomifchen £ehrfage, wenn wir der Kürze wegen 
20 = 6 jeßen: — 








Ya? (edz—e? 22) =a— 4, ae 2? 


. a 
ı2 (edz—e?z? )* 
* F as 


3 (edz— e? z*)3 

Ban? I 
+ 3, (ea —e? z2)* 
0 5 | 
2 er 


1 2 
+ 25 e?ö?22 — ?Be?dz3 + ?Be?z* 
. a3 





Er: 2 3 

a35323 3 45274 3 5 ee [27-1 
— Una © > Be°z 
‘ a 





1 2 J Ya 
25 e+ö%z% — 4Be59325 + ?Be65?26 — Be? d27 + *Be? z3 
. a’ 


+ 





Zn Re 7 


— B.—e2 

4 Pi 445 e? 2? 

— Ps Ark, De eẽ 23 : 
— füod. Lamb. 4 Heine 
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nn ee 


J Be, RE 2’ 


+ ” [2 . ® . . . » a . . . . . “ * “ — 
Daher iſt A=a und 
—— B Er. de 
nen — B Bea + tn 


2% > 
u IB; 





2x 
A — 9 1 #2 1.93 ut er 5 
— B*HB. — —— — 3 Kst 


...+ 2B. ã ..: 
Es ift alfo leicht, zwei auf einander folgende allgemeine Glieder 





2x 2% 2x1 22-1 
AG 5 AG 
a1 un 226 


der. oben für I gefundenen Reihe zu eonftruiren, Wir tollen 
bloß nody den Anfang der, wie es ung fiheint, fehr merkwuͤr—⸗ 
digen PM. hierher fegen: | 














x 
ar A 43 53] fsin3e 3Bsin«e 
— — 77B>B.— +. 
— ne „Bee 
1 1 213 0% 
7 ZZ. ’B:B.._ u. 
Sir (B Em Br 
52 2 
28 ee “Beinde B 
* 2 
3 5 
* Zr rt 
e?* — 
2 


2 
15 + sB ai + SBsina 
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2 i 3 "6° 
Lee ae DE.2e PUT 
es a a a 
+ |; — 2 ea RE 8 
sin 6x Erin «ah Bän2a Br: — 
60 . 4a N 2a, F F m 
a 3 da gr —— 
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2° 3 — 
+ nr "Bein 3e —S 2 
4 — * “ « J .'. . . . . .. — * € N wo. 


Will man den Anhalt der sangen N K haben, fo muß 
mon a =? feßen, Dies! giebt 


K a 
rt et ee 
oder | 
K R 
— — a 
en 
ring 2 92 E33 nn 
2 fe a — — 
+ BI B.2 + 38 9 
DIE ee 6 
* "a3 * a? 2 
3(13 3 1 SL ER LEE 6 8°) e\s hr 
+ BB. + zer) — 


2x 2%. Ru 
EN ee Peg f 


wo dann 2. dem Obigen 





12x41 9-1 52 42% DE 
?7B»+ IB. — a2x-k Bu ... + Au my 7 4 
— ul = ant2 si 241 Jh 


0? 
62 7BR-eB. — ne — + Be 





ift; fo fann man an a: J 
25 _ Gt a er 5 8 0 a * 


fir C=A=a, ode 
&=4-86(4)+ 8865) tu u =. 
und 

e\8 


==ar:b6(5) + — ele)'rebi(s vu h 
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Es wuͤrde leicht feyn, diefe Reihen, ſtatt nad) den Potenzen von 
e, nad) den Potenzen von — zu ‚ordnen, wobei wir aber nicht 
länger verweilen, da die Sache nicht die mindefte Schwierigkeit 
hat. Auch würde man den Reihen leicht noch manche andere 
Form gehen koͤnnen. Hier kam es uns vorzüglid, auf das allges 
meine Gefeß an, nach welchem diefelben fortfchreiten, 


Cylindriſche Flächen heißen alfe diejenigen Flächen, 
welche von einer geraden Linie befchrieben werden, die, tiber eine 
gegebene gerade oder frumme Linie im Raume hingleitend, bei 
dieſer Bewegung immer einer gegebenen unbeiwveglichen geraden 
Linie parallel bleibt. Die’gerade oder krumme Linie im Raume, 
i ‚durdy welche gewiffermaßen die Bewegung der erzeugenden geraden 
" Linie beftimmt oder regulirt wird, wollen wir im Folgenden, der 
Kuͤrze wegen, die Directrix nennen, 
ne... 1. Seyen nun ö 
\ x — az be, y=bz+%ß 
die Gleichungen der geraden Linie AB, welcher die erzeugende 
Linie bei ihrer Bewegung ſtets parallel bleibt, ſo wie 
* f(x,y,‚,2)=0, F(x,y,2)=0 
die Gleichungen der Direckrir, 

Die Gleichungen der erzeugenden geraden Linie in irgend 
einer ihrer Lagen find, da diefelbe der Linie AB fiets parallel ift: 

z=a2 + oe, y=bz+ Pf. 
Eigentlich find dies überhaupt die. Gleichungen einer jeden der 
Linie AB parallelen geraden Linie im Naume, Eine in der 
Eylinderfläche liegende, der Linie AB parallele gerade Linie muß 
durch einen Punft der. Directrir gehen. Sind daher x, y,z 
die Eoordinaten diefes Punftes, fo hat man die folgenden vier 
Gleichungen: 


2 
} 
i 









* m — 
— — 


— —— 


—— 


IK: sy 63 

— 6 

Aus dieſen vier Gleichungen kann man x, y’, z eliminiren, 

wodurch man eine. Gleichung zwiſchen a, ⸗ und. conſtanten 

Größen erhält, fo daß alfo 8eine beſtimmte Function von « 

ft, wenn. die durch die Gleichungen 

}: x=ate,ym=bz+ 

harakteriſirte gerade Linie in der Colinderfläche liegen fol, Man 

kann alfo 
= yle). 


feßen. Es ift aber immer | 
; 3 “=mx—- az, ff =y-—bz. 
Folglich 

y—bz=g(x-ar). 


Supplem, zu Klügels Wörterb, I. Do 
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Dies iſt offenbar die gefuchte Gleihung der Eolinderftäche, welche s 
man alfo, wie ang dem Sbigen ſich leicht RR J indem 
man aus den vier gegebenen Gleichungen 
f(x,y,2)=0, F(x,y, z) 0; 
xszaz re, y=b+3ß 
die Größen x, y, 2 eliminirt, und in der ſich hieraus —— X 
den Gleichung = Y(e«) 
e=x—.32, P=y-—b 
ſetzt. Daß es verftattet if, die obigen vier Gleichungen — 
der Gleichungen 
Kryye)= 0, FR,y)=0h 
x=-ate,y=b2/+f 
zu ſetzen, fällt fogleic) in die Augen. 


2 — Differentiation erhaͤlt man aus der Gleichung 
y-b=y(z-a), 


I 3 
yibk-okx-a)=Do, 

wenn alle Differentialquotienten partielle Differentialquotienten 
ſind: 


Op (x —az) Op(x—az)| Oz _ 
a ar -Ib4 * — —— 
Oyp(s—az)\' Oz 
4 I»+ = 5 =0 


Aber, wenn wir x — az S u feßen, 
Op (x—ar) * pn) _, Ip(u) Au: _ Op (u) 





0x  %& Tu u 
Op (&—a2) _ Oplu) _ Oplu) Au _ dp (u) 
02 740 du..da > dm 
Alfo, für 
—— —— Pen) ; 


— g'(x—az) — {» — ap (x—az) == =0, / La 
a, 

1— * — aꝙ x- a2) LE ‘dy =0;\ ze ö 
und, wenn man aus diefen Gleichungen (x — az) eliminiert, 


indem man zugleich die partiellen Differentialquotienten jetzt meh ⸗ 
rerer Beſtimmtheit — in Parentheſen einſchließt: 


0 z * 
——— )=1. J 
Dieſer Differentialgleichung muß alſo die Gleichung jeder krum⸗ 


men Flaͤche, wenn viefelbe eine. SOHmber läge feyn foll senügenEl 
Aus der Gleichung N Ä 








3 ergiebt fic) z. B. 


Eylindriſche Flaͤchen. | 379 


"a? (y—bz)? u £? (a2)? : ==:0? 2 p3 





De) — 62(x - a2) 
X a®b(y—hz) + f?2a(x—az) ’ 





en 
a "b(y—ba) + #? yes : 

woraus alf9 mitte des Dbigen leicht folgt „ daß diefe Gleichung 

einer Eylinderfläche angehört, 


3 Die Directrix fey jeßt ein Kreis in der Ebene der 
xy. Der Halbmeffer dieſes Kreiſes ſey r, die Coordina— 


ten’ feines Mittelpunftes feyen A, B; p find die Gleichungen 


deflelben : 
z=0, (x—A)?’+ — =r. 
Aus diefen zwei Gleichungen, und aus den. Gleichungen 
zse2z+0o,jJ=bz+ß 
muß man nun nach (1.) die Größen x, y, z — Da⸗ 
durch erhaͤlt man ſehr leicht 
(e-A) FF p=-B? —=r:. 


Solglih), wenn man nad) (1,) 





| Gleichungen 






e=ms— u,ß=y-—kz 


feßt: 
(x«—az—A)’ + (y—bz—B)’ = r? 
die Gleichung der Eylinderfläche, 
4. Die Directrig fey eine Ellipfe in der Ebene xy, deren 


— + = 


j feyen. Aus diefen Gleichungen, und aug den Gleichungen 


x=aız re, y=bk+P 


I is man wieder x, y, z eliminiven, Dadurch erhält man ſehr 
leicht 


, 


I rot, wenn man wieder 





— .=ı—-au,f=y—h 
etzt, 
.&—az)? (y—b2)? $ 
A? + B: 1 ’ 





ü oder 


A?(y—bz)? -+ B?(x—az)? = A?B? 
* Gleichung der Cylinderflaͤche, womit man (2.) vergleichen 
ann. 
5. Die Directtir fey der Durchſchnitt zweier Kugeln, deren 
Gleichungen 
Oo2 
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x2 £ y? + 2? r? E 

2 r-yP? +lı) =r? . .0.0 
feyen, Der Mittelpunkt der erften Kugel ift der Anfang der 
Coordinaten, der Mittelpunft der zweiten liegt auf der Are der 
z, in der Entfernung y vom Anfangspunfte der Coordinaten. 
Aus. den obigen beiden Gleichungen, und aus 

xs=az te, y=bı +3 
muß man X, y, z eliminiren. Durch Subtraction der beiden 
erften Gleichungen von einander ergiebt ſich fehe leicht: 








r? 5 Ru r’? AA 2 
nn = 2, 7 N 
oder, wenn wir der Kürze wegen, 
ri vr? y? ER ; 
fen, ne 
etzen, — 
2* —X 


Folglich x— ao +a,y=b@+Pß, 

und demnach mittelſt der erſten Gleichung: 
@9+o)? + bO+PP =r? — 9; 

alfo, wenn man | 


fest, 


oder 


ax ta, B=y—bz 
(a9+-x—az)? + (b9+ y--ba)? — r? — 8: * 


{x + aD + IyHr bey? er -@ 
die gefuchte Gleichung der Cylinderflaͤche. Entwickelt man die 
Duadrate, fo ergiebt fich leicht | i 

x? +y?++2(ax+by)(9—z) + (a?+b?)(0— 2)? =r?—®?, 
oder | Er 
"+ y?+ (a? + b?) 2? — laxz — 2byz + Qanx + 2boy 
—262 +b?)02 = r? — 02 — (a?+b?) 02 
als Gleichung der Eylinderfläche. 
Sir z=0 ergiebt fid) | — 
x? + y? 4 220 +2b0y = r? — 0? — (a? +b’yo?, 
welches die Gleichung des! Durchfchnitts: der Cylinderfläche mit 
der Ebene der xy iſt. | < | 


RD 


. Data. Euclids Data nad) dem Griechiſchen, mit Nobert 
Simfons Zufägen herausgegeben von J. 3; Wurm. Berlin. 
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Decimalbrud, Wucherer, Beiträge zum allgemii- 


nern Gebrauch) der Deeimal-Brücye, oder Tafeln zur leichten 


WVerwandlung der gemeinen Brüche in Decimal- Brüche. Carls—⸗ 
ruhe. 1795. DBierftedt, Decimalbruchtabellen für die gemei— 
nen Brüche, deren Nenner zwifchen 1 — 1000 fallen. Erfter 
Theil, Fulda u. Frkft. 181%, U Schröter, das Rech— 


nen mit Decimal- Brüchen und Logarithmen, nebft Tafeln, 
Helmft. 1799, | IRRE SUR REN 


Delifche Aufgabe, Wlochatius, Elementar-geome-— 
trifche Auflöfung des delifchen Problems und‘ der Aufgabe vom 
Dreifchnitt des Winfels. Königsberg. 1804, enthält größten 
theils —— Unſinn (ſ. Triſection des Winkels. 12.) 
Mat. Doria, nuovo metodo geometrico per trovare fra 


due linee rette date infinite medie continue proportionali. 





Anversa. 1725. Slusii Mesolabum, seu duae mediae pro- 
ee inter extremas datas per circulum et per infin. 


yperbolas vel ellipses exhibitae. Leodii Eburon. 1668. 


| ae Functionen, ſ. Differentialrechnung (3.) 
i. d. + j ' 


Deferiptive Geometrie (Géométris deseriptive), f. 
den Artifel Geometrie, deſcriptive oder befchreibende 
im zweiten Bande diefer Zufäüßes .. 


Developpable Flächen, f. Evofution (4, ff.). 


Differences melees, equations aux, heißen Gfei- 
chungen, welche eigentlich Differenzen» und Differential- Gleichun= 
gen zugleich find, d. h. welche Differenzen und Differentialquotien= 
ten einer Function mit einander vermifcht enthalten, wie z. B. 
die Gleichungen 


ee +byty=o0, 


oder = a 

ar be + cdy+ iy=0. 
Manche Aufgaben führen auf ſolche Gleichungen, und mehrere 
franzöfifhe Mathematiker haben ſich daher mit ihrer Integration . 
befchäftigt, worüber Lacroix Traite du calcul diff. etc. 
T. 11. P. 575. nachgefehen werden kann. Auch in dem Artikel 
Integration der Differenzen - und Differential Sleichyungen i. d. 3. 
wird Einiges über diefen Gegenftand vorkommen. J— 


Differenzen-⸗Rechnung. Es find in neuerer Zeit meh— 
rere hoͤchſt merkwuͤrdige fymbolifche Ausdrüce aufgefunden wor- 
den, welche zur leichten Entwidelung der Differenzen. überaus 
bequem find. Diefe Ausdruͤcke zufammenzuftellen und zu bewei— 
fen, ift der Hauptzweck gegenwärtigen Artikels. 


582 "Differenzen Rehnung "> 


Be BL zerſt u=f(x) bloß eine Function der einen 
veränderlichen Größe x, fo. erhält. man: befanntlich Su, wenn 
man x in x + fx übergehen läßt, und von dem entfprechen- 
den Werthe von u den ei, geth dieſer Function — 
oder in Zeichen: Er 
Au = 1544) — Ex). ; 
Hieraus ergiebt ſich A?u, wenn man, indem Ix als — 
betrachtet wird, x wieder in x + 4x übergehen läßt, und von 
hen entfprechenden — von Au ſeinen heinc se ab⸗ 
zie t, de i. 
au= == Ex + 248) — f(x + 4x) 
— f(x +4) + ER) 
= f(x +24) — Mlx+- I) + er). u — 
So wie u zu Fu; Au zn A?u führte, führt jetzt wieder Au 
zu P’u, und man erhält leicht: 
du= f(x +34x) — 2f(x +24) + f(x+ 4) er 
— f(x+24) + M(x+ 4) — £() 
— f(x +34x) — 3f(x +24) + 3x +4) —@) . 
Wie man auf, diefe Art weiter gehen kann, fälle auf den erſten 
Blick in die Augen. Auch iſt das ſich fogleich darbietende Ge⸗ 
ſetz der Eoefficienten leicht , durch die bekaunte Bernoulliſche 
Schlußart ‚allgemein zu beweifen, Es ift nämlich, wenn wir der 
Kürze wegen uͤberhaupt 
ua) = f(x+ nAx) — 
ſetzen: 
Au zul) nm ED nn — a) Er SEHR 


2 ne) 
———— 


‚oder, dieſe Folmel auf einen bloß ſymboliſchen Ausdruck —— 
Anu —(u ⸗1)8 
mit der Bemerkung, daß man alle durch die Entividelung der 
Potenz nach ‘dem binomiſchen Lehrſatze hervortretenden Potenz 
Exponenten von u als bloße Indices betrachtet, und felbige des— 
halb nach, der in Rede — Entwickelung in pareuc 
einſchließt. 

ASo wie wir jetzt Ara durch u, um, um, u, en 
ausgedrüct haben, wollen wir nun aud) umgefeprt um n 
u, Au, S?u, Au, s.. Ju auszudrücen ſuchen. Zubördert 
bemerfen wir jedoch, daß, wenn Pr 47. 87 Yr Kin ver, Zunctioe 
nen find, und - 

u=p+ga+rr4vtwt.. 
ift, wie: fogleich erhellet, jederzeit 
ART gr ei 





1yn-2ul9 + —(Na-tuW + (— Yan, 
1 ( 





— —— 
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iſt. Auch ift, wenn a eine conftante Größe bezeichnet, und u=av 
iſt, jederzeit "Au=adv, Dies vorausgefeßt, haben wir num 
* dem Vorhergehenden, wie ſogleich erhellet: 

ud) =u+ Lu, 

229) = ul) + Auch, 

ue) = u9) + Au, 

um) = ul) + Zu), 

u. ſ. f. u. ſ. f. 3 


folglich * und nach: 


uıd=u+r Ju 
uꝰ =ur Zu 
+ Zu+r Lu 
=u-+24Ju+ Lu 
u) =u +2dur+r Lu 
+ Au+ 22u + Lu : 
=u + 3f1u + 32 u + Lu 
u) = u 34u +32’u+ Lu 
+ Zu+342u+32u + Stu 
=u+ 44u + 62u+ 4fdu + Lu 
uf u. ſ. f 
d. di, wie leicht allgemein bewieſen werden kann: 
era 2 u + — nn 








um=u+- du + 1.2. 3, u... 
Re — 
.... - SE RT Pe ur —an- u + Au ’ 


| oder, wenn man and) diefe Formel auf einen bloß fombolifchen 





Ausdruck bringt: 
un =(1+A)Pu, 


ein Ausdruck, deffen eigentliher Sinn fogleich in die Yugen fals 
len wird. 


3, Au —xm, und m eine beliebige pofitive oder nega= 


five, ganze Oder gebrochene Zahl, fo ift, wenn wir der Kuͤrze 


wegen Ix—=h ſetzen: 


an. = shahim fr sta + ae: 1) 





te le 
... + — (Nat {x + him + am R 


3t aber m eine poſi five ganze Zahl, fo ift nach dem binomi- 
ſchen Lehrſatze 
Au — (x+h)e — m - 
= mhxm-i  Ahtxm-2 2... Mhm-!x 4 Nhu; 
folglich 


Au = mhı4.zm-! 4 Ah?A4.xm-2 + ... + Mhu-i * — 
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‚und demnach, wenn man fi die Differenzen der einzelnen Poten⸗ 
zen vom x wieder entwickelt denkt, dabei aber immer I4s=h 


ſetzt: 
A’u=m(m—1)h? xm-2 "> A’h? zm-3 ne “+ L’'hn-1x 4 M’hm, 
Folglich ferner Br 
Aru=m (m—1)h? 4 .m-2 4 AhIA.am-3 "4... + Lhmmige, 
de i. 
‚Au=m(m-1)(m-2)h? xu-3 + X "hemmt. + K’hm-1x +- L”’hu, 
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Wie man auf diefe Art weiter gehen, —— iſt klar. Endlich 


ergiebt ſich 
Aau=1.2.3.4... mhm, 


oder, was daſſelbe iſt, 

Am u 1.2.3. 4... mAxm, 
und folglich allgemein für jedes pofltive x, welches nicht =0 
if, daru=0, 


Dies führt mittelft des Obigen zu den folgenden zwei merk⸗ 


wuͤrdigen Saͤtzen: 


Fuͤr jedes x und h iff, wenn m eine pofitive gang Zahl | 


bezeichnet: „ 
’ 1.2.3.4.5 .... mhu = 


Ix+ ru (m—1)h +2 htm. 


+ = (Amts 4 he + (-Ajam. 


Sir jedes x und h ift aber, wenn m eine pofitie ganze 


bi bezeichnet, und n > m ift: 


— SE a ern el 


+ — (Nat {x4hjm +. ze. 
Sept ı mar x=0, h=1; fo erhält man , 


1. 2.3.. m = mu (m + PT 2m—, a 


1.2 


die Reihe ſo weit fortgeſetzt, bis ſi e von ſelbſt abbricht. Dage⸗ | 


‚gen ift für jedeg n > m: 


— Anne BB EI u +... 


Mehrere merkwuͤrdige Relationen und Säge über diefe und ähn- 





liche Ausdrüce f. m. in meinen Mathematischen Abhandlun- 


gen. Altona, 1822. S. 67 — 94, 


4 


4. Wie ſchon oben erinnert worden iſt haben wir durch⸗ 
aus nicht die Abſicht, hier eine vollſtaͤndige Jarftellung der Dife 


ferenzen = — fondern bloß einige beſonders wichtige Zus 











; “ — — Dr On EI RE 


z - 


\ 


Differenzen » Rechnung. | 585 


fäße zu dem entfprechenden Artikel im erften Theile zu Tiefern, 


und gehen daher jeßt fogleich zu’ der nähern Betrachtung der 
Differenzen der Functionen mehrerer veränderlicher Größen über. 
Iſt naͤmlich u=f(x, y, Z,.V, »..) eine Function der belie- 


big vielen von einander unabhängigen veränderlichen Größen 


x, Yr 2, 93 2.., fo ift 

Auzf(x+ 4, y+Iy,2+ I, vH IV, u) — (8, y 23V.) 5; 
und ganz eben fo, wie Su aus u entfteht, entſteht auch hier, 
indem man immer Ix, Sy, Az, Av, »... ald conftant betrad)- 
tet, J?u aus Fu, Su aus 42u u. ſ. w. Nimmt man die 
Differenz von u bloß in Bezug auf eine der unabhängigen ver- 


aͤnderlichen Größen, indem man die übrigen ſaͤmmtlich als con- 


ftant betrachtet, 3. B. bloß in Bezug auf x, Indem y,Z,V,.... 
als conftant betrachtet werden; fo fol diefe Differenz durd) . zu 
bezeichnet, und die partielle Differenz von u in Bezug auf 
x genannt werden. Fu durch partielle Differenzen auszudrücken, 
ift die Aufgabe, welche wir jeßt vorzüglich ins Auge fallen. 
Sey zuerſt u=f(x, y) eine Function der zwei unabhan- 
gen veränderlichen Größen x, y. Geht nun, indem y ungeän- 
dert bleibt, x in x + Zx über, fo geht u in u + Lu über, 
Laßt man aber jetzt hierin, indem: x als conftant betrachtet ivird, 


- Y fih in y+ Zy verändern, fo erhält man offenbar: 


EGAx, yrIy) zu + Su+tr 4,(u+ fxu) 
=z=u+ Ku + Zur ISAsu. : 
Angenfheinlich kann man aber auc) zuerſt y in y+ Zy über- 


‚gehen, und dann x ſich in x + x verändern laffen, wodurd man 


erhält, welches, mit dem vorhergehenden Nefultat verglichen, auf 
der Stelle — 


Ay Ayu = Ay Axu 


‚giebt. Es ift alfo 


I(x+ 4x, y+4y) u — u + Ayu + Az Ayu . 
Wenn ferner u=f(x, y, z) eine Function dreier von ein⸗ 
ander unabhängiger veränderlicher Größen ift, fo iſt zunächft nad) _ 


dem ſo eben Bewieſenen 


f(x, y+4fy; z-++ fı) =ur Ayu + Azu + Iy Azu . 
Folglich, wenn man nun x in x + x übergehen läßt: 
ix + I, y+Iy,2+ 4) = u+ ,u+ Lur I,4u 

+ Lz(u+ fu + kur AyAzu) 
z=u+ Au + Ax Ayu + AxAy AzUu ’. 
+ ,u+ Az AzUu 
+ Azu + AyAzu 


woraus zugleich auf ganz ähnliche Art wie vorher erhellet, daß 
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A, A,Azu ungeändert bleibt, wie man auch die Ordnung, in 

welcher die partiellen Differenzen genommen werden, verändern 

mag. — x ER 
Fuͤr u=f(x,y,z,v) if hiernach 

f(x, y+Ay,2+4,v+4Av) 
zur Sur Azur I, Az u 

+ Lu + I, Au 

? »F Iyu u JIzAyUu ’ 
und folglich, wenn nun x in x + Lx übergeht: 

f(x+A, ytAy, 2+42, v+Av) Yu 

\EuF du + Au + Adıdın + AH. 

+ Iu+ Ichur IxAyAru f 
+ Au 4 Ashu + ArA2Ayu 
+ Au+ I, Izu + AyAdzAyu 
u AyAyu 2 
' + AzAyus 5 ) 

Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, unterkiegt feinem Zwei- 
fel, und man überzeugt fich mit Hülfe einiger aus der combina= 
torifchen Analyfis befannten Betrachtungen fehr leicht von der 

tichtigkeit des folgenden merkwürdigen ſymboliſchen Ausdrucks, 
defien eigentliher Sinn leicht in die Augen fallen wird: 

 E(x+4z, y+fy,24+422, v4 IV, ...) 
= {14 4)(1+IS)(1+L)(1+ Ir). - u. 
Da ferner immer | 
M=Ffilx+- A, y+A,2z+1,vrAI,..)—u 
iftz fo it auch allgemein für jede Anzahl veränderlicher Größen 
Au=i(144)14+4)1+A)1+I). — iu. E 
Auch ergiebt fich hieraus fehr leicht, daß Azfy Az Ay r..u uns 
geändert bleibt, wie man auch die Ordnung, in welcher die par- 
tielien Differenzen. in Bezug auf X, y, 2, Vz +++. genommen 
werden, verändern mag. Pe Be 
Set man. Zu für u, fo erhält man: J 
Au tiFA)NIH A) IH A) HI) — 14 
Au={t+K)1+H)AHL)I+ A) 1 haus 
und folglih, wenn man fich den erfien Ausdruck wirklich ent- 
wickelt, und dann in allen Öfiedern für Zu den leßtern Ausdruck 

gefeßt denkt, offenbar a“ 

Mast) tr) tu. 
‚Folglich Re 
Mut) H) HE) re) Au 
Aber | a ra 


* 
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au= (A+A)A+ HI 1+ A) IH Ar) > .— 1}u. 
Alſo nach einer ganz aͤhnlichen Betrachtungsweiſe wie vorher: 

An = {+ A)U+ I) AR) R) — 1}’u 
Wie man auf diefe Ark weiter gehen kann, iſt far; und es ift 
alfo allgemein: 

aau={(1+%)(1 LAYHEAMIE AN. — 1lau x 
wobei man nur nie die durchaus bloß fymbolifche Natur dieſer 
Ausdruͤcke aus den Augen verlieren darf, 
k 5. Wir wollen nun aud) die Differenzen durch die Diffe- 
" rentialquotienten zu entiwiceln verfuchen, wobei wir wieder mit. 
k Functionen einer veränderlichen Größe beginnen, Nach dem 
e Zaylorfchen A ift Saga R 
— u As 2u 4As® u 4x: 
ne 
und, wenn e ‚ tie ;genySgulic, die Baſis der eh Loga⸗ 
J rithmen, welche in der Folge immer bloß durch I angedeutet wer⸗ 
den folfen, bezeichnet: 


EEE El EEE NE 


Ö 
— 4x 
ox ee a N A ! 
we ur 6, m ER TEE Bill; en 
folglich 
[2] 
38 
du = |e alu, 


100 man wieder das bloß Symbolifche diefeg Ausdrucks nicht 
aus den Augen verlieren darf, Geht man Jx=h, fo if: 


’ Auch iſt 
ui) ⸗ u 4 Au ⸗ ‚PR u ar e: Au. 
Nach 1.) iſt, wenn wir wider u—f (x) und der Kürze we⸗ 
ge immer Ix = h feßen, allgemein 
u@ — f(x+fnh), 


ad es entfpringt alfo um aus u», wenn man-in un ftatt h 
die Größe nl ſetzt. Weil nun 





F 
we "u 
war, fo ift offenbar allgemein 
nh u 





388. | Differenzen = Rechnung, — 
Nun iſt aber nach (1.) | — 





-1 Sr -2 
Mu=un—T ua) + un en Ben 
alfo — 

ff —2 
— ah 77 — n(n—1) Kusel: 
—J »2 — 7 TR ; 
| | RN u, 
_ ad, 
i 41.2.3. en) 
und folglich offenbar nach dem binomifchen Lehrſatze ‚allgemein 


: „9 ER 
Au= le —— 


welches eine ſehr merkwuͤrdige Formel, und auf die obige Weiſe 
zuerſt von Örinfley in den Philosoph. Transact. 1807. Ba- 
croix Traite du calcul. diff. et int. T. III. p. 62.) bewieſen 
worden iſt.  Befonders merkwuͤrdig ift e8 aber, daß diefe Formel, 
wie wir jetzt zeigen wollen, fich auf die Differenzen von Fun⸗ a 
ctionen mit jeder beliebigen Anzahl veränderlicher Größen aus 
dehnen läßt. Nach (4.) ift naͤmlich A: J 

ee IF HA IHN)... — 1a. % 
Aber nach dem Vorhergehenden 


A,uz= je — ılu 
ne 
Ahu= ee ul, r 
1 
Ausle 4 u, 


uff u. ſof. 4 
wobei wir, um jedem Mißverftändniffe. vorzubeugen, bemerken, 
daß hier natürlich 1 feinen Logarithmus, fondern das Fnerement 
von v bezeichnet, Alle Differentialguotienten von u find hier, 
wie ſich won felbft verſteht, partielle Differentialquotienten, wel 
ches der Kürze wegen nicht noch durch ein befonderes Zeichen anz 
gedeutet werden fol, Alfo ift auch N * 


h h f 
ur .ku=e N 
Be 


{ ’ 








j 0 
- Iz 
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‚2 | | 
a — 
Be Ei 

® u, 1 4 ı =e 3 
17 
sur fhuze "u,i1+rnze — 


u h-uze 


uff { uff 


‚wobei es wohl nicht nöthig feym wird, noch befonders vor einem 


falſchen Verſtehen dieſer bloß Iymbolifchen Ausdrücke zu warnen, 
Fest man nun diefelben für 1-4, 144, ,144:) 2., 
in die obige Formel für, ru, fo ergiebt fich auf der Stelle der 


überaus merfiwärdige und fehr allgemeine ſymboliſche Ausdruck 


0 a) RE 
h- +i-— +k +1 .... 
Au = le 0x 07 02. Or ' —ilu, 
welcher für Functionen mit jeder, beliebigen Anzahl von verän- 
derlichen. Größen gilt. Gewöhnlich fchläge man bei dem DBe- 
weiſe der beiden vorhergehenden Ausdrücke von ru den umge- 


kehrten Weg ein, fo daß man nämlich den erften aus dem zwei— 
- ten ableitet. Man fanıı hierüber, fo: wie über. diefe fymbolifchen 


Ausdruͤcke überhaupt auch) den Artikel Taylors Lehrſatz (19, ff.) 


vergleichen. ’ 


6. Das umgekehrte Problem, nämlich, die Differentialgno- 


tienten der Function u durch ihre höhern Differenzen auszudruͤcken, 


geftattet eine ganz ähnliche Behandlung, wie das vorhergehende. 
Nach (2.) it, wenn zuerft u nur von einer veränderlichen 
Größe x abhängt, 

1) 


un) =zu+ — Au $ "uz n(n—1)\(n—2) 


3 
19335” BU sus, 


und nad den ZTaylorfchen Lehrfabe hat man, da um) — 





Au Es 


(x + ah) ift: 


u ng Qua, Au mehr , Au mehe 
er ox' 1 0x?’ 1.2 2 a ee 


Nimmt man auf feinen befiimmten Werth von n Rückficht, fon 
dern denft ſich n als ein ganz allgemeines Symbol, fo müffen, 


wenn man fich auch den eriten Ausdruck von um entwickelt denkt, 


beide Entwickelungen identifch feyn. DBergleiht man alfo "die 


- Glieder mit einander, weldye die: exfte Potenz von. n enthalten, 


ſo ergiebt ſich, weil bekanntlich 


= dr = du 


ift, auf der Stelle 
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du = Au e stw+34f2u — 41u+r. EM: 
SID RESTE 0. 3 NP — 


db, wenn man immer die bloß 6 Statur ſolcher Aus⸗ 


druͤcke gehoͤrig feſthaͤlt: 
du = {1(1+42)}u 
‚es en wir nun allgemein @u—=p, fo if Ort — dp; ei 
Hu [l(1+2)}p% 
Man- erhält alfo nad) und nad) leicht: 
Am titd}u—mp en & 


au mtldi+D}p = {l1+NPu=p 

ee [+ NP la ept 
ou Il) pP’ TA + Na ep 
Ber | ut 


»% allgemein ’ 
oau={li+N jan... — 


Iſt nun u eine Function der veränderlichen Größen x, ww. A 


fo it, weun man die partiellen Differentiale wie in dem. Artikel 
Differentialrechnung in diefen Zuſaͤtzen bezeichnet: 7 an 
Ru=4/l(142)yu, N 
öyu = /kK1+2,)Pu jr 
"Kuz=ftlii+4)hu, 
KYum!il(1+)yu, 
wtf uff 


Alfo fie n—1, wenn man zugleich auf beiden Seiten, adbiit: 


Öxut+oyutdzutdrur.. a ‚Ju. 
Aber befanntlich 
du = ru: + FRE + %ut+ hu+. 
ib nad) (4.) 
Au = [UF KH AH) +) .—4i}u, 
1+41= HU AA * 


alſo fuͤr jede Fuuction einer beliebigen Anzahl von verdnentigen | 


Größen: . 
=tiata)n. ©. 

Zu den höhern Differentialen fann man wieder gang, eben 
fo, wie vorher bei Functionen mit einer. veränderlichen | 
übergehen, fo daß alfo für jede Function einer beuunun El 
veränderlicher ‚Größen ganz allgemein 
iſ a a 
ift, 


Man fann fagen, daß. in diefen wenigen hochn Enter = 
fombolifchen Ausdrücken, deren Erfindung man größtentheils dem | 
berühmten DVerfaffer der Mecanique celeste und der Theorie 


— — 
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analytique des probabilites (f. leßteres Werk Livre I. Cap. I. II.) 
verdankt, der ganze directe Differenzen» Caleul enthalten if, und 
wir wollen daher num zu einigen ähnlichen Bemerkungen über die 

inverfe Differenzen - Rechnung übergehens BR 


7 - Die inverfe Differenzenrehnung oder der end- 
liche Integral-Calcul hat den Zweck, aus gegebenen: Fun— 
etionen,' die als Differenzen andrer. Functionen betrachtet werden, 
eben diefe Sunctionen zu finden. Iſt alfo u eine beliebige Fun— 
ction, fo foll eine Function gefunden werden, deren Differenz 
—=uif. Dieſe Function heißt das endliche Antegral 
von u und wird durch Su bezeichnet, Man fieht, daß diefe 
Definition fir Functionen mit einer jeden Anzahl veränder- 
licher Größen gilt; wir werden uns jedod) im Folgenden, um 
nicht zu weitläufig zu werden, auf Fuͤnctionen mit einer ver— 
änderlichen Größe einfchränfen. Man kann eine Zunction aud) 
mehrere Mal nad) einander integriren, welches zu vielfachen 
‚endlichen Integralen führt , die durch Zru bezeichnet wer— 
den, Wie aus diefen. Definitionen unmittelbar folge, ift immer 
 Jr>ru = ww. Auch ift umgefehrt, wie fogleich erhellet, im— 
me PPru=u Nur if hierbei die Bemerkung zu machen, 
daß u eigentlich) bloß ein fpeciellee Werth von DAnu ift, Iſt 
nämlich überhaupt U ein Werth- von Sru, d. h. eine Function, 
für welche AU — u ift, fo ift, wenn C eine beliebige conftante 
Größe bezeichnet, offenbar auch P(UFC)=u, und man 
muß daher eigentlidy allgemein i 

ZJJu=U+G : 
ſetzen, fo daß man nämlich) zu jedem Werthe eines endlichen In— 
tegrals noch eine willführliche conftante Größe addirt, deren Werth 
‚ in jedem einzelnen Falle aus den fpeciellen Bedingungen der Auf— 
gabe befonders beftimmt werden muß, 
Da befanntlih, u, v, w, 8, +... mögen pofitiv oder ne= - 

gativ feyn, immer 
f Autvtw+s+...)= dfZurdv+- Iw+- 4 + os 

ift, fo ift ! Ra 
Z(du+iIt+Iw+ IH... )=urvtwWwH+s-H+ ..., 
} d. # x ‚ ; = 
.. Z(fu+Ar+AIw+ Is + ...)= Zdu+ Zi + ZIwrEIstu, 

oder überhaupt — —— 
SCuſ s ... ) ⸗u .. 
wo nun immer eigentlich noch eine willkuͤhrliche Conſtante addirt 
werden muß, wenn man voͤllige Allgemeinheit verlangt. 


Iſt a eine conſtante Größe, fo iſt bekanntlich immer /,au 
— z a40; alſo umgekehrt | i 


e Zah = Z4.au = au = aldu, 


Er 
A, 
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\ 


oder — 9 
Sau = au’ ı 


Fur das Product XY feße man 
2XY = Y2X + 4; 
und nehme auf beiden Seiten die Differenzen, fo iſt, weil offenbar 


4.24 = (p+Ap)(g+g) — pqg 
=p4Adg + 44p + Apdg 


iſt; | 
ſ xXx———— 
— 2 
ae XY br AN EZ 
XI + NEX+AX) + 22. 
Folglich 


AL—= — MNE(X+X), 
und demnach 
SKY = YEX— ZINEX+AK)). 


Man kann diefe Formel auch direct beweifen, wenn man von 
-der Größe auf der rechten Seite die Differenz nimmt. Für diefe 
Differenz erhält man nämlic) 


AUXSENEANZIK HAN). 
— YAZX + ZX.IN + N.2X — ANE(X-H AX) * 
= XY + NEX+M) x, 


wie es feyn muß, Man muß, wie aus dem Vorhergehenden un- 
mittelbar —— bei der Anwendung der gefundenen Formel 
ZSAX—X ſetzen, fo daß man naͤmlich nicht allgemein AX 
— X+C feßen darf, oder, was daffelbe ft, man muß C 
hierbei = 0 feßen. 
85. Wir wollen nun das Bisherige durch einige Beifpiele 
erläutern. Sey z. D. i 
u=x(x—h)(z—?2h):, a ’ ü — 
ſo if, ivenn man x —=h feßt: ur | is 
Au=(x+h)s(x—h) ...(x—-a—9h) 
— Ela han .. (2—(@a—1h) 
= nhx(x—h)(xs—2h)... (x—m— 29h); 
folglich) für x —=h: 


x (x—h) .. (<—(n—Yh) = 





x(x—h) (x— 2h) ..(x—(n— Dh) 
nh ? 
x(x—h)(x—2h)...(x—nh) 
(n+1)h { 





=: (<—h) ..(«—a—Dh)= 
Tür 1.58 
: u=x(+h)(x+2h)..(s+m—1Nh) 
und Ix = h ift 








i alſo 














* 
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Mm= .@&+h)&+2h).... (x+nh) 
— x(x+h)@+2h).... @+m—1Dh) 
€ — nh(x+h)(x+2h) ... x+-m—1h); 
alfo kin | 
\ Z(s+h) &+2h).. («+ @-Nh) — (n-1)h) — 

| rk Rle +26) 

— ——“ 
u 


—— u (x-)x A) &xA 2).. G-) h) 
and dx — h if. Be — 
A4u — x(x+h)(&+2h)... (x+nh) 
* — k-h)s(a+h).. — 9 
= (n+1)hx(x+h)(x+2h) ... -)h); 


— h).. (n- 
' Ext h) (+ ı).. (+ -C nern en Dh) 





A 77 /E 
EN  x(&+h) &+2h)..&+a—nh) 
und Ix = h if 1 








1 24 
Au (x<+h)(<+2h)....(x-+nh) —F xx+h)n(x+(n—1h) 
x—(x+nh) — —ınh 








" s@+h@+2h)..@+ah) — x@rh)..@H+ on) 
alfo | 
1 1 








| — * ...(x+nh) FE ahx(x+h)... x+a—Dh) ’ 


1 1 
SRH. ramı) Er F (m—1)hx(k+h)..x+m— 22h) 


Andere Beifpiele diefer Art, namentlich auch für Functionen, die 








durch Zerlegung - in andere gebrochene Functionen integrirt wer— 
den föguen, ſ. m. im erſten Theile im Art, Differenzen Rechnung. 


Fuͤr u=ar if 
Au = axtdz _ ax = ax(ax—1), ! 
ij Au ax 


he ee re 





ads_—1 h 


Fuͤr u=sinx ifl 


du = sin (x+ 4x) — sinx = 2sini4Axcos(x4+-14Ax) , 





i Asinx _ . Asin (x—4A% 
cos (x + 14x) = ZsinsAz’ cos = ee ) ; 
alfo * EEE LE, N 
_ sin(x—14x) 
ECOB X. TRsnıı . 


Supplem, zu Klügels Woͤrterb. I. Pp ” 


59 Differenzen = Rechnung. —— 


Fuͤr um cos x if 
Au — cos(x+ Ax) — cosx = — 2sin!Axsin(x+414x), 
Acosx . Acos (x — Ak) 





‚ 1 —— a init > * 

sin (x 21) = 2sint4x’ —— 2sintdz .;” 
alfo —— 
BE Zsinx = — ee 2, - 


5 2 sin 4.Ix 
Allgemein. ıft 

. cos (p-+ qx — iqAx) 
Zsin(ptX)= — a — 





in (p 4 —— 
2sin 4qAx 





Zeos(p+g)= er 


9, Wenn man ivieder der Kürze wegen Jx—hfeßt, und 
x eine Function von x iſt, deren erfte Differenz die aan h 
ift, fo laffen fich die Differenzen 


A\(x— h)r cos (x’ —4h) }, Al (&—h)r sin — 
auf folgende Art entwickeln. 


Man erhält nämlich, da x in. x’ +h übergeht, wenn x 


in x + h übergeht, leicht 
Als ie sa 4b’), 
A} (x— h)r sin («—4h’)} =xP sin (x’ + 4h’) — (x —h)r sin (X —4h’) , 


und folglich, wenn man die Potenzen von x—h nad) dem 


binomifchen Lehrfage entwickelt 
AY(x—hye cos(X —ıh’)} = xr Scos(x’ +4h’) — cos (x —;+h’)} 
A an 9 ED > Se «—1h/) 


A{(x— hr sin (X — ih’) } = 2 [sin (&’ +4h’) — sin (x —ıh’))} 


y 


+42 Bien DIP- en a „Vsin@'— gi) | h 


2.3 


Aber nad) — goniometriſchen Formeln J—— 


cos(#’ 4 hb) — cos (x a 3h’) = — 2sinx’sin!h”, 
sin(X +43h) —sin(X —4h) = _ 2cosx’ sinih’ ; 


folglic) —* 
G -h) cos ( -))] = — 2xr sinx’ sin 4h’ 
+ 2 xe-1h — BE Dann: h? em xp—3 m cos X —;h') 


+ rn EN nn EDEN h3 -. }sin (X —-4h) 


und daher, wie fich hieraus Teiche ergiebt: 











— 
ER 


Differenzen = Rechnung. 595 


(x —h)r eos (x —ıh') 
2sin4h' 





xp sinx = * 
x En —hz 1 \ 
+ > er xp=1cos(x’ _1h) 


— — h?.2xp—2 cos (x — ih’) | 
* * * 2) 

















123 h3 2xr—3 cos (* —ıh’) | 
+ Cont , ! 
Zr cosx = an ih) 
—— 
1 * Pr * 
Lau h23sp-2 sin (x —ih’) | 
r Ah —E — h>zsp- sin (X — 4‘) 
4 Const . 
Für p=1 wird 
x —h) cos(x’—ıh’ h — 
sinn | 2m Br 2) + SEE ee —ıih'), 
(x—h) sin (X —4h’) h ® Rab ‚ 
Sxcosx = — — A 1) 


d. i. nad) (8.) 
6hn) cos (x ⸗46) , hsin(x’—h’) 
Een Man 2sinth’ Ten ’ 
(x—h)sin(x#’—4h’”) , hcos (X —h’) 
2sinth’ + (2sin4h’)? ? 
wo nun immer noc) eine willführliche Conſtans beigefügt werden 
muß. Hieraus ergiebt ſich mittelſt der obigen allgemeinen Formeln 
nach und nach Rcosx; 5%? sin x; 2* sinx', Ix? cosx; 
Sxtcosx', Zx*sinx', u, ſ. w. 


4 10. Mittelſt des Zaylorfhen sehrfages überzeugt man fich 
| leicht, daß 





Sxcosz — 





Int 
den = Ga + hm * 


iſt, wo By, Y, ++. gewiſſe numeriſche ——— ſind, auf 
deren beſondere Werthe es jetzt weiter nicht ankommt. Folge 


lich ift 
2 bu zu" 4 charfı — Blue zu +... N) 


oder, wenn man 


on TE hut? 2 


2 
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* 
nz f n 
= u, IHR. uox® 





feßt: \ ; ae 
du ou A 
* — ehr + Aloe zu * is 
Zu = a "udn BR N — AR; — es 
und ganz auf ähnliche Art 
Zn a fan — — Bhe'sn — ur; 

2 : n— — —— 
* == if —— ha — ph > en 
— — 

u. ſ⸗ f. u, ſ. f. 


ſo daß man alſo durch ſucceſſive Subſtitution nach dem Obigen 
für. Zru offenbar eine Reihe von folgender Form erhält: 


u A 
Zu nf uoan + Bl uom-l-... 1 


+ Nu + ru + a 





Kür u es iſt au = == SORTE uox® Kr worum, 
Auch iſt — AT 
dr zen mei), 


Ss —F 
aex — — — 
— m Tas SZ er I ' 


Folglich na der — — Ge 


er — 


Ser = 2 
eh — 


She — 


(eh = = n + — + Es + .... % E — } { 4J 


und ai u 


hr — 1 — — FERN M a 
(e -1) Bi... x—n TI hn=1" — „+ er = 


‚+ Nu + pn Eee tms = —5 
Folglich kann man 5 


HN +PR + Qua + RD ns "u 


Pe 
7, 


feßen, unter der Bedingung, daß man überhaupt 3 ea 





‘ 
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m [wo 
verwandelt, bei pofitiven Erponenten aber überall die Differen- 


tialquotienten beibehaͤlt. Diefe Formel, iſt um fo merfivärdiger, 
weil fie in ihrer Form der in (5.) bewiefene Formel 

(6) 

i h nn 

* ———9 u 

ganz aͤhnlich iſt. So wie letztere Formel in (5.) koͤnnte man 
auch die erſtere auf Functionen mit mehrern veraͤnderlichen Groͤßen 
erweitern. x 


Ferner ergiebt ſich aus dem Dbigen 
ef ug * Zuu * ge Be N — .— = udx 


n—1 
ou 


— Nu — pn en ann — Rhi a — un 
und ganz ähnliche Ausdruͤcke erhält man für 
4 n—1 | 1 n—2 1 ; ' 
* J uoxn-⸗i, — * uoxn⸗· * uox 
Auch iſt nach (6.) a 
nat adu + fAu+ yBur Hur..., 


Mi | 
— «rur+ Pur ydut hut; 


3 x 
wor — «Au + P"dru + y Bu + d4u 4 ds 


— wtf 
wo es anf die befondern Werthe der numerifchen Coefficienten 
jetzt weiter wicht ankommt. Nac, gehöriger Subftitution ergiebt 
ſich nun für f. uox» offenbar ein Ausdruck von folgender e 
Form: | u | 
mf wor = Zuu + Azn-ig +... + Mzu 
+ Nu + PAu +0 2u + RLu +... 
Setzt man jeßt wieder u — ex, fo wird, weil 
1 Auer u er (eh Le 
ift, auf ganz ähnliche Art wir vorher; *9* 
ER Mi; 
ha 7 (eh —1)n * (ek — 1)n—1 — eh —1 
4 + N’ 4 P(eh—) + Q (ee)? HR (ei) +... 
Da nun b— leb — J I en — ) ik, fo ift 
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= !l41+&—1))a— tdi +4), 
für a —1=1.. Dies mit der obigen J von 


— * udxa verglichen, giebt auf der Stelle 


* ea 


mit der Bedingung, daß allgemein de» gefeßt, AP aber 
ungeändert gelaffen wird, Die nahe —— dieſer 
Formel mit der in (6.) bewieſenen Formel 
ou KUCHEN r 

oder was daſſelbe iſt: 
| bat = IH Nun, 

fällt ſogleich in die Augen. 
14, Für n—1 iſt * (10.) 


—4 

ee ic; — 1) u 

Dezeichnen nun 
. 1 3 8 7 9 
B, BLR,B.M .;,. 
die erfie,. ziveite, dritte, vierte, fuͤnfte, u. ſ. w. Bernoulliſche 
Zahl, fo iſt, wie im Art. Erg Zahlen (9, ) L. d. 3. 
ausfuͤhrlich gezeigt worden iſt, 
B 


= ig a rs 
B 9 B 

eg en TE + Dh ...5 

alfo auch, | 

% n® —* 

( —— JJ 
1 

1.00  , ER; RAR ou B ou 2 

ei er er a 

oder: nach der in (10,) een Bedingung: 

Re ® ou 
=; uox — Ju + 775: zn Ta 0 >;'h! 


B ou B ou 
| N i 
ein nad) einem ganz beftimmten Teicht zu Gefeße 
fortfchreitender ſehr allgemeiner Ausdruck. 
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Me DR Mit der Summirung der Reihen ſtehen die endlichen 
Integrale in einem genauen Zuſammenhange. Iſt naͤmlich 
u=o(x) jetzt das allgemeine Glied einer Reihe, für welche 
wir die Summe der X erſten Glieder durch — bezeichnen 
wollen; ſo iſt 

Ss: =go(l) + 9(2) + p(3) +:.+ — + p(x) ⸗ 

s— 0 + YO) — —9)3 


alſo 
Sx — Km * 30; 


Folglich , wenn wir S,.=f(x) fegen, fuͤr dx =h=1: 
Al)=f&+1) —- Ir) = % — Si; 

d. i. A(X) —⸗ u, und daher umgekehrt 

i(x) = = Zu, 
immer h—=1 geſetzt. Aber 
k %: =Su= * 4T4u. 
Daher 

Su — Zu+ A Const , 

wo Const fo zu befiimmen ift, daß Su—o fax 0, Nach 


(11,) erhalten wir alſo ſogleich die folgende ſehr allgemeine 
Summationsformel für Reihen mit einer endlichen beftimmten 


Anzahl von Gliedern: R 

3 
She) Anke ale a a 3 Be: 

B ‚Ou B ou 

77.808 Inter. 

100 immer nod) eine auf die oben angegebene Art zu — 
Conſtaute beigefuͤgt werden muß. 
Für die Reihe der nten Potenzen der natürlichen Zahlen iſt 
u=mx#® ‚ Jos = en — alfo 
1 





+ 
nI 
» 
4 
| 
" 
| 


— 
Slse alu. alwa alwo wi 





nn —-Nm—2) „> 
1.2.3 





n(n—1). .m—A) „ 
1.2.3.4.5 





n(n—1). — 
1.2.3..7 | 


n(n—1)..(n—8) 
1.2.3..9 





xn=9 





+ 
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oder nach einer befannten Bezeichnung der Binomial-Eoefficien- 


ten (f. diefen Art. i. d. 3.) 
xn--1 ı 1 
Sx — zxn + ıB Ban 1, 
9 3 3 
= 4DB0 
BR BEE 
+ 4BaBxn-5_ 


4 
— 41BnBan-7. 


1 3 
Sxt = 4x5 + 4x* + 2Bx? — Bx; 


da bier die beizufügende Eonftante offenbar = 0 if, Setzt man | 


für die Bernoullifchen Zahlen ihre Werthe (Hl. l. ©, 2354.), 


fo wird 
SLr Sm 32 + 4x + 18? — „IX. 3) 
Sir n—=5 giebt die allgemeine Kormel: 
: ii‘ 3 5 
Sx5 = 4x6 4 4x5 + 5Bx* — 5Bx? + IB + Const, 
5 
fo, daß man alfo in diefem Sale Const = — zB feßen muß. 
Fuͤhrt man alfo die Bernoullifchen Zahlen ein, fo wird 
s 8x5 u. 4x® — * — — *xꝰ 


Ueber die Integration der Differenzen-Gleichungen ſ. m. 
den Artikel Integration der Differenzen- und Differential- Glei- 
Hungen i. d. 3, i a 


Den vollftändigften Lehrbegriff der divecten und inverfen Dif- 
ferenzen- Rechnung hat Facroir im dritten Theile feines Traité 


du calcul differentiel et du calcul integral geliefert, der auch 
den Titel führt: Traite des differences et des series (Se- 
conde &dition Paris. 1819.). Auch ſ m. Schweins Theo- 


rie der Differenzen und Differentiale. Heidelberg. 1825, 
und & Dettinger Differenzial- und Differenzen = Ealcul. 
Mainz. 1831, rt 


Differentialvechnung. Diefer Artikel ift beftimme, nad) 
den neueften Anfichten eine Darftellung der Principien des Diffe- 
rentialcalculs im Zufammenhange zu liefern, und dient daher 


überhaupt den Artikeln Differentiale, Differentialrechnung , Dife 
ferentialformeln, Differentialgleihung und Differentio - Differenz 
tialrechnung im erſten Theile diefes Wörterbuchs zur Ergänzung, 


A 














= 
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1. Bon den Zunctionen überhaupt und von den 
Differentialen der entwidelten Sunctionen mit 
einer veränderlihen Größe, 


1, Man unterfcheidet in der Differentialrechnung, fo wie 
in der Analyfis überhaupt, zwei Arten von Größen. Betrach- 
tet man nämlich eine Größe aus einem folchen Gefichtspunfte, 
daß man derfelben jeden beliebigen Werth beilegen fann, oder 
nimmt man, fih, wenn bloß von reellen Werthen die Rede 
ift, vor, diefe Größe alle pofitiven und negativen Werthe von 
Null an ftetig durchlaufen zu laffen, fo. wird diefelbe eine ver- 
änderliche oder variable Größe genannt, und meiftens durd) 
einen der leßtern Buchſtaben des Fleinen lateinifchen Alphabets, 
etiva durch X, Y, Z, Vz w, ... bezeichnet, Alle Größen 
dagegen, welche, wie auch die unveränderlichen Größen, mit 
denen fie in Verbindung ftehen, ſich ändern mögen, immer den- 
felben Werth behalten, beißen beftändige oder conftante 
Größen, und werden gewöhnlich durch die erften Buchftaben des 
feinen lateinifchen Alphabers bezeichnet. Denken wir uns nun. 
beliebige Heränderliche und .conftante Größen durch. beliebige alge- 
braifche oder tranfcendente Operationen unter einander verbunden, 
fo entfteht ein analytifcher Ausdruck, deffen Werth offenbar durd) 
die verfchiedenen Werthe, welche man den von ihm involvirten 
veränderlichen Größen beilegen fann, beftimmt wird, der alfo, 
wie man ſich ausgudrücen pflegt, von den in ihm enthaltenen 
veränderlichen Größen abhängig, und daher offenbar felbit 
eine veränderliche Größe it. Dies hat auf den für die ganze 
Analyfis überaus wichtigen. Unterſchied zwiſchen unabhängi- 
gen und abhängigen veränderlichen Größen geführt, Den 
erftern kann nämlich auf völlig primitive Weiſe jeder beliebige 
Werth beigelegt werden, die leßtern dagegen entftehen, wie wir 
fhon geſehen haben, wenn beliebig viele der erſtern unter ein- 
ander und mit beliebigen conftanten Größen durch beliebige alge- 
braifche oder tranfcendente Dperationen verbunden werden, und 
heißen auch Functionen der erftern, fo daß alſo im allgemein- 
fien Sinne eine Function einer oder mehrerer unabhängigen ver- 


} änderlichen Größen jede von denfelben auf beliebige Art abhän- 


gige Größe if, woraus and) zugleich erhellen wird, was man 
unter Functionen einer und mehrerer veränderlichen 
Größen verfieht, Sind die verdänderlichen und conftanten 
Größen bloß durch algebraifche Operationen unter einander ver= 
bunden, fo heißt die Function eine algebraifche, in allen 
andern Fällen eine tranfcendente Function. Endlich unter 
ſcheidet man auch noch gefonderte oder ent wickelte und 
ungefonderte oder unentwidelte Sunctionen (Functio- 
nes explicitae et implicitae), jenachdem die Function durch, 
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ihre veränderlichen Größen mittelft eines entiwicfelten analytifchen 
Ausdrucks oder bloß mittelft einer "Gleichung zwifchen ihre und 
den ‚veränderlichen Größen gegeben ift. Hat man z. B. zwiſchen 
x und y die Öleichung \ N 
1% yvay’ br, 
fo iſt y .offenbar von x abhängig, alfo eine Function von x, 
aber, fo lange die Gleichung unaufgelöft bleibt, eine ungefon= 
derte oder unentwickelte Zunction von x, Beliebige gefonderte 
Functionen von X, Yr Z, +... werden, fo lange es nicht auf 
ihre ‚befondere Natur anfommt, durch Re 
k (x, Yo Zn ene)s FÜR, Ya 24 v0) ä Zu one)» 
WR, 9 23 ser )yer. 
bezeichnet, Gleichungen zwifchen x, y, zZ, ++... koͤnnen im Allge- 
meinen durch un 
f(x,'y, 25, +») =0, F(2,Y,2,..),=0, @(%2, y,2; ..)=0, 
Y(X, 2; .)=0, ... 
dargeftellt werden. ’ > 
2, Zunächft wollen wir jeßt annehmen, daß überhaupt 
y=f(x) eine Function der einen veränderlichen Größex fey, 
fo wird, wenn der Werth von x eine beliebige Nenderung, die 
durch IX bezeichnet werden mag, erleidet, auch der Werth von 
y eine 'gewiffe entfprechende Aenderung Z/y erleiden, und man 
wird überhaupt die beiden Gleichungen | 
y=E(x), yrAy=f(x+%) 
haben, aus denen auf der Stelle | 
Ay=I(s+ 4) — f(x) Ka Aa 
folgt. Fir Ix—=0 if. auch SZy—=0. Laͤßt man nun Ax von 
Ax—=0 bis Ax—=i alle Grade der Größe fletig durchlaufen, 
dv bh. von Ax —=0 bis Ax—i ſich immer nad) und nady um 
unendlich Fleine Incremente verändern, fo fagt man, wenn dafjelbe 
auch bei den entfprechenden Werthen von /y Statt findet, daß 
die’ Function y zwifchen den Gränzen x und x +i ftetig fey. 
Ueberhaupt heißt die Function y zwifchen den beliebigen Gränzen 
x=ao und xy fletig, wenn ihre Werthe, indem man x 
alle Grade der Größe von x—= a bis xy fletig 
» hd. von x=a bis x=y fih immer: nach und nach blo 
um unendlich fleine Größen werändern läßt, alle Grade der 
Größe von fla) bis fly) fletig durchlaufen: Auch. fage man, 
‚daß die Sunction y=FE(x) in der Nähe eines gewiffen Werthes 
x=ß ihrer veränderlichen Größe ftetig fey, wenn fidy zwei ein- 
ander auch nod) fo nahe fommende Gränzen angeben laffen, zwi— 
ſchen denen der in Rede ſtehende Werth der veränderlichen Größe 
liegt, und zwiſchen denen die Function ftetig iſt. Iſt alfo die 7 





Function z. DB. zwiſchen den Graͤnzen x=ay xy fietig, N 


aud P zwifchen diefen Gränzen enthalten, d. u» >, R<Y, a 
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wenn @ die kleinere Graͤnze bezeichnet, fo ſagt man, daß die 
Ben in der Nähe von x—S fletig fey, wie nahe auch die 

raͤnzen x — a, xy einander felbft Fommen mögen, oder 
wie Klein die Differenz; y — a feyn. mag. Iſt die Function 
y=f(x) in der Nähe eines gewiffen Wertbs x = P ihrer ver- 
änderlichen Größe nad) der vorher gegebenen Definition nicht ftetig, 
fo fagt man, daß für diefen Werth der veränderlichen Größe 
eine Unterbrechung der Stetigfeit (solution de con- 
tinuite) der gegebenen Function Statt finde. So findet z. D. 
bei der befannten einfachen goniometrifchen‘ Function tangx für 
-x—= +4r eine Unterbrechung der Stetigfeit Statt, weil für 
diefe Werthe von x befanntlid) tangx unendlich wird, 

3. Sehr wichtig für die Differentialrechnung ift die nähere 
Betrachtung des Verhaͤltniſſes 
3 Ay _ Ilx+A) — f(x) 
der Incremente oder Differenzen x und Sy, indem diefe Be- 
frachtung, wie wir fogleich fehen werden, zu dem Grundbegriffe 
der ganzen Wiffenfchaft führt. Stellt man fidy nämlich vor, 
daß das ncrement x ſich der. Null nähert, fo kann dieſes 
Berhältniß ſelbſt, wie leicht an einzelnen: Beifpielen gezeigt wer— 
den kann, ſich einer andern beftimmten Gränze nähern, und eg 
ift klar, daß dieſe Gränze jederzeit im Allgemeinen: wieder eine 
Function von x feyn wird, deren: befondere Natur von der fpe= 
ciellen. Natur der gegebenen Function y abhängig if. Man 
nennt daher in Bezug auf y als primitive Function diefe 
Gränze, wenn es eine folche giebt, welcher ſich alfo das DVer- 
hältniß der Differenzen Ax und Sy nähert, indem x fich der 
Null nähert, die Derivirte Function von y, auch wohl, 
aus Gründen, die erft fpäterhin deutlich) vor Augen gelegt wer— 
den fönnen, die erfte derivirte Function von y, uud bezeich- 
net diefelbe in Bezug auf y=f(x) durdy y oder f(x). Diefer 
» Begriff der derivirten Functionen iſt als der Grundbegriff der 
ganzen Differentialvechnung. anzufehen, 
4, Theils um überhaupt ‚die Möglichfeit der  derivirten 

Sunctionen nad) der fo eben: gegebenen allgemeinen Definition zu 

—— theils der großen Wichtigkeit fuͤr alle Anwendungen der 
Differentialrechnung wegen, wollen wir jetzt die derivirten Functio—⸗ 
nen der in der Analyſis vorkommenden einfachen Functionen 
wirklich zu entwickeln ſuchen, nachdem wir noch die folgen— 
de allgemeine ebenfalls in vieler Beziehung fuͤr das Folgende 
wichtige Bemerkung vorausgeſchickt haben. Es tritt naͤmlich nicht 
ſelten der Fall ein, daß man eine Function z==F (y). einer ver- 
änderlichen Größe y bat, welcye ſelbſt wieder eine von einer an— 
ern veränderlichen Größe x abhängige veränderliche Größe ift, 
fo daß alfo, wenn wir y=flx) feßen, überhaupt 

= F(fx)) 
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iſt. Sollte man nun in einem ſolchen Falle die derivirte Function 
von z entwickeln, fo wuͤrde man, wie gewöhnlich, die Graͤnze 
ſuchen, welcher das Verhaͤltniß 
42 _ F(£(x+Ax)) — F(f(kx)) 
Ax AR 
ſich nähert, indem ſich Ax der Null naͤhert. Weil aber 
Feo)= F(y), Fii@+49) =F(y+47) 
ift, fo ift 
Aa _Fly+Ay)—F(y) _ F(y+Ay)— Fly) 4 
As = DaB? Ay WE Ne” 
Laͤßt man nun 4x ſich der Null nähern, fo wird offenbar auch 
der Werth von Sy ſich der Null nähern, und man wird alfo 
nach dem Vorhergehenden offenbar die Gränze finden, welcher 
& ſich nähert, indem Ax fi) der Null nähert, wenn man die 
Graͤnzen ſucht, welchen die Verhaͤltniſſe 

A ELtAN) — Fr) 

Ax 45 
ſich nähern, indem reſpective Ax und Ay ſich der Null naͤhern, 
and fodann diefe beiden Gränzen in einander multiplicirt. Diefe 
beiden Gränzen find aber nach der vorher eingeführten Bezeich- 
nung refpective (x) und F'(y). Alfo ift 
verls)Fly)s 
Sk demnach z=F(y)=F(f(x)), fo erhält man die deri- 
‚pirte Function von z in Bezug auf x ald unabhängige verän- 
derliche Größe, wenn man die derivirten Functionen von f(x) 
und F(y) in Bezug auf x und y als unabhängige weränderliche 
Größen in einander multiplicirt, 2 


Wenn y=f(x) eine Function von x ift, fo ift natürlich 
auch umgekehrt x eine Function von y, und man kann alfo 
x—=F(y) feßen, fo daß alfo ; | 

x—=Fli@)), 
folglich nach dem Vorhergehenden 
nt { IR 
ift, wo X in Bezug auf x als unabhängige veränderliche Größe 
“genommen werden muß. . Daher ift augenfcheinlih x — 1, wel 


nämlich, wenn man x als Function von x betrachtet, 











= 649) em, =1 
ift, Folglich ift immer 


1=f(x).F(y), 
oder ee ; 5 
Feng): i 
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Auch der in diefen Formeln enthaltene, leicht in Worten auszu⸗ 
ſprechende Satz iſt für das Folgende in mehrfacher Beziehung 
von großer Wichtigfeit. 


5. Sey nun zunaͤchſt y=x", wo n eine pofitive oder 
negative ganze oder gebrochene Zahl feyn kann. Um indeß die 
derivirte Function y’ zu finden, müffen wir folgende einzelne 
Fälle unterfcheiden, 


Iſt nämlic) zuerſt m eine poſitive ganze Zahl, fo ift nach 
dem DBinomialtheorem für Potenzen mit pofitiven ganzen Expo— 
nenten, weldyes bier fuͤglich als aus den erfien Elementen der 
allgemeinen Arithmetik befannt vorausgefegt werden kann, 

ytry=(x+4) 


n(n— 


= xa 4na r ax + T ln 4x2 + o.+ Im, 


Folglich 
Ay =(x+ As) — x" 
= ngı-14 + — 


xn—2 x? + ... + Ax® ’ 
und demnad) 
n(n—1) 
A TR 
eine Reihe, welche jederzeit, aus einer endlichen beftimmten An— 
job! von Gliedern befteht, fo daß alfo, wie augenblicklich erhel- 
et, wenn Ix ſich der Null nähert, das Verhaͤltniß der Diffe- 
venzen ſich der Größe nx”=! als feiner Gränge fortwährend nähern 
wird, folglich die gefuchte derivirte Function 


* 


J—— 


xn—2 Az? & ... + Jam, 








ift, | 
Iſt ferner der Erponent der Potenz eine negative ganze Zahl 
— n, alfo ' 
Yz= 1 * * 
vi 
Pr — 1 a A — 
3 (glich) Tetra mT xa(x+ Axjn ? 
olgli 
$ folg Ay 1 (x + Axyn —xu 
vie xu (x + Ax)a' Ax h 


Naͤhert fih nun Ax der Null, fo nähert fid) der. Bruch oder 
das Verhältniß 
* (x + Ax)n — xu ‚ 
j — 
dan eine poſitive ganze Zahl iſt, nach dem Vorhergehenden der 
Gränze nz", Die Potenz (x + x)” nähert fih, wenn 4x 
fi) der Null nähert, offenbar der Größe x", das Product 
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* xAx alſo augenſcheinlich der Größe aumexı 
Naͤhert ſich alfo Ax der Null, fo nähert fi) nach dem Vorher 
gehenden das Verhaͤltniß der Differenzen offenbar der — 


1 
— hat = —namnmi, 


und es ift folglich die gefuchte derivirte Function. 


yz= — m{ı-, 
Iſt endlich der Exponent gegebenen Potenz von x der J 
five oder negative Bruch — 7, alfo 


yam,. 
fo it yn — x“. Setzen wir nun 

De, LEPSEy,yoldı 
fo ift nach (4.) i 
Eros. 
100 die deribiete Function z in Bezug’ auf x als unabhängige 
veränderliche Größe genommen ift. 
Da nun nad) dem Vorhergehenden yn — x" und m eine 
ganze Zahl iſt, ſo iſt 
he Be > 

m mag poſitiv oder negativ ſeyn. Ferner iſt aber Fy)=y%, 
und auch m eine ganze Zahl; folglich wieder * den beiden 
— brtrachteten Faͤllen 
Fre. ; 
Pac) gehöriger ee in die Gleichung 4 
= f'(x).F«(y) 


EEE EEE > 


P; PR 


ergiebt fich hierang 


mım-i * nyn=1,f’(x); 


ein 


“ 
alfo, weil 


m ın 


n ACER N 
y= x, y — x 


it: 
En nn Ent, 2 
d. i. wily—flr), — (x) ift: ii 
— — 


ſo daß alſo, fuͤr ya, der Exponent n mag eine pofitive 
oder negative ganze oder gebrogene Zahl ſeyn, jederzeit‘ * 


i. N TI iD 








- geometrifchen Reihe 


ausſetzung, wie vorher, in Bezug au 
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6. Um die derivirten Functionen der logarithmiſchen und 
Exponential⸗Functionen zu entwiceln, iſt es noͤthig, die folgen- 
den Betrachtungen vorauszuſchicken. Wenn wir die Summe der 


aA, ax, ax?, ax?, ... axna-l 
’ 3 ’ u 


durch 5. bezeichnen, fo ift befanntlich 
_a—axı a axxn 
h m 1x Tee Sılkasee 


Iſt nun x zwifchen den Graͤnzen —1 und + 1 enthalten u 
| s>—Al,x<+t1; 
fo nähert ſich, wenn mn wächt, der Bruch) offenbar immer 
mehr und mehr der Null, und kann derfelben, wenn man nur 
n groß genug nimmt, beliebig nahe, gebracht werden, woraus 
alfo mittelft des Dbigen_aud) erhellet, daß, unter derfelben Vor— 
f die Größe von x, wenn 
a 


n waͤchſt, die Summe sn fich fortwährend der Gränze rag 
nähert, und. derfelben beliebig nahe gebracht werden kann, wenn 








man nur n groß genug nimmt. 


Iſt aber im Allgemeinen, wie in dem fo eben. betrachteten 
fpeciellen Falle, eine Neihe VOR SE 


boy kistan das bay kanienen 


z E 


von folcher Befchaffenheit , daß,: je mehr Glieder. derfelben vom 
Anfange an mit einander durch Addition vereinigt erden, die 
erhaltenen Summen fid) einer gewiffen beftimmten Größe, die 
durch s bezeichnet iwerden mag, fortivährend nähern und _derfel- 
ben beliebig nahe gebracht werden koͤnnen; fo fagt män, daß die 
in Rede ftehende Neihe comvergire oder convergent fey; 


und die Größe s heißt Die Summe der Reihe. Am enfgegen- 


gefeßten Falle divergirt die Reihe, Seen wir alfo überhaupt 
u +t, ++ t, +, 4... Fin, 


ſo fage man, daß die Reihe 


boy bis ta, ty, tus te 


‚ eonvergire, wenn S., indem m waͤchſt, fich einer gewiſſen be— 
ſtimmten Größe s fortwährend nähert und derfelben beliebig nahe 


gebracht werden, fan, wenn man nur nm groß genug nimmt. 
Die Größe s heißt die Summe der ‚Reihe, ein Verhalten, wel- 


des in abfürzender Bezeichnung gewöhnlich bloß durch 


u +, +, +, +, +6, +... 5, 
oder, wenn man noch das allgemeine Glied einführt, durch 
to tt, +, +, ++. Htnr .e 
angedeutet wird, - Divergirende Neihen haben feine Summen im 
eigentlichen Sinne des Worts. Nach dem Obigen iſt alfo die 
geometrifche Reihe ang Run LI aa br Ah 
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a, ax, ax?, ax? > ax*, ax®, „... i . — 
convergent, wenn x zwiſchen den Graͤnzen — 1 und +1 liegt, 
j — a 
und ihre Summe it = 7. Db die Reihe convergirt oder 


x 
eg won x ** a I angegebenen Gränzen ent- 
alten ift, würde eine befondere Unterfuchung erfordern, die je 
nicye zu unferm Zwede gehoͤt. 3, f jetzt 


7. Aus dem vorher aufgeſtellten Begriffe der Convergenz 
der Reih 





to⸗ bay ta te— 
ergiebt ſich unmittelbar, daß, wenn wir wieder uͤberhaupt 
tut tt en 

feßen, die Summen 
Sn» Suhts Sn-h2y, Sn, Snhay »e. | 
einander immer näher und näher fommen, wenn n waͤchſt, vor- 
ausgeſetzt, daß die Reihe convergirt, fo daß man aljo das. Eri- 
terinm der Convergenz, wie leicht erhellen wird, auch auf fol 
genden fehr bequemen analytifchen Ausdruck bringen kann: 
Die Reihe u 


convergirt, wenn für jedes beliebige: beftimmte m die Differenz 
Sn--ın —— Sn = tı hr tn41 + ... En tin+-ın—ı 
beliebig ‚Flein gemadjt werden fann, wenn man nur n groß 
genug nimmt. # —— 
Aus dieſem Princip folgt augenblicklich, daß, wenn man 
zwei beliebige Reihen mit lauter poſitiven Gliedern von ſolcher 
Beſchaffenheit hat, daß von einem gewiſſen Gliede an kein 
Glied der zweiten Reihe das eutſprechende Glied ver erften uͤber— 
ſteigt, jederzeit die ziveite Neihe convergirt, wenn die erſte con- 
vergirt. Eben fo leicht erhellee, daß, wenn eine Reihe mit lau 
ter pofitiven Gliedern convergent iſt, jederzeit auch die Neihe 
convergirt, welche man erhält, wenn man beliebige Glieder der 
erftern Reihe negativ nimmt, J 
Hat man z. B. die Reihe ta 
1 ER 1 € 1 SR 
a ar Br NER ER Re a A Et BETEN 
fo erhellet aus der Bergleihung der Reihe Ä 4 
— — 
1...n’ 1..n(af1)’ 1..n(n+1)(n}2) 
- ag lg 


to⸗ t, > t,, ta⸗ ta⸗ — 














J 
mit der nach (6.) convergirenden geometriſchen Reihe Re 
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hi, Be ee 
a2. nn I?! 


mittelft des Vorhergehenden auf der Stelle, daß auch die Reihe 
EEE NS 1 1 
a2 2a ee 


convergirf, und es folglich eine Summe diefer Reihe, d. 5. eine 
Gränze giebt, welcher man ſich deſto mehr nähert, je mehrere 
Glieder der Neihe vom Anfange an zu einander addirt werden, 
Diefe Summe, welche für die ganze Analyfis von großer Wich- 
tigkeit iſt, und mittelft der Neihe felbft naͤherungsweiſe beftimme 
werden fann, fol im Folgenden immer durch e bezeichnet wer- 
den, fo daß _alfo M 
1 1 1 


—— 1 | 
kealghaghe y 2 10: 05 36 DE HL SL SCHEN, Mapıke ar ur ZEBRREN 
e-sitr Triatmatnasat tim’ 


fo erhellet aus dem Vorhergehenden in Verbindung mit (6.), daß 
der Fehler, welchen man begeht, Kleiner als 
1 RER 1 1 
1.2.3.0, _ 1 1.2.3..@—1)'n—1 
n 











ts 











1 
1 1 1 1 1 
e=1+ 7 +75 t13a3 Fızasat"t7 


1,2.3...10° 

und der Fehler ift Fleiner als 
1 1 1 
1.2.3...10°10 36288000 ’ 
beträgt alfo noch Feine ganze Einheit der fiebenten Decimalftelfe 
oder noch nicht 0,0000001, Man fann alfo mittelft der obigen 
Reihe nicht bloß, wie fchon erwähnt, überhaupt e näherungs- 
weiſe berechnen, fondern es laßt fi auch immer die Größe 
des Fehlers beurtheilen, welchen man in jedem einzelnen Falle 
begeht, fo daß. alfo e als eine befannte Größe zu betrachten ift, 
Dis auf die fiebente Decimalftelle genau ift 

| e = 2,7182818 . 


| 8. Bon befonderer Wichtigkeit für das Folgende ift noch 
die nähere Betrachtung der Function { 





1 
(i+x)°, 
weil ſich, wie wir fogleich fehen werden, diefe Function einer 
beſtimmien Gränze nähert, wenn x fich der Null nähert. Diefe 
Gränze zu finden ift jegt unfere Aufgabe, Zuerſt wollen wir an- 
nehmen, daß x ein pofitiver Bruch fey, deflen Zähler die Ein- 
Supplem. zu Klügels Wörterb, J. 2a 
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heit, der Nenner eine poſitive ganze Zahl ift, welcher ſich alfo' ! 
der Null fortwährend nähert, wenn der Nenner in’s Unendliche 


wächft. Seen wir alfo x Lt, ‚fo ift nach. dem binomiſchen 


Lehrſatze für pofifive ganze Erponenten. 
23 N 
4% = (142) 


* 1 , al N(e—9) 1 54 
ihr Ten ee 


e(e—1)(e—2) .. (ae -2@.1)): 4 


u. ' 1.2.3.4 re 74 
Be + A Kelle) (1-2) + — 
ie 1 
Iſt aber überhaupt fir «>n— 2 TR, { 
ne © 
—— an lt) (1-2)..(1-7°) % 
fo kann leicht gezeigt werden, daß fic) S,,. Immer der Gränze i 


e beliebig nahe bringen läßt, wenn man nur m und @ groß 
genug annimmt. Gebt man nämlic) | ' k 














i 
1 


1 1 1 3 2 
Sie R SEHE TE 1.2.3:.m 1)’ 
ſo kann man nach (7.) m immer fo groß annehmen, daß s der - 
‚Gränze e bis zu jedem beliebigen Grade genähere wird, Zt 
aber n gefunden, fo fann man offenbar, wenn nur nun ferner 
@ groß genug; angenommen wird, die Größe Sn, der Größe 5, 
alfo auch der Größe e, beliebig nahe bringen, wie behauptet wurde. 

Nun iſt aber offenbar sn <e und. 

; n \ Sn, 3 x Sn 3 — 

alſo um ſo mehr S,,.<e. Da dies auch fr n — 1 2 
gilt, fo iſt auch immer — —— 


+ =) — | e — 


Ferner iſt nach dem Obigen wegen der zu unſerm Zwecke erfor⸗ 
derlichen Annahme von n und a, indem man ja @ bis zu jedem 
beliebigen Grade größer als m iverden laffen kann, wie fogleich- 
in die Augen fallen wird, immer —— J 


Gar e: 











folglich Dein — 
(hm 00 





’ 


h® 


Differentialrechnung. 611 


fo daß alfo (1 4 9 zwiſchen S,,. und e enthalten ift, und 


demnach der Größe e offenbar näher fommet wie Sn, Da nun 
nad) dem Dbigen, wenn man nur @ groß genug nimmt, S,,. 
dem. e beliebig nahe gebracht werden kann, fo kann unter derfel- 


ben Vorausſetzung ( 1+ —)‘ um fo mehr dem e beliebig nahe 
gebracht werden, und e ift alfo die Gränze, welcher fich (1 +)‘ 


nähert, wenn « wächft, oder die Gränze von (L-++x)*, wein 
x fi) der Null nähert, 

Iſt ferner x fein pofitiver Bruch, deſſen Zähler die Einheit, 
der Nenner eine pofitive ganze Zahl iſt, fondern überhaupt nur 
eine pofitive Größe, fo feyen m und n=m +1 die zwei gan- 
zen Zahlen, welche zunächft kleiner und größer als der Bruch) 
= find, ‘Dann ift 


1 
z ante ny: 


5 1 
wo wu und » zivei pofitine Achte Brüche find, Die Größe (1+xy* 
ift offenbar zwifchen den. beiden Größen 


(+ rein)” 


1 v 
, 1\x 4 \n Gays 
G+2)=-10 +22} 
enthalten. Laßt man nun x abnehmen, fo werden m und n zu—⸗ 
nehmen, und 


und 


\ 


41\m 
Ei und +) 


werben ſich alfo nad) dem vorher Berviefenen der Graͤnze e nähern, 
Weil ferner w und » Achte Brüche find, fo werden, wenn x 


abnimmt, d. i. m und m wachen, fi offenbar 14 und 


41— 5 der Einheit, alfo augenfcheinlich 
A —** 


1 
x x 


(1 Eu =) und (: 4 9 
beide ſich der Größe e naͤhern. Da nun nach dem Vorhergehen- 


den (L-+x)* zivifchen den beiden leßtern Größen enthalten ift, 
fo wird offenbar auch diefe Größe, wenn x abnimmt, ſich der 
Größe e nähern. 5 

- ft endlich x negativ, fo kann man doc), da man den 
abfoluten Werth von x abnehmen läßt, annehmen, daß derfelbe 


242 
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kleiner als die Einheit ſey. Setzt man nun unter dieſer Vor⸗ 
ausſetzung — 
1 4x* |. 

een der? 4 

fo ift offenbar z pofitio und nimmt ab, wenn der abfolute 
Werth von x abnimmt. Aber 

x NT —— — 
a+se=(g,) - arm? = Mayr, 
und z nimmt ab, wenn x fic) der Null nähert, Nach dem Vor— 
1 2 — 


hergehenden nähert alfo (4 + z)* ſich der Größe e, wenn x ſich 
der Null nähert, und 1+ z nähert fich unter derfelben Voraus— 
| en 


feßung der Einheit. Folglich nähert fich offenbar £ (1 + 2%} 1-Fz ; 
d. i. (LH X), der Größe e, wenn x ſich der Null nähert. v 
Sir alle Formen von x nähert alfo die Function (I+x)* 


ſich der in (7.) beftimmten Größe e als ihrer Gränze, wenn x 
fi) der Null nähert. A Pi e 

Bon diefem wichtigen Saße läßt fi num folgende Anıwen- 
dung auf die Beftimmung der derivirfen Functionen der logarith- | 


mifchen und Erponential- Zunctionen machen, 3 


9. Sey zuerſt y=logx, die Baſis des logarithmiſchen 
Syſtems, worauf logx ſich besieht, =a geſetzt; fo iſt 


Ay = log(xs+ 4x) — logx = 1og (1 + =) h 








AIN= 
Ay 1og(1 + x 


— — Az ® 
und folglich, wenn wir — 
— = 0, Az =.0x 
x 


feßen: 
1 — 
Ay _log(i+ae) _log(i+ oe 


Ax ax x 


Naͤhert nun Ax ſich der Null, fo nähert fich offenbar auch a der 
Graͤnze Null „ folglich) nah (8.) (1 + a): der Graͤnze ers 
 log(1+@)® der Graͤnze loge, alfo offenbar Ze dee Gräne 
8°, und es iſt folglich | 4 








‚_.loge 
——— 








und nad) (4,) 


— 
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Iſt ferner y=ar, fo iſt x=logy, wo immer die Loga⸗ 
rithmen ficy auf die Bafis a bezichen. Geben wir nun y=f(x), 
x=F(y), fo if 

fx) = a“, F(y)=logy, x=F(f@)),, 


"=fß,F(). 
Aber nad) dem Vorhergehenden 
log e 


F(y)= T 


amd, weil nach (4) die ‚derivirte Function x fih aufx als 

unabhängige veränderliche Größe bezieht, nad) (5.) | 
A 8 

weil x, als Function von x betrachtet, als eine. Potenz ange- 

fehen werden fann, deren Erponent die Einheit ift. Folglich iſt 





⸗ 





—— en 
1=fd). y Berker TA 
d, i,, wenn wir y = as feßen: 
Be 
a 


Die Logarithmen, deren Baſis die aus dem Dbigen befannte 
Zahl e ift, nennt man aus Gründen, die ſich hier jest nicht 
weiter entwickeln laffen, Hyperbolifche oder natürliche Loga— 
rithmen. Bezeichnen wir nun, wie im Folgenden immer gefche- 
ben foll, diefe Logarithmen bloß durdy den Buchitaben I, fo iſt 
le—=1, und man fann fehr leicht zeigen, daß die Logarichmen 
jedes beliebigen Syftems immer bloß durch hyperboliſche Loga— 
rithmen ausgedrückt werden koͤnnen. Iſt nämlich N eine belie- 
bige Zahl, fo ift nach der allgemeinen Definition der Fogarith- 
men, wenn immer die durch log bezeichneten Logarithmen ſich 
auf die beliebige Baſis a beziehen, e 


-N 2 alogN, N = ein 2 
olgli 
5 3 ch alogN u eIN , 


woraus, wenn man auf beiden Seiten die natürlichen Logarith⸗ 
men nimmt, auf der Stelle 
logN.la= IN, logN = * 


fo daß alſo der Logarithmus der Zahl N für eine beliebige 


Baſis erhalten wird, wenn man den hyperboliſchen Logarith- 


mug der Zahl N durch den hyperboliſchen Logarithmus der Ba- 


ſis dividirt, oder mit dem reciprofen hyperbolifchen Logarithmus 


der Baſis, d. i. mit dem Bruche * multiplicirt. Der reciproke 
hyperboliſche Logarithmus der Baſis iſt fuͤr jedes Syſtem eine 
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conſtante Groͤße und wird der Modulus des Sound 4 genannt, | 
fo daß alfo, wenn wir 4 


m 
a \ 


fer 


ſetzen, für jede Zahl N 








logN = MIN 4 
ift, folglich die Logarithmen aller Zahlen in einem beliebigen 
Syſteme erhalten werden, wenn man die entfpkechenden hyperbo— 
lichen Logarithmen ſaͤmmtlich mit dem Modulus des Syftemg 
multiplicirt. Setzt man in vorftehender ——— N=e, fo 
erhält man, weil le= 1 ift, n — 

..M =loge., 3 
welches ein zweiter Ausdruck für den Modulus if. & iſt alſo 
auch immer la. loge 4. 


Sir y I ergiebt ſich aus dem Obigen unmittelbar 


— 
RE 

und eben fo leicht, wenn y — e if, 
y-e«, 


“zwei ſehr einfache derivirte Functionen. 


10, Ferner wollen. wir. nun auch zur Entwicklung | der 
derivirten Functionen der Kreisfunckionen übergehen. Zuerſt ſey 
y=sinx, fo if, ' 

Ay = sin(x+ 4x) — sinx 

= 2sin44x cos (x 229 R 

alfo 


1Ax 
ze mE 17 cos +14). 


Laͤßt man Ax ſich der Null nähern, fo kann man offenbar 
den abfoluten Werth von Ix fo klein nehmen, daß! - 





sin 1Ax sintAx _ sintAx 
- sin +1x * 44x er tang 44x 
iſt. ai : 
Se sintAx \ sin 44x * Be 
sintAx .? tangtAx — — Wi 


Folglich kann man ſith 4x feinem abfoluten Werthe I immer 
fo Flein genommen denfen, daß 
sin LAx J 
1> Pr 
Naͤhert ſich aber Ax fortwährend der Null, fo nähert: fih 
coszAx fortwährend der Einheit, welches: alfo. natuͤrlich audy 
von dem immer zwifchen 1 und cos4Ax enthaltenen Brauche = —* 


SEE gife, ſo daß folglich die Gränze dieſes Be wenn Ax- 


> c0os1A. 
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ſich der Null nähert, die Einheit if. Da nun die Gränze von 
cos(x + 44x), wenn Ix ſich der Null nähert, offenbar cosx 


ift, fo ift 1. cosx = cosx die Öränze von Ei ‚wenn Ax fich 
der Null nähert, d. i. ; 
— Sy =cosk 
Iſt ferner y=cosx, fo ift 
‚.dy = cos(x+.Ix) — c0sx 
= — 2sin}dssin(x+ 34%) , 


alfo 


N sin 4x 
— ——— x 
woraus man auf ganz aͤhnliche Art, wie vorher, 


Jyz=-— sinx 





sin(x-+ 44x), 


findet. 
Für y — Arcsinx iſt x—=siny, Geben wir nun 
Aresinx =f(), siuny=Fy); 
fo ift 
x=F(fß)), 


l 4. 
TR) “eo rfH.EG). 


Aber nach) dem Vorhergehenden und nad) (5.) 
PFiy)=coy, x =1. 








Folglich ; ‚ 
; at (8). cosy, I=y= — 
Weil nun 
cosy = N-siny? = Y1—x 
iſt, fo iſt 


—— — 


| Me | 
Sir y= Arccosx ift auf ähnliche Art x = cosy. Geben wir 
alfo | 


fo ıft 
ee a 1 IN I ea 
Aber nad) dem Obigen 


Fy=—suy, x =1.' 


Arccosx —=f(x), cosy=F(y); 


Folglich: / 

1=z—- 9 ().siny, ir ihr‘ 
Uber - — 
siny= N1-coy = fMi-»:. 
Alfo 


; 1 


ee 
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Fur y=tangx if: — 3 | 
4 sin (x + A) _ sinx Dt Bee u | 
— cs (x+A) — cox \ 
_ sin(+ Az) cosx — cos(x + Ax)sinx * 





ecos x cos Rn 
sin Ax 
— cosxcos(x+ 4x)’ 











folglich 
Ay __ sin Ax 1 
Ax "2x 'cöosxcos(x+ 4x)’ ur 
woraus ſich auf der Stelle 
i N 
I cosx? 
ergiebt. | 
Für y= cot x ift auf Ähnliche Art J—— 
_..cos(x+ 4x) cos x Kon. 
I sin(x+4x) sinx i i 


sin (x + fz)cosx — cos(x-+ Ax)sinx 
sin x sin(x + x) 














SS sin Ax 
— sinxsin(x + 4x) ? 
Ay__ _,smAx wir 
4: 7 TAx "sinxsin(x + 4x) " 


Folglich, wie ſogleich erhellet: 


— sinx? * 


Sir y= Arctangx iſt x = tangy. Setzen wir alfo 
Arctangx = f(x), tangy= Fly); 3 y 


= 











fo ift 

x= Fig), =f(k).F(y)» 
Aber 

Ar | 
Alſo of 
1. miosyzopd. 0. 

ber > NEAR ee 

ap ee er ag a 

55 cosy?-+siny? ”— 1+tangy? 

Alfo = 





(4 — 1 \ 

— +x° 
Für y== Arcootx iſt x— coty. Setzen wir alfo jet E 
; Arccotx=f(s), coty=F(y), 9 
ſo iſt J— 
= Fiiw), x =f'(@).Fl(y)» 
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Aber 








* 1 
FG) sin y?’ x.=4, 
Alſo 
1=— fo. „foW)=-y=-—siny. 
Aber | — 
RE sin y? * — 
—— siny?+cosy?  1-+coty? 1+x?” 
Folglich 
1 
PETE 
Für y=secx if 
1 1 


— cos(x + 4x) — c0sx 
cosx - cos (x -+ x) 
cosx cos (X + 4X) 
2 sin 1Ax sin (x-+ 41x) 
cosxcos(x+ 4x) 
Ay _ sint4x sin (x-+44x) 
Ax ”" 1x ‘cosxeos(x + Ax) " 
Laͤßt man nun 4x fid) der Null nähern und nimme die Graͤnzen, 
ſo ergiebt ſich auf der Stelle: 
__ tangz 
- I osx 
Für y — cosecx ift 














kin nn Lat a u, 
I na+A)  Sinx 
__ sin (x + Ax) — sinx 





sinxsin(x + 4x) 
2sintAxcos(x +44Ax), 
— sinxsin(x+ 4x) 
"A sin4Ax cos(x+4A) _ 
Ax "FAR "Sinxsin(x-+ 4x) ? 
folglicy, wenn man zu den Gränzen übergeht: 


r "Ccosx __ cotx 


y--—- 











ur. ya) 


sins® sinx_" 
Für y= Arcsecx ift x—=secy, Setzen wir alfo 
ſo iſ Arcsecx ='f(x), secy = F(y); 
l 
bei z=F(f@),2*=f().F(y). 
xl, Fg)= — 
Folglich 


BR. _ Differentialvechnung. 














En, Ga ER — en 
— Lem = siny.T.n 

Aber — ei 
” 1298 BERN, J Y2:_ 1. CHR 

RER aecY 0 

Alſo 
BERN. ⸗ 
m, 
y 121 Re 


Sie y= Arc coseex iff x = cosecy. Sehen wir — 
Arccosecx = f(x), rasen bene = KM 3 ? 











fo ift | 
— FO), x at (z),F(y)s 
Aber 
Ä ; Wing“ ‚ Re eosy 
x — — — sin y? * 
Folglich — 
us eosy Ei rn 
i= ! (9). siny? # f(x) jo cosy at 
Aber ix Re. 
— 1 — — 
sin y —— = —,coy= . 
— cosecy x’ En 
Folglich nn 
I — 
Fuͤr =sinversx it — 
Ay = sinvers (x-f 4s)’— sin vers x 
E cosx — cos(x-+ 4x) 
= 2sintdxsin(<+ Se); ; 
A sint4x . 
= Tr —— sin (s+ —— ; 
alſo, wenn man die Graͤnzen nimmt: 


wo = sinx . . ne 
Fuͤr y= cos vers x iſt 


Ay = cosvers & + As) — cos versx 
— sinx — in 4 
= 2sin 14x cos(x+14x), 
Ay _ ; ,sinz4x En 
a7 — a ER $ 5: 
alfo 
.y = — C0SX. „ h — 
11. Sey nun wieder y=z, abe jett zZ feine —— 4 
gige veränderliche Größe, fondern eine: DOREEN | von “ Setzen 


wir alſo —9* — — 
a=Fß),z=eimd); 

10 it 2 ” 

y- FW), vy=fl)F(@)- 
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Aber yes 2 
f(x) = z’ und F’(z) = nzu— (5). 
Alfo 
'y = nzn-17’ 


Fuͤr y=logz, wo immer z eine Sunction von x bezeichnen 
foll, fei 


fo ift wieder 
Aber 


lgz=F(), z= £(%) A 
y=F(@), Y=f@.F@. 


2) = 2 und Fa) =’s° (9). 


Alſo 

— Inge, * 

Sind die Logarithmen nat, Aſo * ‚fo iſt 
y — — 


Iſt y ee, fo fei wieder 
a= Eli), = f@)5 





em F(f@), y F(z) 
y„- x)), y=Ikd).F(@). 
Aber 
a) z und F(z) = — — (9) » 
Folglich 
ER 
em Toge” — 
Fuͤr y-e iſt: 
— =ez., 
Sur) y=sinz und y=cosz erhält man Po fo Teicht refpective 
—zcosz und Py—=-—zsinz. Auch wird aus diefen Bei- 


fsielen hinreichend erhellen, wie man ſich in allen ähnlichen Fällen 
zu verhalten hat, 


12, Wir wollen nun auc) die derinfrten Functionen der 
am - häufigften vorkommenden zufanmengefeßten Functionen zu 
beſtimmen ſuchen. 


Iſt zuerſt y= az, wo a eine conſtante Größe, z eine Fun- 
ction von x bezeichnet; fo ift offenbar 


4A Az 
Ay=aldı, ns; 
folglih, wenn man die Grängen nimmt: 
y=ar. 


In 


yzz+rur vH wH4t..o.; 
fo wird, wenn x in x + Z/x übergeht: 
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y+t4= (2442) + (u+ Au) + — +. 

sl pe. 

Ay: Aw 

x = + rar —— 
und folglich, wenn man zu den Graͤnzen a offenbar: | 
x * 


Hat man das Product y=pg, fo wird, wenn x in x 4 As 
übergeht: 


ir = pg+pAg+q4p + Ap4g ; 
Aa=pd+ gaAP+r — 
44 + i 

Be ſich nun: Ax der Graͤnze Null, fo — fi 8 SR und 

— L yefpective den Grängen p und q. Da ſich Ap der Gränze \ 


a nähert, fo nähert auch) AZ 4 ſich — der Graͤnze 
Null, und es iſt alſo 








y ⸗ pq +gp, 
oder 
24 4 i 
vr F 
Iſt y — pqr ⸗ 2r, wenn man ET feßt, fo ift 
N ER 
y 
Aber nad) dem ee 
—— Pr . 
a ar 
Alſo * r (2 0 
Vie Be a 
TI Tn 
Sf y — pqgistess, fo erhält man auf ganz ähnliche Art: 
y Br p’ g r’ s’ rt N 
SP - Trrargerg 
Auch iſt fuͤr y — pqr : a * 
yzgqp * prq + par, 


und für y = pqrs: | J 
y=gaspf+ preg’ + par + pa. A 
Mie diefe Formeln meiter fortfchreiten, fälle in die — . 
Uebrigens Fann man zu denfelben auch leicht auf folgende Az 
gelangen, Iſt naͤmlich y= pgrst..., fo ift 
yzp+lg+l+l+ik+. 


/ 
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folglich nad (11. Ir wenn man Ar den derivirten Functionen 
uͤbergeht: 


— Virgin) 
Die Art, wie man die — a eines Aggregats erhält, 


wird hierbei nad) dem Obigen ebenfalls ſchon als befannt voraus- 
geſetzt. 


| Ap— pP 
ati p _ qAp—p4q 


— u — — 


a+44 4. gu+rap’ 


7 Tgarag ’ 

folglich, wenn man zw den Gränzen übergeht, da Sq ſich der 
Rull nähert, wenn Ax fi) der Null nähert: 
KA hen u HR 

y q? 

Denfelben Ausdruc erhält man auch leicht auf folgende Art. 
Es ift BTW: Folglich nad) dem Berpergebenbin 
p= Y +y] » 


Alſo 
N LS 
Ten 
Setzt man nun y= 2, fo ergiebt ſich auf der Stelle: 
‘ER — — 


wie vorher. 


Auch it ⸗ Ip - 1q. Folglich nach dem Vorhergehenden 
“und nad) (114.), wenn man die derivirten Functionen nimmt: 
EB En Ba AR 
RE FR &, FAR, 3 ee 
welches wieder die vorher gefundene Formel iſt. 
Siery=atztu+rv+w ben wo a eine conftante 
Größe — iſt 
y+4Fy=zarlı+ f) + (uAu) + AV) +...) 
A = A + du + Ir + Aw 4...) 
Ay A Au, Ar, Aw ; 
Ve u RT 
alfo, wenn man die Graͤnzen nimmt: 
y=z!’+wW+Vv + w na re 
Nach dem Dbigen ift ' 
y=zÄai+7uUu+rvVtwWH+..ö; 
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alfo ’ 

.+7’+uV+rrv RE =!+uWrv + w Hr 
folglich a — 0, — i die derivirte Function einer jeden conftan- 
ten Größe it = 0, 


13, Eine imaginäre Function if überhaupt eine Funckion 4 
von der Form 
n yzuFrv Yr—i r 
wo u und v Tunckionen von x find, Geht nun xinx + fx 
über, fo wird N 
y+-fs=(urA) + r+ mM) Y— — a 
Ay= Au A. 1, 
N en Av i ; 
As 7 Ax z 0 Fri R 3 — — 


Sind nun u’ und v die —5 von und wenn dx i 


ſich der Null nähert; fo verfteht man unter der derivirten Sunetion x 

von y die Sunction W+v YZ1, fo daß alfo —J 
———— 

iſt. Alle vorher bewieſenen Saͤtze muͤſſen eigentlich für *— 

Functionen noch beſonders bewieſen werden. Hier wird es indeß 


genügen, nur an einigen Beiſpielen zu zeigen, wie man fi in 
allen ähnlichen Fällen zu verhalten hat. ® 


Sey z. B. y 20 und 
- zeu+vr—1, 
wo u und v Sunctione® von x find. Nach dem Artikel Un 
mögliche Größen (6.) kann man feßen: 
z= o(cosp+sinpY —1) ö 


wo o nnd 9 Sunctionen von x find. Solgic nach demſelben 
—* (3.): vr 


y= e(cosnp+sinnpl —1) 
=p+ ar 4. ; J 
Nimmt man nun nach den im Vorhergehenden bewieſenen 
meinen Formeln die derivirten —— man o 

Schwierigkeit: 


(4 


p = — noWyp’ sinnp + nonmig"cosnp , 

g=  nonp'cosnp + nen-1o'sinnp » 
Alfo \ 

y-Pr+gY-i 


=  nen-1(g cosnp — ey’ sinnp) 
+ non-i(V sinnp + ep’ cosnp)F —1. 
Es ift aber 
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zul — en les + sin(n—1)pY_—-1} ; 
z = e cosp — ep sing 
a (esinp + op "cosp)Y—T; ; 
folglich ‚ wenn man multiplicirt: 
an-17' = BE [eos(n—1)y cosp — sin (n—1)psing} 
— eg Isin(n—1)pcosp + eos(n—1)psiny} 
+ onmie'/sin(n—1)@ cosp + cos (n— 1)ypsinpg!Y—-1 
ei + ep [cos(m—1)p — sinn —Npsinp)Y—ı ' 
— ER en—1(o’ cosnp — ep sinn) 


I“ 


ermilgsinnp + ep cosnp)—1. 
Alſo offenbar nad) dem Vorhergehenden: 
yonı-iz!, 
oder ; 
y=n(u+rvl —-1j-1(wW tv 9, 


fo daß folglich die früher in Dezug auf reelle Functionen beiviefene 
Negel zur Entwickelung der derivirten Functionen von Potenzen 
auch für imaginäre Functionen gilt, 


ei ‘ N 
y — — — *5 * — 
ſo iſt 
y=saku+rp+tr+..r+ (WEgksku NT: 
Alfo nad) dem Obigen (12.) | 
yzWUu+p+r+..+(v+gJ+s+..)rZi 
= (W+vYY ZI) + % +g — + @+s —— 
Sey ferner 
— IA Nr m 
Set man nach Unmögliche Größen (6.) 
u+ vf—-iı= e(cosp+sinpY—1) : 
p+tqaY—i=g,(cosy + Bi ee ; 
fo ift (a0. D. 2.) 
7= [cola MY =EI | ; 
=r+ sr _D; — 
Aber nach aus dem Obigen bekannten Regeln: 
rel, ene) cos (ꝓ ) — ge,(p’ +y)sn(p+Y), 
’= BEER Er) + ep try)ecos(p+Y). 
Folglich 
= (gutegd)eos(p+Y) — oe, (p’ +YW) sin(p+y) 
+ ie Fe )sin(p+Y) + een (p’ er . 
Ferner — 
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u. + »r=T 2 e cosp — eꝙ sin ꝙ N, 
+(esinp+t epceosp)Y II 
pP+ yYZi= g,00sp — eV siny 
+ (d;siny-+ o,Y easy) — I 
| und hieraus findet man leicht: 
(u+rrt De +gr)- 
gg, cos(p+yY) — ag Ysin(pty) 
+ (ee,sin(p+Y) eery cos(p+y)IV —1 
P+gYf—-1)wW+rr ne 
ge cos(p+Y) — ep sin(p+y) 


+ {ee sin(p+Y) + gap’ eos(p+y))Y ZI 
Folglich 
— 
= (ed, te,d)cos(p+Y) ⸗eeſein ( * 


a 
= (ut np een. +V =D. A 
Rt, 
use 
— 


ſo ſey wieder 
u+r ır-1= e(cosp +sinpgY —ı i 
p + qgY—-1=g,(cosy+sinyY 1). 
Dann ift | 

e cosp + sinpgY —1 


— A cosy + sinyY —1 





— 2 


= L loop + sing =) { cos(—y) > sin(—wY- —1} 


= teos(p—y) + sin(p—y)Y—1}; 


und man Mae nun wieder auf ähnliche Art wie vorher verfahren, J 


Da aber hieraus erhellet, daß y von der Form r + 3 rt, 
& Ban man aud) auf folgende Art ganz einfach) J 4 
i 
uFrvY—-i=y(p+4qr-0; 
alfo nach dem Vorhergehenden 
u Y—i=y(p+gr—n +(p+gl- ny ) 
— —6 ran 
p+gr—1 





+ lee, tee )sin(p+Y) Fr eılp' ty — HIT: ; 











woraus, wenn man - 
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ERST 
ges; 
fest, augenblicklich : | | 
‚, _E+gYZ-Dw+r Y’Z—D— ws! Ne — 
BR (P+ar-ı: or 
Sir y=a(u +v r1) erhellet auf der Stelle, daß 


y=aluW+y’Y-ı) 





iſt. 
Wir werden ſpaͤterhin noch auf dieſen Gegenſtand zuruͤck— 
kommen. 

14. Nach dem, was wir im Vorhergehenden von den deri— 
virten Functionen gehabt haben, ift der Uebergang zu den Differen- 
tialen fehr leicht. Unter dem Differential einer Sunctiony=f(x) 
mit einer veränderlihen Größe x verfteht man naͤmlich nichts 
anders, als das Product ihrer derivirten Function „’—=f (x) 


in das Increment oder die Differenz 4x der unabhängigen ver- 


aͤnderlichen Größe x, fo daß alfo, wenn wir, wie gewoͤhnlich, 
das Differential von y= f(x) durch Ay = .of(x) bezeichnen, 
überhaupt 
öy = y’Ax ober Of(x) = f(x). Ax 
if. Fuͤr y — x iſt y 13 alfo dıx—= Ix, Daher feßt man 
gewoͤhnlich 
öy = y’öx oder f(x) ⸗E).õox, 


und nennt auch 6x das Differential der unabhängigen veränderlis 
chen Größe x, wobei man aber zu bemerfen hat, daß Ax immer 
eine conftante Größe ift. Häufig nennt man die derivirten Functio— 
nen auch Differentialquotienten, weil nad) dem Obigen 
7 =y ober = =f(9 

it. Das Differential einer Function entwickeln heißt diefelbe 
differentiiren. Die Wiffenfchaft, welche alle Arten von 
Functionen zu differentiiren lehrt, ift die Differentialred)- 
nung, eine Wiffenfchaft, welche in allen TIheilen der Mathema— 
tif die vielfachtte Anwendung findet. Die wichtigften Anwendun- 
gen auf Geometrie und Analyfis werden gewöhnlich dem Vor— 


trage der Differentialrechnung felbft einverleibt, weil Nichts geeig- 


neter it, das eigentliche Weſen diefer Wilfenfchaft in recht. helles 


Licht zu feßen. Die Theorie des fonctions analytiques und die 


Legons sur le calcul des fonctions von Lagrange find nichts 
anders, als in vieler Beziehung fehr vollftändige, mit großem 


Scharfſinne verfaßte, Lehrbegriffe der Differentialrechnung, voͤl⸗ 


fig würdig dem Genie ihres unfterblichen Urhebers. Lagrange 
vermeidet in diefen Werfen den Begriff des Differentials ganz, in= 


Supplem, zu Klügels Wörterb, I. Mr 
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dem er bloß bei den derivirten Functionen ſtehen Bleibe. - Wir 
‚werden fpäterhin noch einmal auf diefe herrlichen Früchte des h 
menſchlichen Geifteg zurückkommen, \ 


15. Aus dem Verhercen aischen ſich unmittelbar fo E 
gende Formeln: ; 






oge Ox * 
d liogx = 8°) *5 ok=—,0.a =; 0% \ 
= axlaos, b.ex = exöx; — * 
Ox 


Osinx = cosxdx, d cos x = — sinxöx, * * 























— 
> —— 
deotx ⸗ — — —— — dcosenx = = er ; 
OArcsinx= | Dre cosx= ‚OArctaı SE Br 
8% ae a ER ae "8 —* x?’ 
OArecotx = — ‚„ OArcsecx = ——— — — er 
1+x° RE ne 
õ Arc cosec x =, Er VOR ei n 
xY/x?: — B: 


Da nad) (12. ) die derivirte Function a’ jeder conftanten Gräfe e 
a ⸗zO iſt, fo iſt Pr das —“ da jeder en! Groͤß 


— 


BE 10 a JE 
fo ift nad) (4) 2 ; 
!=r(y).Eß); 


alſo a 
ı= z20x—=F(y).f(x).&x. ; 
Aber E * (8) »0x 
Fy= nn, x). 0x = öka). 
Folglich 


ÖF E 
Oz * ———— — Fly)öy. Be — 


Dieſe Formel iſt ſehr wichtig, wenn die Differentiale zuſammen⸗ 
geſetzter Functionen entwickelt werden ſollen. Waͤre z. B. — 
Isinx, fo ſetze man sinx m z=1ly Dann ift An 


= SE ösinx i — 


—— 


dv, i. nach den obigen Formeln 


cosx Ox EI 
gG=—dı= v — 
tangx 


Für ze fei men eo; fo iſt 





ds = ve ⸗ey ex õox e⸗· er ox hi 
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Nach dem Obigen ift 
dz=F(y)öy, 


. wo aber Ay das Differential von yin Bezug auf x als unab- 


hängige veränderliche- Größe ift. Betrachtet man y als unabhän- 
gige veränderliche Größe, fo ift nad) (14,) 
| oF(y)=F(y)dy. 
Man. kann alfo 92 == oF(y) ſetzen, nur mit der Bemerkung, 
daß, nachdem man OF(y) in Bezug auf y als unabhängige 
veränderliche Größe entwickelt hat, Ay als das Differential von 
y in Bezug auf x als unabhängige veränderliche Größe betrach- 
tet und als ſolches entwickelt werden muß, um aud) dz in Be- 
zug auf x als unabhängige veränderliche Größe zu erhalten. 
Aus (12.) und (13.) ergeben ſich ferner fehr leicht folgende 
Formeln: ; 
Für y=az ift öy=adz. 
a: oy ⸗ oõ ꝓ du õ t+ewW Hr... 
Siery=matzturv+wH+... if 
ey = 02 + du For + owW +. 


Hieraus, mit der. vorhergehenden Formel verglichen, erhellet, daß 


man da, d. i. das Differential jeder conftanten Größe, — 0 zu 
fegen hat. PR 
Fur y — pqrst ... iſt 
000. da, Or, 0 
| Sea Yo Er ae a er a | 
Fuͤr y=pg ud y=pgT7 z. B. iſt reſpective dy—pdg + 
qop und 
öy = qröp + prög + pgdr .. 
Wie man fo weiter gehen kann, ift klar. 


gu y= * iſt — 
— gap eög 
— — 


9 
Sir s vAI iſt 
ey =Au+ıhıY-—1. 


Um einige Anwendungen diefer Formeln zu zeigen, fey y Stang x; 





ſo ift | \ 
f hal sınx ” 
—ocosx ? R 
folglich 
ER cosxOsinx — sinxOcosz _,(cosx? + sinx?)Ox 
RT cosx? — cosx? ® 
di. 


Rr2 
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an ar er 
EN U TER 


wie vorher. Fir y= cotx hat man eben fo: So. 
— sinx Ocosx — cosxAsinx, —(sinx? + 60os x 
* sinx? BE RR ER EREUNENT —* 


x. 


‚sinx? " 


J 14 





dcotxm — 





fur y= xx it y—=xlIx; alfo Br 
& = (1+k)%, = x (14 12)0x BER ; 


1 k #+ 
e — 1 5 R — * 

Fuͤr iſt =; alfo y — 

— —R 

J — 1. Mr 
E =. us, y= Sr ex & va 
4 — — 14 } R +13 (R 
Für y — tet ift te 


oy = ml).,e=x + e-x 0.38 = — xa e* dx + anı-ı — 


d. * 








d.,xe-x = zen( — 1 * — 


In der Bejeichnung D,xae-= vertritt das Punktum hinter dem 
Differentialzeichen die Stelle einer Parenthefe, indem man eigent- 
lid) Olxte””) fchreiben müßte. Die erftere Bezeichnungsart iſt 
kuͤrzer, und wird daher haͤufig angewandt. — — 

Gy. n | 
xO. eax — éax 6x “Er aeaxx Ox — eax dx 


— Er} 


x? x? 


SA) Eat). — 


Fuͤr y ⸗ — erhaͤlt man leicht 


8y * 





win 


vi. 


wobei man, wie immer bei conftanten: Größen, da =O fehl. 


16. Hat man die derivivte Function y’— f(x) einer be- 
liebigen primitiven Function y=f(x) gefunden, fo fann man 
offenbar nun diefe derivirte Function als eine neue primitive 
Function betrachten, und wieder ihre derivirte Function nehmen. 
Diefe derivirte Function, als primitive Function betrachtet, führe 
dann ferner gu einer dritten derivirten Function, diefe zu einer 
vierten, dieſe zu einer fünften u. f. w., ein Verfahren, weldyes 
fi) offenbar beliebig weit fortfeßen laͤßt. Die deriwirten Functi 
‚nen, welche man auf diefe Weife erhält, beißen in Bezug auf d 
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gegebene primitive Function die erfte, zweite, dritte, vierte 


> 1, derivirte Function, und werden durch 


YErRh yr,.775 .... ya, ..,. ” 


/ PRO RE AL CO YIE Bud 6» FRE SZ PIE 316 > PRRRIREE . 
bezeichnet. Ueberhaupt ergiebt fi) aus dem Bisherigen auf der 
Stelle, daß die nte derivirte Function einer beliebigen primitiven 
Function die erfte derivirte Function ihrer (mn — 1)ten derivirten 
Sunction it, ein Verhalten, welches durch die Gleichung 


yin) = (ya) der fm) = (fa-9)) 


ausgedrückt wird.  . Ä 


Auf ganz analoge Weife führt das erſte Differential 


‚einer gegebenen Function nad) dem in (14.) entwickelten Begriffe 


des Differentials überhaupt, als eine neue primitive Function 
von Neuem differentürt, zu dem zweiten Differential der 
gegebenen Function; diefes, als eine neue primitive Function von 


Neuem differentürt, zu dem dritten Differential der gege-- 


benen Function; diefes auf ganz Ähnliche Art zu dem vierten, 
diefes zu dem fünften u. f. mw. Ueberhaupt iſt wieder dag nte 
Differential einer beliebigen- Function das erſte Differential ihres 
(n — Adten Differentials, fo daß alfo, wenn man die Diffe- 
rentiale der Function y=f(x) nad) der Reihe durch 
Oy, 0?y, O’ys Oty, Odys 220 My, 
oder 
dE(S), Arklz), ER), OHlK), ER), El) ae 


bezeichnet, allgemein 
day = O(On-ty) oder-Anf(x) = Al On-tfx)) 
ift. Nach (14.) iſt nun fir jede Function dy— yox, md Ox 
muß als eine conftante Größe betrachtet werden. Nach (15.) iſt 
allgemein, wenn y — az ift und a eine conftante Größe bezeich- 
net, öoy —=a0z. Differentiirt man alfo nad) diefer Regel die Fun— 
ction dy — yox, fo ergiebt fi) leicht nad) und nad): 
ey = y0x 
0?y = Oy.dx = () Oxdx = y”’ x? 
0y = dy"ox2:= (y’) Oxds2 = y’ 0x8 
Ory = 0dy’0x? = yYox ox = ymöx* 
0y = Oywöxt = (yv)/Oxdxt = yrox5 
uk uf 
fo daß alfo Überhaupt 
— 


day = y(n) Oxn, Ian = ya) ; 


oder 
Rue Dun Of (x) = fm (x)Oxr, — In) (x) 


Onf (x) 


ir 
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ift, amd folglich die nte derivirte Function einer beliebt en pri⸗ 
mitiven Function erhalten wird, wenn man deren ntes Differen⸗ 
tial durch die nte Potenz des-Differentiald der unabhängigen ver- | 
Anderlichen Größe dividirt, weshalb die nte derivirte Function 
auch häufig der nte Differenttalguotient genannt wird, J 
Nach dieſen Principien und den oben gegebenen allgemeinen 
Regeln zur Entwickelung der erften Differentiale hat es num nicht 
- die mindeſte Schivierigfeit, die Differentiale aller Ordnungen jeder ° 
beliebigen Function nad) der Neihe zu finden, wenn man nur 
das erite Differential jeder beliebigen Sunction finden kann, wel- ” 
dyes wir nun an einigen Beifpielen erläutern wollen, * 3— 
Fuͤr y—xm erhält man durch ſucceſſive Differentiation 
ſehr leicht TE s 
day m(m—1)..(m—nH1)mmnim, “ 
Iſt mn, alfo m eine pofitive ganze Zahl, fo ift 
x yzl2d3A... nom, 
Eben fo leicht ergiebt fich ° | 
O8.ax = ax (la)® Oxn, On.ex = exdım.. 
Da ferner nad) (15.) | 
dlogx _ 2° —1 
iſt, ſo iſt offeubar — Fu 
; Orlogx = loge.An-1(x-1)dx . : a 
Setst man aber in der oben für 9r,x"@ gefundenen Formel n—1 
fürn ud m—=—1, fo wird 


On—1(x-1) = 12.3... (nl) ad, 


0x = loge.s10s 





| — — 1)a-1 DE m, Oxn-1 ; 
folglich) 





Orlogx = nt den art liegen * 
und für natuͤrliche Logarithmen: 


1a N 





Onlx * — 
Eben ſo leicht ergiebt ſich auch 
n oa 0a, ER BR He 


en ande cos x sinzf 
mit dem Bemerken, daß für En jederzeit nur die größte in diefem & 
Bruche enthaltene ganze Zahl und dag obere oder untere Vorzei- 
chen, fo wie die obere oder untere frigonometrifche Function ge⸗ 
nommen wird, je nachdem n eine ‚gerade, oder eine ungerade Zahl 
iſt. Uebrigens iſt auch a, J 


4 


— 


Differentialvechnung. 


Ösinx=  cosxdx 
Ö’sinx = — sinxox? 
0’ sinx = — cosx 0x? 
.ö*+sinx = sinxox* 


| 7 | Osinx = cosxdx° 

5 u. ſ. f. 
. Ocosx — — sinxdx 

0? cosx = — cosxOx? 

03cosx— _sinx dx? 

Ö+cosx—= cosxdx* 

05 cosx = — sinx0x® 
uff 


folglich allgemein 


bar Gere, dr eosx = = ‚vos ( æ4 gan)dar i 


Nad) (15.) if 


ÖArctangx = 


—— 
1+x? 


= sin(x+ tn) 0x 
= sin(x +27) 0x? 
= sin(x+3r)0x? 

sin(x+#r) 0x? 


= sin(x+ $n)0x5 . 


RL fe 
= cos(x+1n) dx 
= c0s(x +2”) 0x? 
— c0s(x +!) ox⸗ 
= cos(x+4n)0x* 
= cos(x +3n)dx° 


Abe 


OxX 


’ 
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\ 


alfo, wenn wir Arc tangx—=9 feßen, x — tang ꝙ, woraus 


leicht 


folglich 


1 





sing? = — FRE 2 ; 
| 1+x? ir®?’ 


ÖAxctangx = cosp?’ x. 


Differentiirt man nun nach den oben beiwiefenen Regeln diefe 
Formel ferner, indem man bemerft, daß p Be eine Function 


von x, Ox conftant ift: fo erhält 


man; 


0? Arctangx = — 2cospsinpopdx. 


Aber Ip = eos p?ox. Folglich 


Ö? Arctangx = — 2cosp? sinp 0x? , 
oder, weil 2sin p cosp — sin2@ ift, 
0? Arctangx = — cosp? sinip dx? . 
Durch fernere Differentiation ergiebt fid) hieraus: 
Ö° Arctangx = — 2cos y? cos 2ꝙ Op 0x? 
+ 2c0s 9 sin p sin 2p Op dx? 


= — 2cosp* cos%p Öx? + 2cosp? sinp sin2p 0x? 
= — 2c0s p? (cospcos?y — sin sin 2) 0x3 


= — 2cosp? cosdp 0x? 


— 


Ö*Arctangx =: 2.3c0sp? sin 30 Op 0x° 


+ 2.3cosgp? 


sing cos Ip Op.0x? 


2.305 p° sindp Ox* :- 2.3c0s p* sinp cosdypdx* 


— 2.3 cos ꝙ (cosp sind 
= 2,3 cos p* sin dp Ox* 


+ sing cos 3p) dx* 


Ar 
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õ: Are tang x = 2.3.4cospt cos 40 04 õ&x 
— 2.3.4cosp? sin p sin Ap Op xt 
= 2.3.4 c0sp° cosip dx5 — 2.3. A eos 
= 2.3.4cosp° (cospcos4p — sing sin Ay) ox | 
= 2.3.4cosy®5 cos dp 0x° 
0° Arctangx = — 2.3.4.50s p° sin dp Op Ox$ 
0 — 2.3.4.5c0sp*sinp cosdpdypdx> J 
= — 2,3.4.5c05p’ sin dp 0x6 — 2.3.4.5 c0sp® sin p cos5pOx® | 
= — 2.3.4.5c0sp°(cospsindp + a. > 
= — 2.3.4.5c05° sin6p 08° . 
Es unterliegt feinem Zweifel, wie man auf dieſe At weiter ge⸗ 3 
ben kann. Allgemein ift A 
õrꝛn Arctangx = 1.2.3.. .(2n —1) (—1)r cos pr sin —— 
nt Are tang x 1.2.83. u: 
Aber — 
sin 2n Gr—y) = sin (nr —Rnp) = — cosnz sin —9— Key 
= — (—1)"sintnp , 
ai a = sinfna — (in+1)p+ 4} 
| = cos{n=—(2n+1)p} 
= cosna cos(2n +1)p=(— 12 cos(2n+1)p 







sin2np = — sin2n(irx—gp), 


ar 
———— 
a a er —ysin (n+ 1) (dep). 9 
Sl Kar 
On Arctangx= — 1.2.3... .(2n-1) cos p®n sin Zn ¶ x·ꝙ) Ost, — 
Öfn+ Arctangxs— 1.2.3..2n cos pr+lsin (?n+1) 47-%) an Fr 


d. i. für jedes n 
O® Arc tangx 1.2.3. ‚(m — 1) (—1)2-1cosg® Anncin—9) ki 
wo immer Arctangx = 9 iſt. 


Nah) = 


| Od 
| OArctangx — u õ Are cot x ⸗ — war ; u 
folglic) je | 
ÖArccotx = — OArctangx, 
oder 


Ö Arocotx = (—1)O Arctangx, s 

woraus durch fueceffive Differentiation augenblicklich? 
On Arccotx = (—1)MArctangx = — — E 
Folglich nach dem Obigen für jedeg n: R 
OR Arc cot x 1.2.3... (n— 1)(— 1)n cosprsinn(In—g)Oxn , Br 
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fe = Arctangx. Seßt man in — VU 
ſo ni cosp—=sinYy, folglich | | ‘ 
ÖnArccotx = 1.2.3.. „n— 1) 1) sin pm sinnyäze 5 

Da tangp = tang (37 — Y) = cotı ift, fo ift cotw—=x, 
17. Wir wollen nun auch die derivirten Functionen oder 

Differentialquotienten der verſchiedenen Ordnungen von Arcsinx 

zu entwickeln fuchen- Nach (15.) if 

Ox .  OArcsinx 


—— x 


Setzen wir alſo y — (1 — 22), fo ift offenbar 
Or Arcsinx _ On-ly 
Om. er € 
und cs fommt alfo jeßt bloß auf die Entwickelung der derivirten 
Sunctionen oder Differentialquotienten von y an, Führt man 
diefe Entiviefelung nach den aus dem Dbigen befannten Regeln 
wirflid) aus, fo ee ſich nad) und nad): 
I = ı(1—x?) — 2— (1x?) — 


N. Mor trsanm Te 
= (1 — (2x? +1) 
5 = (1—x? — — — (2x? +1) 
= (1x2) "7 (6x3 E95) | 
= — (1—x )? (18x24 9) + 34x)? .% (6x? + 9x) 
= (1-2) 2 (24x 472x249). 
Wie man auf diefe Art weiter gehen Fann, ift klar. Seten wir 
er nad) dem ſich aus diefer Entwicfelung unzweideutig ergebenden 
zeſetze: 
22 
* Yu) 2 J— Cn zn Duxn-6 ı , 9 , 


fo ergiebt ſich durch Entwickelung des folgenden Difrentagun | 
tienten: 


- OArcsinx = 





uf sd, r 





On+iy 
ap = 
! 2n--1 
4-22)? {nAnsm-i} (n-2) Bnzn-34 (n-4) Ca &n-5 + (n-6) Du xu-7t.} 
5 _2n-+-3 


+ (1-x x?) = 2% H Anxn — Bn ic Ca xn=4 ++ Dn.xn-6 +.. 
2n«}-3 | 
=(1-x2) 2 (1-x?) {nA, 201.4 (n-2) Bn ano + (n-4) Cuxa-54... } 
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/ \ — 


202 
+ (2n-H) (dx?) * *5 An xn⸗i +B, MIC} Br, Sr +... 3 
((2u+1) An xnti + (2n+1) Bazn-1 4 (On) Onxa-s 
— +) Damit... 
— nanxni( n⸗Boxnei · (n-A)C„xn-3- (n —— 
+ nAn xn-11(n-2) Bu xn-3 4 (n-4) C, Ba 
2n.ı3 (044) Anzn+1 4 (n43) Baxni (n+5) Cn zu-3 
dm) 2). + (nf?) Dnxu-s+.. 
; + nA,xm-1--(n-2) Bn za3 -(nA)Cuxa5+,. 
2n-+3 


St)? [AnpimHi Ba 914 Cat HDnpinmsh...), 


woraus man alfo folgende Gleichungen zwiſchen den a 
von y® und ytD erhält: 
h Anfıi == | (n+1)An 
; Bn-k = nAy + (n +3) Bn —— 
CH =(n—2)Ba 5)0 Re 
 Dt={n—A)Cc + (n+N)D J 
Ent = (n—6)Da + (n+9)En 
erh uf. f. 





Setzt man, wenn K, einen beliebigen Coefficienten ber Iaten de» 


rivirten Function bezeichnet, überhaupt 


2 





fo erhält man aus obigen Gleichungen Teicht: 
hl, 
n+1 * 
n+3 35 
n+ 41 


ii 5 
Car = HZ: —— 


A = 


Baur = + Aut 


u. ſ. f. u. ſ. f. — 
Euler hat num zuerſt in den Inst. cale. diff, T. I. $. 200. 
die oben entwickelten Differentialgu dtienten * folgende 
gebracht: 
——— ER | 


EN 


d2y 1,2 RER 41 
7 = * — 











NE 
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&y _ 1.2.3 | 2 

= x? 2 . x 

Or gay — 

124 

Free en Ir ta Fade n 

ö°y _ 1.2.3.4.5 5.4 1:3 54:88 

an erraten 50 
u. ſ. f. uf. f. 


. woraus fich alfo das folgende allgemeine Gefek en 








Ay 1.2. 2. „en 1.3 n (n-1n2)(n-3) „, 
Oxu OT an }}. en A77 2.3.4 
Ki2) 2 


1.3.5 n (n-1) (n-2) (n-3) (n-4) (n-5) En 
+ 246°,  1.2.3.4.5.6 Be 


| diefe Neihe fo weit fortgefeßt, big fie von ſelbſt abbricht. Will 
man dieſes durch Induction ira Gefeß allgemein beiweifen, 
fo muß man zeigen, daß für yatD gilt, wenn es für y 
gilt. Daß allgemein A ur ift, folgt, weil Ai —=1 if, uns 
mittelbar aus der Relation 
Ant = == An . 

Dezeichnen wir nun den (X — I)ten und kten Coefficienten in 
yo durch, K, und K’,, fo ift nad) dem bemerften Gefeße, wenn 
daffelbe für y? als gültig angenommen wird: 

-ı 1.3.5..(2k—5) n(n—1)..(n—?%k +5) 

»>=7185. .(2k—4)’ 1.2.3...(2&k—4 '*° 

w. — 1:3.5..0k-3) nm—M. — 

— ——— —— ee) ; 

folglich offenbar 


_ 3 RD -K+Im— +3) 
nung 32-2)  " 


Ferner ergiebt fi) aber aus dem Dbigen die folgende allgemeine 
Relation: 


24-1 2k—1,,, 
Kali = Ka + Kn 

pet zäh „akt eat * 
* n+1 n+1 ' (k—2)(2k—2) — 
— — 44 ri (n+ 2k—1)(n—2k +3)] >! 

* 
(n 42 240624249) 
| [+ OK) @k 3) K 
* NAIl49- 
n+1 (2k—2) (2k—2) IK 
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— a, 4 (n + 1)2— (2k— 2)?] —1 
n+1 (2k— 2)? * 
_ @a+H1)(n— 2% + 27 
BEE 
_ 3-3 m4Nm-Kt+9)a 7 
7 22 
_ 1.3.5...@k—3) (n+1)n(n—1)...m+1—- %x+3) 
7, 2.4.6...(%k—2)' 1.2.3.2... 3 


"woraus alfo erhellet, daß dag bemerkte Geſetz fuͤr gilt, 
wenn e8 für Kim: gilt, oder daß daffelbe überhaupt für yatd 7 
gilt, wenn. es für y gilt, und daher allgemein ift, weil feine ° 
Nichtigkeit oben. bis y’r durch Induction bewiefen worden if, 
Es iſt folglic) ; Bi 


OntlArcsinx __ 







































448 Oza-ı er a 
1.2.3..n n (n-1 1.3 nn -)m-Q(n-3) _, 
—— WENN amt 
(12°)? 1.3, re 
— T 2,%:D: 1,.2,3:9.08 Ara ARE * 
oder 
. Omi Aresinx x 
Our * je AR 
1.2.3..nxn n(n-1) , 1.3 na —1)n—2)m—3) 
ti a Ar ver vb pet, 1.2.3. 4x* ' 
(1-x?) 1? { 
N 39 n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) 
I, 7452,30 = 


die Reihe immer fo weit fortgefeßt, bis fie von felbft abbricht. 
Euler führe a. a. D. die Formel bloß an, ohne einen allgemei- 7 
nen Beweis zu geben. Dadurch ward Kagrange veranlaßt, ° 
einen Beweis zu geben, den Lacroir im Traite du caleul diff. > 
et du calcul ‘int. T. I. p..182. mittheilt. Einen andern Be⸗ 
weis giebt 3: F. Pfaff in der überhaupt hierhergehörenden Abe FT 
handlung: Localformeln für höhere Differentiale im | 
‚Hindenburgs zweiter Sammlung combinatorifch » analytifher 
Abhandlungen (Feipzig, 1800.) ©. 176. Beide Beweife, fo dir 7] 
rect fie auc) zum Ziele führen, feßen aber-den binomifchen Lehr | 
ſatz in größter Allgemeinheit voraus, indem fie auf der Ent 


1 ö t 
wickelung von (1 — x?) * in eine Neihe beruhen. Wir durf- 
ten ung hier eine folche Vorausfegung nicht verftatten, weil ge- 
genmwärtiger Artikel eine von der Entwicelung der Sunekionen 
im unendliche Reihen ganz unabhängige Darftellung der Differen- - 
tialrechnung liefern fol. wet 2 


- Weil nah) (15.) 


OArccosx = — EL. EA 
1 ” Yı-—x?: & 1* * 














Differentialrechnung. 6 
ift, fo iſt klar, daß man mittelft deg Dbigen auch ende Or Arccosx 
finden kaun. 


ee Iſt y=pg, wo p und q zivei beliebige Functionen 
von x bezeichnen, fo, erhält man ur fucceffive Differentiation 
dieſes Products licht: 


ey .,0g , _Op 
? Re LS: 
My '0?q , Op og 
0x: 7 Pont udn, 
op oq , O’p 
+3 1 


‚Op. o?q op og 
an Zu — — 


— 
=? np Sees: oe ur | 


— 0rg , Op org — p * ——— 
Pro 27 * x’ x? 5 —— —— 0x3 "dx 
Op 0° o:p © 04 
tet — — 


tg Op O’g 0?p ö’g ad A 
rn + a ae FA } met 
Auf diefe Art weiter zu gehen, hat Feine Schwierigkeit. Auch 
erhelfet auf der Stelle, daß die numerifchen Eoefficienten eben fo 


fucceffiive aus einander entfliehen, wie die Binomial = Eoefficien- 
ten. Daber ift allgemein; 


— — n Op On-ig — d2p Ön—2 
u? Früh 10x Des I — 4 
n(n—1) On—2p * E An-1p dq Onp 
..e.. + 1. 2 — Oxn—2' * Ir 1’ Om’ dx + dxn I ’ 
oder 


ya) = pgm) + Zp ee uni mr god) +. 
n(n—1) 
1.2 








.. + 


wenn wir ung der in (16,) eingeführten Bezeichnung der deri—⸗ 
pirten Functionen bedienen, welche bier, wie oft in ya Faͤl⸗ 
len, bequem iſt. 


19. ups y=f(x), z=F(y) if,fo ift nad (15,) 
02 = Fi(y)d Y» 


paag” + ZPRRg + pm, 
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wo aber Ay das Differential von y in Bezug auf x als unab- 


hängige veränderliche Größe if. Differentiirt man von Neuem 5 


und bedient ſich der Kürze wegen immer der aus (16,) befannten Me 


Bezeichnung der derivirten Functionen; fo erhält man: 
0°z = F’(yJ)öy? + F(y)ö°y, 
und hieraus ferner: 
02 = F”(y)öy? + 2F”(y)0y0?y 
+ F’(y)öya’y + F(y)ö’y 
. = F’y)dy? + IP” (y)Oyo?y + Flyory 
042 = Fir (y)öy*-+ 3P”(y)öy?d2y + 3F” We 
+ 3F” (y)oy?o?y, hr 
+ 3F’(y)oydy + Fy)öry — 
+ F’(yoyo®y RS 
= Fiv(y)dy* + 6F”’(y)0y?0?y + 3F’(y)ö2yd?y 
+ 4’ y)Oyd®y + F)diy. 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, ift klar. 


20. Es fommt bei allgemeinen analytifchen Unterfuchungen 4 
nicht felten der Fall vor, daß, wenn y=Ff(x) und x die un. 
Gröe ift, oder wenigftens als folche-be- 


abhängige veränderliche 


handelt worden iſt, x nicht mehr als unabhängige veränderlihe 


Größe, fondern von. einer beliebigen neuen veränderlichen Größe 


abhängig gedacht werden fol, In allen ſolchen Fällen frage 8 
ſich nun, was man jtatt der für x als unabhängige verinder- 
licye Größe entwickelten —— Functionen oder Differential- ” 


quotienten f(x), f(x), f(x)... in die Durdy die in Rede 


ftehende ———— gefundenen Formeln zu jean: bat, een Ä 


(19,) iſt 
oy =F()%, 
yon + Por, 
Oy=f”(x)0x® + 38’ (x)dx0?z + ER)O’x, 
} 7 PO u.% Lt 


Folglich wenn man hieraus nach und nach £ ©7 f(x), ee ö Y 


u. le f — 








r0* = = ’ 0% 
ra FI ZA, 
* Osy — 30x0?x0?y + 30 d2x 02x _ — — 
— — F 

I RL FE uf 


Diefe Ausprücke —* man ef vu der — * fuͤr 
fo) =, = =; Nero, dee 





Be 


al u ey 


——— She Da a 


nee 


nt 





Zune u 
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ſetzen, wenn x nicht mehr als unabhängige veraͤnderliche Größe 
betrachtet, ſondern als von irgend einer andern veraͤnderlichen 
Groͤße abhaͤngig gedacht wird. Nur der erſte Differentialquotient 
bleibt alſo bei dieſem Verfahren, welches man Veraͤnderung, 
Verwechſelung oder Vertauſchung der unabhaͤngigen 
veraͤnderlichen Groͤße nennt, ruͤckſichtlich ſeines allgemeinen 
ſymboliſchen Ausdrucks unveraͤndert. Mehr und Allgemeineres 
- Aber dieſes Verfahren hier zu ſagen iſt unnoͤthig, da daſſelbe ſchon 
in einem ihm ausſchließlich gewidmeten Artikel dieſes Woͤrterbuchs 
ausfuͤhrlich betrachtet worden iſt. 


I. Bon der Entwickelung der Functionen einer 
veränderlihen Größe im Reihen mittelft der 
Differentialrechnung. Taylors und Ma- 
claurins Säße, | 
21. Ehe wir zu der Entwickelung der Functionen in Neihen 
ſelbſt übergehen koͤnnen, müffen wir, um nicye auf andere Artifel 


diefes Woͤrterbuchs verweifen zu dürfen, einige allgemeine arith- 
metifhe Süße beweifen, welche unferer folgenden Unterfuchung 


vborzuͤglich zum Grunde liegen. Zunaͤchſt fommt es auf folgende 





Erklaͤrung an. Man ſagt, daß eine Groͤße zwiſchen mehrern an— 
dern, welche, ſo wie jene Groͤße ſelbſt, poſitiv und negativ ſeyn 
koͤnnen, enthalten, oder ein Mittel, auch eine Mittelgroͤße, 
zwiſchen denſelben ſey, wenn dieſe Groͤße groͤßer als die kleinſte, 
kleiner als die größte der gegebenen Größen iſt, wobei uͤber die 
Begriffe größer. und. Fleiner der Artikel Ungleih (1.) im fünften 
Theile dieſes Wörterbuch, den man überhaupt bei dem Zolgen- 
den immer vor Augen haben muß, zu vergleichen ift. Daß. ce 
zwifchen mehrern ungleichen Größen unendlich viele Mittelgrößen 
geben Fann, erhellet aus der fo eben gegebenen Definition von 
felbft. Das Mittel zwifchen mehrern unter einander gleichen Grö> 
Ben fällt offenbar mit diefen Größen felbft zufammen. Ueberhaupt 
foll eine Mittelgröße zwiſchen den gegebenen beliebigen Größen a, 
a,aAya zer. dur) 
M(a,ad, @a',a”,...) 
Bee werden. Sit A<B, fo ift nad) der gegebenen Er— 
vun 
d M(A,B)J>A,M(A,B)<B, 
und die Differenzen / 
M(A,BJ—A,B—M(A,B) 
find daher beide pofitiv, oder die Differenzen 
A—M(A,B),M(A,B)J—B 

beide negativ (Ungleich 1.). Ohne daher jetst noch) ein beſtimmtes 
Verhalten rückfichtlich der gegenfeitigen Größe von A und B, ob 


640 Difeeniälrsinung . 


naͤmlich A B ift, oder dag. umgekehrte Statt findet, Fetzu- 4 
jegen, ift überhaupt MCA, B) eine: Aitielgtöße zwiſchen A und 
B, wenn die Differenzen 


A-—M(A, 3; mia, B)—B 
gleiche Vorzeichen haben, oder, dag ‚Product 
{A—M(A,B)YIM(A, B)—-B} 


pofitiv iſt. Unter diefen Vorausſetzungen Ion DR nun bie fol h 
genden Saͤtze beweiſen. | 


22, Wenn 

h=M(a,&, 8,8", ...) 

ift, fo iſt für jedes r immer PETER a A 
‘'yh=M(ra, ra, ra”, —9— — Er 3052 

Die Fleinfte unter den Größen ge 2 RS , —— ‚ fey a, die 

größte y, fo, find. nach (21.),.da h auch eine Mittelgröße zwiſchen 

@ und 'y ift, die Differenzen „y— h, h—& beide pofitio, und 


die Producte r(y — h), r(h— e), d. i. die Differenzen y—rh, 
rh — ro, ac folglicy gleiche Vorzeichen. Daher it mar @L) Ä 


rh = Mira; yY). 
Weil num re und ry offenbar unter den Gliedern der he, 


Ya, ga’, ra” ’ rat. > .e.0.eo 





vorfommen, fo ift auch gewiß ——— 
rh = M(tra,.ra', — .)> J 
weil ra und ry entweder ſelbſt das kleinſte und größte Glied in | 
obiger Reihe, oder zwifchen dem, fleinften und geößten Öliede ent- ⸗ 
halten find, folglich offenbar auch rh immer zwifchen dem Eleine ü 
fien und größten Gliede enthalten ift, 3 
23. Denn wieder RN 
J———— M at, as) 
ift, fo ift für jedes r aud) 
htr=M(atr, akrza’tr, altrs.e..), 000 
wo die obern und untern Zeichen auf beiden Seiten des Seide 
heitszeichens ſich auf einander BERNER 


Unter den Größen a, a, a’, a, ſey @ die Heife, y bie 
größte, fo find die Differenzen 
a—a,a—a.,a—e,a” we en, 
ya, ya, y—a’ıy —atı.. 


faͤmmtlich poſitiv (Ungleich 1). Alſo find auch die if 


* 
ER 





x Sr 
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atr—(etr),ykr—(a hr); 
a+r—(etr),ytr—(atr); 
a’+r—(etr),ytr—(a’tr); 
nee letr),ytr— — 3 

ut. f uf 
ſanmutich poſitiv, und unter den Groͤßen 
atr, a+r, er re 
ift folglih &+ r die fleinfte, y+r die größte (Ungleich. 1). 
Da nun h zwifchen a, a’, a’, a”,.. . enthalten iſt, fo iſt nad) Ai. ). 
h >a,h<py, 
oder die Differenzen 
bh —— 
find beide poſitiv (Ungleich. 1.) fo find offenbar aud) die 
Differenzen | 
h+r—dstr),ytr—(htr) 
— poſitiv, oder es iſt 
h+r>aıfr, ELOTLER 
Folglich fth+r größer als die Fleinfte, kleiner als die groͤßte 
unter den Groͤßen 
a+r,a+r, a’+r, vo, FORTE 
d. i. nach (21.) 
-h+r=M(atr,atr, a '+r, a’tr, ....); 
wie beiviefen werden follte. 5 
24, Benn die Groͤßen h, a, a, a’, a”,... ſaͤmmtlich 
pofitio find, und 
h= Mile, > 
if, fo ift für jedes r 2° 
re, ar, a’r,a WERLEE) + = 
Seyen wleder c und 7 die fleinfte und größte unter den Grögen 
a, BR Rye ſo ſind die Differenzen 
eh, Bi 
beide Belle, ‚ oder gift y>h, h>a. Iſt nun r pofitiv, 
ptfr>h, h>« (Ungleid). 8.), d. i. die. Differenzen 
yo ht, hr — ar 
find beide poſitiv. ft dagegen r negativ, fo ift y Dhe, he Rn 
sie. 8.), oder die Differenzen 
yo hr, hr... er 
d beide negativ. Diefe Differenzen haben folglich, immer gleiche 
Vorzeichen, und nad) (21.) ift alfo 
h=M(et,yr). 
Da nun ar, yf offenbar beide in der Reihe at, at, at, a”r,.., 
‚vorkommen , I, ift augenfcheinlic) auf Gange⸗ Art, wie auch 
ſchon in (22.) geſchloſſen wurde, 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. 


* 





Si 


* 


5 ‚ } : # Ä 
642 | Differentialtchnun. 
# —— — ar, ar, — 333% : J 
Hat man nämlich überhaupt bewiefen, dab eine Gote eine 
Mittelgröße zwifchen irgend ziwei in der Reihe a, b, ce, d,..., 
vorfommenden Gliedern g,k it; fo kann man immer fchließen, 
daß u—=M(a,b,c,d, *9 if, weil offenbar g, k entive- 
der ſelbſt die Eleinfte und größte unter den Größen a, b, ey day 
oder zwifchen ‚der Fleinften und größten enthalten find, ; E 

Fir E- + iſt z. B— 

va = M(Ya,Ya,yYa”, Ya” J ie es 


h=M(a, «a, a,a 
ım 


ift, und h,a,a,a,ä& va —59 — — 

25, Wenn a, a,a', a’,.. beliebige Größen Seeichneny 4 

r aber pofitio und y 
hoM(a,a,ar, ar.) BR 

iſt, fo ift immer — a 

ı =M(r,ıW,r”, — —— Fi 

Sind wieder, & und y die leinfe und größte unter den Grögen | 
SE NEN it y >h, h>ae, weil h „nach der Vor- 

ausfegung eine Sürtelgröße Wwiſchen u if Die U 
Differenzen 24 











Li 


wenn 


y—h, Des : 4 
find folglich beide poſitiv. Weil ferner 7 > rk, or ober — 
er <a xb. xxe iſt, jenachdem r > oder <1 ie (Ungleic), — 
fo haben die Differenzen s 

Yr—ırı, hr 
ſtets gleiche Vorzeichen, und es ift alfo nach (21.) 
. ee Mr) 4 
folglich nach), der vorher ſchon mehrmals augewandten Stk, 
weife aud) : 


ei 
4 


ik M(r, — ra’ * ——— DR u I: 

wie bewieſen werden follte, a % 
26, Die Bajis eines Logarithmifchen Syſtems, fir weld) 

die Logaxithmen durch log bezeichnet werden, ſey = b, und 
a, a,a,@ 0. feyen ſaͤmmtlich a jo if; wenn. Se 
Yu mta, a, a”, 6) | — 
ift, immer auch nt — — 
— loga”,loga”, .r.). 4 

Behalten a, y ihre frühere, ‚Bedeutung als die Fleinfte —J ‚ih 
unter den Größen a, a,a', a",...; fo find, weil diefe * Ben | 
nad) der Vorausſetzung faͤmmtlich pofitiv find, die Brüche Z Hz = 
offenbar beide größer als die Einheit, und die Differenzen 

logy — logh, logh — loge 
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ſind FEN beide pofitio PR 6 
| logh =M (loga, logy), 
alfo nad) der ſchon mehrmals angewandten Schlußart immer auch 
logh = M(loga, loga’, loga”, loga”, ...:) ; 
wie beiviefen werden rollt 
27, Seyen a, a, a’, a”,s.. beliebige, dagegen b, b’, b”, 
b" yore ſaͤmmtlich Größen mit demfelben Vorzeichen, deren. An- 
‘zahl in beiden Reihen = n Au mag; P ift immer 
ar@+a”+a”+.. M(2 e; ER .) 
a an ED EN 8 
Sy «a bie kleinſte, 7 die größte unter ‚al Größen 


” [223 


—24 a’ a a 
De ee 
fo find die Differenzen 





a 3 ar ya 
—— — — J—— > * Kyur "pn ven 


⸗ ” » 


a 
— — Ze ten — U, ei, 
b 2. u: nr a 


arg: pofitiv. Da num nad) der Vorausfeßung b, bi, b”, 
zer, alle gleiche Vorzeichen haben, fo haben auch die Probuet⸗ 


Ed 


d. i. die Differenzen 
yb--a, yb’—a’, yb"— a”, — — 3 
a — ab, a—ch’, a’ —ub”, a” — ch”, | 
fämmelic) gleiche Vorzeichen ; folglich offenbar aud) die Summen 
7(b+b’+b"+b"’ +...) — ERTEHR 2 
und | | 
ara +a”ra”h,., — o(b+b’+ hir RAR * 9 
alſo auch die Duotienten 
AR atat+a”+a” rt... ara WERT 
b+b’+b” +b” sh. Pr) ,’ b+b+b’+b”+.. 
fo daß nady (21.) 


a+ata”+a”r.. 2 
bevor. Men 


und folglich nad) der —“ ahgenJahöten Schlußart auch 


arata’+a”+ RE N 
b+b+b’r»” ==M(o; Te pen “) 





er 





if. 
Si7 


‚gleich, fo fällt das Mittel zwifchen ihnen mit ihnen ſelbſt zuſam⸗ 


u " Differentiolsechmung. 


Seien VE ht N se 1, fo wird 
— —— +... 

nie ö \ 9 

worin die. bekannte Regel für dag ſogenannte gehneiſche Witte . 
zwifchen mehrern — SS raihalker iſt. 


a” 
a 


Sind die Brühe F, Zr zrr Far +. fänmmelic, einander 





=M(a,a, a — 
















fammen, woraus ſich nach dem Vorhergehenden das auch an 
ſich merkwuͤrdige arithmetiſche Theorem ergiebt, daß, die Gleich⸗ 
heit der obigen Bruͤche vorausgeſetzt, immer 

at a’ + a’ + ur +: Da a a’ Ä a” En e 8* Bar 


—— — *— — — — — 


b+b Hy Ai 





iſt. 3J 
28, Sind E, E 0"... Größen von einelel Borzeis | 
chen, fo haben, Ken: 9 Barker „b, b, b"; b" —— 
von einerlei Vorzeichen ſind, auch die Producte 
he, 9 eo z b”’ 0", be A 


fimmelich gleiche Vorzeichen, und es ift foigich nach (7, ) 








a0 + a’ 0 — — + ao +... Ri ag a’ ae a are” — — J 

bo + b’e’ + b“ e' + bo * 4 a) be’ er ’ b’e I7#)7 5%” vr ” ... 2 

d, & * — 
ao + a’ eo * ae +2”0”"+ = M(E, a” a⸗ ) — 
be++ be +b" P% "+b”e 7 — b’ 7 b”’ Er * * 


Fuͤr bh=b hob a, ift 
ao+ ae’ +a’0"+a”e aa ” 
etretre'te”t-: 





== MR, 3* — 2 
oder Fe 
ao + ae + a’ +a”e” J 
— (e *e * 6 a .)» Mla,a',a" and, 3 
fo, daß alfo, wenn a, a, a, a“, beliebige, dagegen E, €, 
e, € vn Größen von einerlei Vorzeichen find, das Aggregat 
a2 traf Hat Hate... 
immer erhalten wird, wenn man die Summe 
— 
in eine gewiſſe Mittelgröße, jwifchen a, a, a’, al... Mm ti 
cirt, ein Satz, welcher fuͤr viele analytiſche Unterſuchun Fi 
großer Wichtigkeit if, und auch ſogleich nachher bei dem weife —3— 
eines wichtigen Theorems angewandt werden wird. * Ei 
29, Sy y—= f(x) eine beliebige zwifchen den Grängen 
= a und x—b fietige (2.) Function von x Auch fi 
2 — Flx) eine zwifchen denfelben Gräugen ſtetige — 
von x. Man ſetze — 
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an —— bea=sm,b=a+tn, In 
wo + eine beliebige pofitive ganze Zahl bezeichnet. ; 

' ‚Feruer iſt nach ‚einer. aus dem Obigen befannten Bezeich- 
mung: 
Va Hate) fa) = Af(a) 

nn. Fa+2e) — f(ata) = Al(a+e) 
; * +30) — - (a+ 2a) = Ala + Pe) 

— Kr: : en ei ee 's 

* ——— — — * Aka inne). 

Alfo, wenn man addirt und a+ na— b fegt: 
16) —f(a)= Af(a)+ A late) +Aa+20)+..+ A (a+n-1) 0). 
Bezeichnet nun M eine. geiviffe Mittelgröße zwischen 

A ft (a), Aare), Ala+2o), . welehe); 3 

fo it man nach (28.), wenn. die — * 

1ageſetzt werden, berechtigt, zu feßen: end, dr c' 

L: — TEE a, + — N e)=nM, 

d, i. 

‚Ib)—-f(@=nM, 

| und, weil b—a= na ft: 

f(b)—fla)_ M 
pr a ra Er 
Weil M eine Mittelgröße zwifchen 
df(a), Ala+ —* Af(a 4 20), ... Ak(a 4 (n — 90) 


if, 10 ift nach (22) — M eine Mittelgröße zwiſchen 
Bee), — —— * ne 


2 








Die Größe & ift ganz iilteipelich, und man "Oi ſich alfo vor- 
wi = diefelbe ſich der Null immer mehr naͤhere. Die Graͤnze, 
welcher 








469 ir I(x+e) — f(x) 


immer mehr und mehr nähert, wenn & ſich der Null nähert, iſt 
nad) (3,) die -derivirte — £ (x), oder, was daſſelbe iſt (14), 


der Differentialquotient * — Daher ſind die Graͤnzen, welchen ſich 
— Ak (a) Af(a+.a) Af(a+2e) A(a+m—1)e) 
& ° [73 3 & leere & 
nähern ‚ wenn a ſich der Null nähert, offenbar die Werthe des 
Differentialguotienten DD ‚ weldye man erhält, wenn man in 


demfelben nad) und nad, 
a,a+a, ar?a, ar3a, :., a+ (n—1)o 
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für x ſetzt, oder, —* van 7 die —— Werthe der 
derivirten Function (x): 
(a), El(a+o), 2 wa ... ei Kr — — 
Laͤßt man alſo @ ſich der Null nähern, fo. nähert die Reihe J 
A) Alata) lat 2%). Alakm—1)e). 
& — ri —A——— Ehren f 
fid) immer mehr und mehr der Reihe der Werthe des Differen⸗ 
tialquotienten — oder der derivirten Functionen f@), welche 


man erhält, wenn man ſich x von x—a bie x=a+tna—b | 
ftetig verändern laͤßt, und man ſieht leicht, daß man beide Reihen 
einander beliebig nahe bringen fann, wenn man nur nie aus den | 
augen. 16 verliert, daß nach der Vorausfegung ſowohl EX), als 
auch 22 zwiſchen den Graͤnzen x—a a x eine fie 
tige Function ift, 


Hieraus. ergiebt fi) nun — des Obihen mit oölfiger | 



















Deutlichkeit das wichtige Theorem, daß | 

ECHY— Elan re Ir — 

ER — 

jederzeit e eine Mittelgroͤße zwiſchen allen Werthen des Differential Ri 

quotienten zer von x— a bis x — b, d. i. größer als der — 

kleinſte, kleiner als der groͤßte unter allen * Werthen * in 

Rede ſtehenden Differentialquotienten iſt. 
Da — —=f(x) zwiſchen den Graͤnzen x=a,x=b 

ftetig ift, fo fann man fich die Werthe diefer Function zwiſch — 

den angegebenen Graͤnzen durch eine Curve dargeſtellt denken. 
* nun, wie vorher bewieſen worden 17 die Function 

£(b)— f(a) — 





b—a J 
eine Mittelgroͤße zwiſchen den Werthen von. — (x) von a 
bis x—b if, fo if flar, daß einer. diefer. Werthe von u { 
. der obigen Größe gleich feyn muß, Seßen wir den. zwi 
x=aund x—b liegenden Werth von x, welchem der in 


7 Werth von ft) entfpriht, =a rt i(b— a); 
9 eh —— 
Folglich nach (23.), wenn man ſubtrahirt, auch 
i(b-a) = —— M(0, b—a) r 


und, wenn man durch b— a dividirf, nad) ER 
i=M(0,1),. 


d. di. i ein pofitiver ächter Bruch. Demnach iſt alfo 
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TEN = rarib-a), 
f(b) — fa)=(b—a)f(a+ricb-a)), 
und i immer ein pofitiver Achter Bruch. 

30. Man fann aber diefen Gas noch zu größerer Ullgemein- 
heit erheben, Seyen naͤmlich jetzt E(x) und F(x) zwei beliebige 
zwiſchen den Gränzen x— a und x—b ſtetige Functionen von 
x, und der Differentalquotient ee ändere zivifchen * Graͤn⸗ 


zen ſein Zeichen nicht. Iſt nun wieder 
b-amm, b=zaHtne; 
fo erhalten wir ‚ganz wie vorher: 
I(b)— fa) —= Ala) + Af(ate) + Af(a+ 20) +... + Alam —Ne), 
SE RER ——— — 


folglich 


6 _ 
F(b)—F(a) 0 — LE) 104 — 
Laͤßt man nun a ſich der Null beliebig naͤhern, ſo naͤhern nach 
(20.) die Reihen 

AEk(a) Ala-+e) da +2), Mat —ne), 


a.’ “ Fr [7 





Af @ „A +0) Per EDER i PD 

















und — 
—— MG*4 ——— Bu): — La m 
& & \ & EN & 
fich tefpective immer mehr und mehr dh Reihen der Werthe der 
Differentialguotienten 
f(x) . OF(x) 
Ox nab Ox 
ziwifchen den Gränzen x — a, x—=b, um kam denfelben 
‚beliebig nahe gebradyt werden. Da nun nad) der Vorausfegung 
der letztere Differentialquotient zwwifchen diefen Gränzen fein 
Zeichen nicht Ändert, und & beliebig Flein genommen werden fann; 
fo ergiebt fi fi) aus (27,) unmittelbar, daß 











f(b)—Ff(a) 

| F(b)—F(a) 

eine Mittelgröße zwifchen allen Werthen des Bruchs 
f(x) 
Öx —6 
: öF(x) F(x) 
i i — 

von x=a bis x—=b if, d. i. größer als ber eine, fleiner 


als der größte diefer Werthe, 


—— den Graͤnzen x=a, x üy ftetig, und x eine e Nittel. i 
größe zwifchen a und b ift, fo erhelfet mittelft des Vorhergehen⸗ 


nach der Vorausſetzung 


folglich nad) (23.), wenn man a fubtrahirt: — 
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Nehmen wir nun anzdaß en 
A 
F(&%) ip 


den ‚leicht (am feichteften, wenn man fid) et zwiſchen den 


Graͤnzen x=awmdx=b durch eine SE, dargeftelit denkt), 

daß immer E 
eb) tl) Sa 
F(b)—F(a) Fi) N 


gefeßt werden kann. Setzen wir x — a — i * — ſo iſt 





a+ib—a)= M(a, b); * Ei. y 


i(b-a)=M(0,b=a),. 
und, wenn man dur) b— a dividirt, nach (2) | 
i=M(0,1), —————— — 


fo daß alfo i immer ein poſitiver aͤchter Bench ift, Dan t ann, 
alfo unter den obigen Borausfeßungen immer —— 2 


f(b) — f(a) _f(a+icb—a)) 
—— F(b)—F(a)  F(a+ichb—a)) A 
fegen, fo daß i ein pofitiver aͤchter Bruh if, Kun 
31. Nehmen wir nun an, daß die — sl E ro 
9), fo), f’@), f”7@, nl ae a 

F(x), F(x), Fi), F” (x), 0... Fo) (x) 


zivifchen den Graͤnzen x=a,x=b ſetis ſind, and dab keir 
der Functionen 








Fo), Fo), FO, 5 | 
zwiſchen dieſen en ihr Zeichen ändert; ſo * (30 
wenn i, 4, 4,4, 0. JUN geiwifle pofit itive aͤchte 

bezeichnen: 





f(b)— fl(a) _ flaticb-a)) 
F(b)—F(a)” F(a+ib-a)) 
Flaticb—a)) — f(a) _fla+ii ber 
F(a+icb—a9))—F(a)" F’la+i a 
f’(a+ii(b—a))— f”(a) F’(a+tiii”b—a)) 
F’(arii(b—a))—F(a) Ki Fri 
fa-1) (atir — — —5 a) fa)(a+ii' „itn-2) itn-1) (b -8)) 
Foa-d(a ii’ „ita-2(b- a))- Fin (a)  Fa)(aFii „Kai (b=a)) 

















L, 
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Zu bemerken iſt hierbei noch, daß fuͤr jedes pofitive i, wel⸗ 
ches kleiner als die Einheit iſt, a+icb— a) zwiſchen a nnd b 
liegt. ‚Da nämlich i pofitio und <1 iſt; ſo iſt 
——— i=M(0, 1) B ; 
folglich, wenn man mit b — a multiplicirt, nad) (22.) 
aa "i(b-a)=M(0, b-a), 
und, wenn man a addirt, nad) (23.) 

0.0 a+ilb—a)=M(a,b), 
wie behauptet wurde, Diefe Bemerfung fehien uns nöthig zu 
feyn, wenn man deutlidy überfehen will, daß nach der Boraus- 
- feßung alle obigen Functionen zwifchen den Werthen der verin- 
derlichen Größe, auf welche fich ihre Werthe beziehen, fetig find, 
wie erfordert wird, wenn der, in (30.) beiiefene Satz anwend⸗ 
bar ſeyn fol. Daß i, ii, ui, Mid 700. ſaͤmmtlich pofitiv 
und <A find, verſteht fich von felbit, 
Sind nun — 

f(a), f(a), E’la), (a), .... ala); 
Fa), F'(a), F’(a), F”(a), .... FaNla) 
fämmtlih —=0, und bezeichnet jet i wieder überhaupt einen, 
Zewiſſen pofitiven Achten Bruch, fo ergiebt fih) aus dem. Vor- 
hergehenden auf der Stelle, daß 7 
#(b) 3m (a-kicb—a)) 
F(b) Fw(a+icb—a)) 

ift, wobei, wie fidy von ſelbſt verfteht, immer die obigen Vor⸗ 
ausfegungen gültig bleiben, . Da, wie wir vorher gefehen haben, 
a+-i(b—a) eine Mittelgröße zwifchen a und b und Pe 
nad) der Voransfegung zwiſchen den Graͤnzen x=a, x—=b 
fietig ift, fo iſt offenbar Em 

; fn)(a+ficb—a)) 











Aa, Fa(a+icb—a))? 
”% En eine, Mittelgröße zwifchen allen Werthen der Function 
— vor X a bis Xxb, d. i. kleiner als der größte, 
groͤßer als der kleinſte Werth dieſer Function zwiſchen den ange— 
gebenen Graͤnzen, immer unter den obigen Vorausſetzungen. 
Setzen wir nun F(x)—= (x — a)", fo iſt 
Fix) = (z—a)r 
F’(x) = n(z—a)ı-ı \ i * 
F’(&) =n(n—1)(x—a)n-2 i 
F”(s) = n(n-1)(n—2)(x—a)n= 
Ra) (x) == an se — 
FGO(X) =n(n—1)(n—2) .... 3.2.1, 
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und die Function F(x) genügt alfo offenbar allen‘ obigen = | 
dingungen, Genuͤgt nun auch f(x) den in Bezug auf die 
Function oben zum Grunde gelegten Bedingungen ’ ſo Me na 
‚dem Borhergehenden 
| 6 „ ———— 
(bay. 

da Fo (x) conſtant iſt, alſo natuͤrlich = 

Fo) (apilb—a)) =1:2.3.4,...n, 
geſetzt werden muß. Folglich ift immer unter den an Vor⸗ 
ausſetzungen in Bezug auf die Function f(x): 


(b-— n Kira 1% 
V (a ia) Be, 


oder auch, wenn wir jetzt x für b feßen: 


f(x) =fo)(a+ilx—a))., —— VRR 











wobei angenommen wird, daß 
f(x), Fi), 8’), Pl), ..... Lk) 
zivifchen den Graͤnzen x — a, x=x —— ſtetig, und 
f(a), (a). £’(a), £” (a), »... Kam en: 
fimmtlih = 0 find, 
32, Betrachten wir jeßt 


CHI) -74fW-. 


N 


T2,3..(00 


als eine Function von h, und feßen diefelbe = Ph), fo erhäft J 


man durch ſucceſſive Differentiation in in a h a nad 
und nad): j 


ha 4 
WEHEN ar rm — — a) 1 








7) et lo 
g" WE" +h)-f” @)- ar) om re ze ©. % 


ga-)(h) = fan) (x4 a )— — — 
pes(h)=fa(x+h). — 
Sind nun, immer in Bezug auf h als veränderliche Ge 
f£(&+h),f(x+h), P’(zph),... Imlz4hb) 
zwiſchen den Graͤnzen h=0, h=h ftetig, fo find offenbar auch 
ph), $'(h), p“ (h),... gm (h) 


zwifchen denfelben Gränzen ftetig. — iſt auch klar, daß dieſe 
letztern Functionen big ——— für h=0 ſaͤmmtlich verſchwin—⸗ 
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den. Setzen wir nun in der im (31.) beiviefenen Gleichung jetzt 
a=0,x=h,x—a=h; fo erhält manı 

ph) = pm ih). — —— 

Aber nach dem Vorhergehenden 

BR en yon Nele & uni a5 26 DE Hera 

alfo aud) 


und folglich * 
— ’p(h) — fxih — 





ger (ih) = I (x-Fih) ; 





ui 
ha 

' KR LIAULN 

a Eine) 

EDIT TE 9 and? > 


fo) (x+ih). 





3* h J | 
ts TF LH HT Nr 
hn-1 . hn Ä an 
*6 I mer ang ed — 
wobei angenommen wird, daß 
£(x+h), F(x+h), £’(x+h), . Ach) (x #h) 
zwiſchen den Gränzen h=0 und h=h ftetig find. 
Da i eim pofitiver Achter Bruch iſt, fo iſt, wie wir ſchon 
in (31.) gefehen haben, x ih eine Mittelgröße zwifchen x 
und x+h, Alfo it, weil f(x +.h) zwiſchen den Gränzen 
h=0, h=h ſtetig if, f(x +ih) offenbar eine Mittel» 
größe zwifchen. den Werthen des, Differentialquotienten oder der 
derivirten Function f(x) zwiſchen den Gränzen x — x und 
x—=x-4h. Bezeichnen wir alſo den fleinften unter allen dies 
fen Werthen durdy K, den größten durch G, fo ift 
i0)(x+ih)>K, fW(k+ih)<G, 
oder überhaupt 








fa)(x+ih)= M(K,G). 
Alſo ift auch nad) (22) 
‘ha ah ha ha 
EB ei Mg: TR 3 
und folglich) nach (23.), wenn wir 
h *— ha-1 
Id + Te t iz tar un —=N 


feßen: 








ha 
1,279. R 





N+ fin)(xFih) 


ha hr» 
* MINE wre , 


* 
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ſo * alſo — f(x-+b) eine Mittelgröße zwiſchen 













+ tr — 1. ne + ®: — =, 
und — 4 
— brca e rer + 2 3 Ara 1) ng ne i 


ift, oder die beiden letzten Größen jederzeit zwei Öränzen von 
f(x+h) fin, zwiſchen denen f(x 6) liegt. Setzt man { 
xXüùz 0 und foreibt x für h, fo ergiebt fic) era, * — J 
immer zwiſchen den Graͤnzen 


t0 *C604 Sr Or... 1 u 








.(n it 
und ' 
OR LIE RR 10) + nn Ge 


enthalten iff, wo nun K und G reſpoctive den kleinſten und 
ten Werth. von C (x) zwifchen den Graͤnzen x=0, ie 
bezeichnen ‚ und angenommen wird, daß | — 
f(x), E), FR), tG) Do) BR 
zwifchen diefen —— ſtetig ſind. EN 
Wenn Y —— 
-I(x+h), f(x+h), f’(x+h), 2’ (+), — Eu 
wie „weit man auch diefe Reihe fortfeßen mag, — den 
Graͤnzen h— O, h=h, oder, was daflelbe ift, | 
EL REED i .) 
ziwifchen den Gränen xz=x, x=x +h ei — ni | 
wenn n wacht/ die —— 4 





ha 
FREE Di fin) Ki) 


ſich immer mehr und mehr es Null nähert, und derfelben 44 
big nahe gebracht werden kann, wenn man nur n groß genug 
nimmt; fo iſt man nad) dem Obigen berechtigt zu fegen: ; 
h pr J — 

f h — X — 6 PEN af sn FH .... 
&+h) DEZE ZE Slsrwr: + A 
oder, was daffelbe: ift, h — 
of) bh, 0) bh? 5 A) h? 2: 
ar =) + at De m PS 0 
indem man ſich diefe Reihen ing Unendliche fortgeſetzt denkt, und 
zugleich verfichert ift, daß. diefelben unter der obigen Boransfeßung 
convergiren, fo daß alfo f(x + h) ihre wahre Summe if. Feß- 
tere Reihe ift die nad) Broof Taylor benannte Taylor’fhe” 
Reihe, welche eins der wichtigften analytiſchen Theoreme in⸗ 





volvirt. 
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Da ferner nach dem Dbigen, wenn man x = feßt, und: 
dann zugleich x für h fchreibt, 


a — — +. 
n—1 
N + ni 
it, fo kann man, wenn 
IR), ER), Fl), ER), ri, . 
wie weit man aud) diefe Reihe fortfeßen mag, neh den Grau⸗ 
‚ex = 0, x—x fietig find, und für wachſende n die Größe, 
xn 
1.23.: 
fi) immer mehr und mehr bet Hut nähert, und derſelben belie⸗ 


big nahe gebracht werden kann, wenn man nur nm groß genug 
nimmt, 


i9)=f0+ rot O4 — 0) +. 


feßen, indem man zugleich verfichert ift, daß diefe En — 
man nach ihrem Erfinder die Maclaurinſche Reihe nennt, 
unter der obigen Borausfeßung convergirt, alfo f(x) ihre wahre 
Summe if. 


33, Wir wollen nun von den bisherigen Saͤtzen fogleich 
einige EWRFRDUBER machen. _ Zuerſt fey Ilx)=e*, fo if 
nad) (16, i 

Onf(z) = exdm ae = fi) (x) =.e. 





f{n) (ix) 


Folglich iſt allgemein (0) =1, und — e* immer zwi⸗ 
ſchen den Gränzen 














* 
rer gr rn 
und en 
j x x2 xı-1 ınG 
itretrzt str +: UN Ton 


—— wie groß man auch n ACER mag (32.). K und 
G find vefpective der Fleinfte und größte Werth von f(x) = e* 
ziwifchen den Gränzen x=0 ud x—=x Weil nun e pofitiv 
und >1 it (7, Ir fo ift für jedes poſitive x zwiſchen den auge⸗ 
gebenen Graͤnzen e—1 offenbar der kleinſte, e* der größte Werth 
von f(x). Für jedes negative x findet dagegen das Umgefehrte 
‚Statt. Folglich find ohne Beziehung e =1 und e* immer 
der Fleinfte und größte Werth von f(x) zwiſchen den Graͤnzen 
—0, x=x, und er iſt folglich nad) dem ‚Dbigen ‚Immer 
ztwifchen den N 
xn—1 yn 


:r 7* * * 34 — — 








1 ..,11-/ 


x 22 33 ye xn—1 

—— arten — 
enthalten, wie groß man auch n annehmen mag. Der Unter⸗ 
oe zwiſchen dieſen beiden Graͤnzen iſt | 


zn (ex —1)j 
1.2. Ihr Ye 

















Setzen wir nun 


n(ex__1 
—— 














— — — — 
nt (ex — 1 — 

ea a FE * ne ne 

i ante g) a. 

+ = 172371.0WH 5 Fe area) 

R jr xn43 (ex 1) t BE 

MT IDI: 
uch N uff 


fo erhellet, weil man, wie groß auch der abfolute Werth von x E 
feyn mag, n doch immer größer als denfelben annehmen fann, 
auf der Stelle, daß der abfolute Werth von turmy wenn man 
nur. n + m groß genug annimmt, beliebig flein gemacht werden 
fan, und daß folglich die beiden obigen Gränzen von e*, wenn 
man nur n groß genug annimmt, einander beliebig nahe gebracht & 
werden koͤnnen. Daher wird, was au x jepn mag, DER ——— 
von ex durch die Reihe 
Ra 


Herr str Hot — — u 


defto genauer ausgedrückt, je größer n ift, und man fann dem 
Werthe von e* beliebig. nahe fommen, wenn man nur n groß 
genug annimmt. Folglich ko jedes x: ; 4— 


x? 


x4 
— —— —— ren 


und die Neihe auf der rechten Seite des —— cn 
vergirt immer. 


Fuͤr xt if | 
4 4 2 A) Ä i #6 h 
* F J * 2* 1. * .3 —* 1.2. 3. 4 135 * a { 
wie auch ſchon in (7.) gefunden worden if, er 
"Nach (9.) ift für jedes N 


alogN — elN ; 
wenn logN ſich auf die ng 8a, IN ſich auf die Baſis e ER 
Fuͤr N=aiftlegN =loga = 1, Folglich ift immer 


azeh, ax = la; 
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alfo nad) dem Vorhergehenden fuͤr jedes a und jedes x: 


rau Bee x?(la)®? „ x? (la)® x*(la)* 
le a Bei at © Kos rıaaar 


34. &ey ferner f(x) = sinx, fo iſt nad) (16.) 
i Orf(x) = sin (x +4nn)oxn, fm (x) = sin (x +inz).. 
Folglich | 








ey — uilix 42 

ae ee ee Er Er Bar Ta a ae | 
Der abfolute Werth von sin(ix + nr) kann nie die Einheit 
uͤberſteigen. Gebt man aber 


. 

















xn xn 
4.2.3.8 -172.3.n 
y xn-+ ni xn x 

1.2.3...mn +1)” 1.2.3..n’n+1 
xn-+2 23 xn =», 
1 2.3...(n+2)  1.2.3..n’(n+1)(n+2) 

xn43 x x 
1.2.3... m+3) 1.2.3..n (n+1)(n+2)(n+3) 

ur f ut. ; 


fo erhelfet, weil n immer größer als der abfolute Werth von x 
genommen werden fann, daß 


xn ; xn 

ee TE 
ſich der Null nähert, wenn n wächlt, und derfelben belichig nahe 
gebracht werden Fan, wenn man nur n groß genug nimmt. Alfo 
ift für jedes x nad) (32.) 


- x 34 ,, wi 


sin(ix+#4nz) , 


Aber 
f(0)=0 
rs 
!’(0)=sinz =0 
"IO=Ssnn=—1 
fv (0) = sin2z = 0 
fr (0) = sindn = 1 
fr (0) = sindn = 0 
Ivu(0) = sin = — 1 
wifh uff 
Folglich für jedes x: 
; * x x? — 
Bet value 
Für f(x) = cosx ift nach (16.) — 
duf (x) = cos (x-+ Inn) õxn, fin) (x) = cos(x + Inn) » 
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iſt. Uber 


















aif eg: 2 
— 

di) = A 

woraus man auf sang ‚ähnliche Art wie 5 ſchließt — daß für 

jedes x 


cos = 10 + :ro) + ro. +-—— = .@ + oo 


A 5 Tem) 
ei RR 
f (0) = cosir =0 SR 
f(0)=con =—1A TER 

f” (0) =cos3r=0 

fv (0) = cos? =1 
"Sr(0) er 0 

fvi (O) = cosır = —1 

fra (0) = cos = 0 3 
/ RL Ä 2 IR 
Folglich für jedes Br } a Be 4 


4 
— ER = + TIER 





5 + 1.2.3347 Be 

35. Fuͤr f(x) ⸗Are tangx iſt, wenn wir Fe 

fegen, nad) (16.) | 

Onf (x) = 1.2.3..(n—1) (1)a-1cos gasinn (In—g)On, 

f@) (5) = 1:2,3..(n —1)(— 1) -tcosprsinnGr—p) 

Folglich, wenn man der Kürze wegen Arc tangix = fest: 
— 

1.203, Re: 

Weil nun der " Bfolnts Werth von cos ap sinn (jr 1») die 


Einheit nie Üüberfteigen fann, fo ift klar, daß As x=+1 
x>—1, — ——— — in 


tm (ix) 


en (ix) = (— IN, er cos yasinn(in—y) . 


/ 


— 


der Null beliebig nahe at: werden kann, wenn man nur ı 
groß genug nimmt, und daß roiglih im vorliegenden Falle 
(32.) für x=+1 um — er 


Arctangx = f(0) + EalUhre: ae O4 3, "4 + * 
iſt. Aber ji 

(0) = = eny 
für jedes pofitive oder negative ganze a. Folglich, da — u 
haupt f® (0) au —— —— auch RR OR ſetz 
m 


, ' + —— * 
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FU HTE — 2 2 * *3 > MER: G \ u 
0. CöRg® sinn (Ir—p) = (Mi yan sin — — ner) 


sid 


2 i * — Zn cosnar — cs > sin nen} 
— CCyen sin Zr. (— 1) = sin Zr ey 
Alfo Et — — a ä . j i . 
a, fin) (0) = 1.2.3...(n — 1) (— 1)n-1 sin Zr — 
und demnach 
f()=1 TR 
f()= —1.sinz =0 E 


1”) 011. 2sinda = 1.2 

Iv (0) = — 1.2.35in2z = 0 

r(0)= 1.2.3.4 sind =1.2.3.4 
in (0) = — 1.2..5sinda = 0 


iva(0) = .. 1.2..6 sinje = — 1.2.3,.6 
frm(0) = — 1.2..75indr = 0 > 
2x0) = . 1.2..85inde =1.2.3..8 

u hei 


Daß flO)—1 if, erhelfet Teicht, weil befanntlich 
W .. ÖArctangx 1 
— hr kr ae 7 
if, Wir erhalten alfo mittelft des Obigen: 
Arctangx=en x — 4x? + 1x5 — I + II... 
für <= +1 und jedes zwifchen den Graͤnzen xz=—1 und 
x—1 enthaltene x. Die Größe & fann bier jede pofitive oder 
negative ganze Zahl bezeichnen, welches darin feinen Grund hat, 
daß Arctangx in der That unendlich viele Werthe hat, Es ift 
auch verftattet a —=0O zu feßen, wie aus dem Dbigen erhellet, 
und daher alfo auch ⸗ — 
Arctangx = x — 4x? + 18° — 1x7 4 19 — u 
ein Werth von Arctangx, wenn nur immer x — 1 oder zwi⸗ 
ſchen den obigen Gränzen enthalten ift.. Für x = 0 wird 
ii er net, i 
nd da diefe Reihe, weil vdiefelbe nad) dem Obigen convergirt, 
offenbar eine ftetige Function von x ift, immer aber einen Werth 
on Arctangx darfiellt, wenn nur x den obigen Bedingungen 
enuͤgt; fo ift klar, daß durch dieſe Reihe immer der Werth von 
retangx dargeſtellt wird, welcher feiner abſoluten Größe nad) 
ater allen Werthen von Arctangx am kleinſten iſt. 
Setzt man alſo, wie es nach dem Obigen verſtattet iſt, 
—=1; fo erhält man: An 
inml—tt do Ich hm sry 
ine convergivende Neihe fir\ gr, \ 
Supplem, zu Klügels Wörterb. Ir . It 
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36, Dan fan die allgemeine Entwickelung einer Function 
in eine Neihe noch auf eine andere Art wie oben in (31.) und 
(32,) vornehmen, wozu nur einige Begriffe und Säge aus der 
Antegralrechnung nöthig find, die ſich aber hier Teiche einfchalten 
laſſen. Man verftcht nämlich unter dem Integral eines belie- 
bigen Differeutialg Xox eine Function f(x), deren Differential 
— Xöox, Giebt alfo die Function f(x), nad) x als unabhäns 
gige veränderliche Größe differentiirt, das Differential Nox, fo 
“heißt f(x) das Integral von Xox, ein Verhalten, weiches 


duch) | H 
16) = [xx — — 


bezeichnet wird. Iſt k(x) ein Integral von Xox, fo iſt, wenn 

C eine beliebige conftante Groͤße bezeichnet, auch EX) FC ein 

Integral von Köx, weil auch Y 2 
olfa) + CC} = dfß) = Xdx 


if Seht man in dem Integral /Xox zuerſt Se, dann 


x—ä, und zieht. den erfien Werth des Iutegrals von dem zwei⸗ 
ten ab, ſo ſagt man, man habe das Jutegral zwiſchen den Graͤn⸗ 
zen x=a und x=a genommen, und bezeichnet dag fo ge— 


nommene Integral durch * "Xox, fo daß alfo, wenn wie oben: | 
| Ax=!09 ift,. immer RI DER e 
Sa = 10-10 | ee 

iſt. * — E 
WVorzuͤglich hat man ſich für das Folgende nachfichenden Satz 

zu merken: BER i 4— 

Wenn X, V zwei beliebige Zunckionen von x find, fo i 


immer J 
— x fxox— fox tax. 9 


Differentiirt man naͤmlich die Groͤße auf der rechten Seite 
nad) den ans dem Obigen bekannten Regeln der Differentialrech⸗ 
nung, fo erhält man als Differential: Be 


zöfvox + 0x. [vos ofox fo, 7 


= XYöx+ 0x. [Yöx — ox [xx u = ; 


7 ki IR 


fo daß alfo 
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nach den vorhergehenden Erflärungen ein Werth des 

von XYox ift, wie behauptet wurde, Br Iutegrals 
Iſt a eine beliebige conſtante Groͤße, ſo iſt immer 


— Js =. Xöx , 


wovon man fid) augenblicklicd) überzeugt, wenn man. differentürt, 


Erdlich bat man ſich wegen des Folgenden auch * 
merken, daß für jede beliebige Function f(x) ale noch zu 


So% = Stan) 


Sey nämlich [ECx)ox = P(x)) fit . 
Sro% = 4b) - 40. 

So wie [90x =9%) ift, fo iſt auch 

a Ja—9 00-9 = 10-2 +6, ya 


ifte 


wenn wir der Vollftändigfeit wegen noch eine Con ſtante beifuͤgen. 
Aber d(h—x)=— 6x. Alfo 


J-un&= mn 96=— in) =phn+C, 
| Jr dx =- olh-9—C, 


Se» =-40 -0-1-gW-C)} 
=) - 90); 
folglich) 


Jo% = [,tn—2)0x i 
k o o 
wie behauptet wurde. 

Für das Differential xxox iſt immer 


s 1 
fr% = — 


wovon man ſich auf der Stelle uͤberzeugt, wenn man die Fun— 


etion auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens differentürt, 
37. Aus der vorher berviefenen, allgemeinen Formel 


J fax — [or [ro 
| 3t2 
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folgt nun durch deren ſucceſſibe Anwendung, wenn die derivirten 
Functionen auf gewoͤhnliche Weiſe bezeichnet, und x und him 
| Folgenden ſtets als conftante Größen betrachtet werden: 


fen ma=tere fan a 


= 4r(s+h-n) war u 


weil, wenn die folgenden derivirten Functionen alle in Bezug auf 
x+h— z als einfache veränderliche Größe genommen werden, 

Of(x+h—z)=f'(x+h—2) h-2)=— f@+h—2)02 
ift. Alſo ferner . 


* To 
» =-te+h-nt + — 22f” Kth—z)02 | 


rer 2708 


x 


vb; ! 


- 2 Fi: — 


— rg («+h— 





— 


* * — f 


woraus fehon Flar ift, wie man auf dieſe Art weiter ghen muß. | Fi 
Daher iſt allgemein 


ei > 
233 @+h2) ++; ee D(x-+h- 9* 











+ — OK || 


und, wenn man nun dag Integral zwiſchen den Gränzen z — 
z=h nimmt: 


Se Farh-na= + Nam 7 3 8 | 


. oe. 
Aber nad) cap EN 
Hi. sonne fr ee Fe sr. Ferne . 
; o o% } o 


* 





ze I) + en — —— on. 4 





x 
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Folglich hu 
Tor )a=gt Orr Sr’ (©) — +. 


+ ee, en — a ICE RR LE 
— man Br * + z) nad) z, fo Br man 
f AHkt+z) α. 
Alſo iſt 
oe jie+ )dz = fix+2)+C, 


Si 2)02 = f(s+h) #+C — fx) —C 
» =f(x+h) —-f@. 
Folglich nad) dem * 


fh) * nr) * —* ER 0230 IH 


Ei ri 2 (5) Er Sn 7 
ER © es (36.) 


r yn w EHER * — — z)n— Mr 
ee + h—z)d= Ren * Y(x-+h- (h-2)) 02 


5 — mn — 
und folglich 
ee he + Sr — 
—— — —— — Sax + 2)dr ; FR 
alſo, für Ai 
f(h) = f(0) + 04 u Zr o+ T- . 14" (0) +. 


—— en 
— u — 





.+ — oT, 


oder, x für h Beiet: 
6) = (0) + It O4 + 5 5” (0) + 
DS —“ 604 — (z)02 . 


Vergleicht man dieſes Nefultat mit der in (32, —— Glei⸗ 
Hung , fo erhält man 


(KT n n 
R ft ——— — nt )Cix) 3 
wo immer i einen pofitiven Achten Bruch bezeichnet. 





* 
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Setzen wir RR 
Senn - = Fl) j f ; { 
fo iſt | R 
of) = en — 1 or u. 
F @)= = a (2). | 


Nach (29.) ift nun, wenn wir dag dortige a0, b=x In, | 
und © ar das dortige i ſchreiben: 
»i, 

(x — Ox)n- 


— ar 


Fix) — F0)=x 
Aber. nad) dem. Obigen 


ER), FO en — ale 


Folglich — 
FE Fan I) an, ws 


und demnach immer rl 


Ed) =E£(0) + Er + — — a 


fm) (OR), | | 








xn — — 
*71 — * a er TIGE — 


wo jederzeit © ein her BR Bruch it Unter diefer Form 
ift die Reihe oft befonderg * wie wir jetzt an — — 
ſpielen zeigen wollen. 


38. Fuͤr ((4) — (1 4x) iſt nah (16.) 
En) (x) = ala—1)... (e—n 4*9) He, 
+ WO) = eal@—1).. (e—n+1). 
Auch if, wenn wir 





xn (1 — O)yn—1 * Re 

u 7 
etzen: | 
Kia a x Oynmilt 4 BR ’ 

9 = al min. | 





J at Opnli+ ir 


-- — 9. 





= u ER 
np = — u (1-2) 
— 66 


N GG ey) 





re A) 
u. ſ. f. uff 
Da die Factoren | | 
1-4, —— — Bi Saga 


fidy immer mehr und mehr der Einheit nähern, fo ift Elar, daß 
fic) das Product i 


ae a @ a 
(1-2) (1-; + ;) (1-5) : (1-2) 
immer mehr und mehr einer beftimmten Gränze nähert, je größer 
man m nimmt. Iſt nun x>—1,x<+1, fo if, weil © 
pofitiv und <A ift, aud wenn 00 wäre, dem abfoluten 
Werthe nad) — 





x(1— 0) 
1+ 1; 


und es kann folglich turm, alfo auch t„, wenn man nur n groß 
genug annimmt, der Null beliebig nahe gebracht werden, fo daß 


alfo 
@ a—1 a—1 22 
N el ra — — —— 

iſt, fir jedes zwiſchen den Graͤnzen — 1 und +1 enthaltene x, 
Für beſondere Werthe des Erponenten & kann dieſe Gleichung 
noch für andere Werthe von x richtig ſeyn, woruͤber der Artikel 
Dinomifcher Lehrfag i. d. 3. nachzuſehen if. Man darf aus 
dem Obigen, wozu man leicht verleitet werden fönnte, nicht ſchließen, 
daß vorfiehende ‚Gleichung für jedes @ gilt, wenn x= +1 if, 
weil vielleicht au) © ⸗O feyn koͤnnte. Dann wäre aber 





für x—1, alfo fein ächter Bruch, wie es doch bei den obigen 


Schlüffen erforderlich ift. In dem angeführten Artikel findet man 
nähere Beltimmungen über diefen Gegenſtand. 


Die Reihe 


(d+aje—1+ za F N 


e(e—1) 222 
12 a?x? + sn. 
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5* 53 
iſt richtig für ax — 1, ax <+1,d is für jedes x) deſſen 
abfoluter Werth <; if. ——— Weed 


39 Fuͤr f&)=lli+ x) if,nad) (16,) Mr | “ 


—E— — ga-ı! .2.3...(n—1) 


N 





| er Te 
200) = (11.12.32...) ; 
Auch ift, wenn wir wieder 5 30 003° — 
x (1 — O)n-1 EI 
eh Er Tr a het, 2 
fegen: — 
zd— Or. re 


Pa RE r 1, 
TEUER. 
IN RR BEN 

takt = N. ar SH + OH — jr IF OXR‘ Sn 1 2 ; 


Alſo 





re erh 








! a u, ſ. f u, t T — Un Hz Ars . 


woraus man wieder: auf ganz ähnliche- Art wie vorher fit, | 
daß für jedes zwiſchen den Graͤnzen —1ımd +1 enthaltenex, © 
d. i. für jedes x, welches >—1, <+Lif, Immer | | 
f Id4)=x- m iR ts in 

iſt. RR: £ re ae 
Man kann noch bemerken, daß diefe Reihe auch noch für 
x=1 gilt, wie leicht auf folgende Art mittelft des in (3%,) 
bewiefenen Satzes gezeigt werden fann, Es iſt nämlich 





xn — 1 x n \ 5 . PRIETER “ 
— (— 1-1, Ei 
TITTEN lern 5 i 


Iſt nun x— 1, fo iſt flar, daß immer, auch felbft, wenn i, 
welches im Allgemeinen pofitiv und <i iſt, = 0.feyn follte, 
diefe Größe der Null beliebig nahe gebracht werden Fann, wen 
man nur n groß genug macht, weshalb alfo die obige Reihe nady 
(32.) auch für x—1 gilt, und folglic) \ . 
if 2 Z1- Ir m4trtirrte 
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Bezieht ſich log (4 +x) auf die Baſis a, ſo iſt nach — — 
los-)* = * +3) % 

wo | 

* v— — 


iſt. Alfo ir für jedes X zwiſchen den Graͤnzen - — 1und +1, BR | 


feet 
8: sn = M(x 4x p 4x? Art + 4x5 — u..). 
40. Zweckmaͤßig wird an dieſem Drte noch folgende eigent- 


lich zur Sintegralrechnung gehörende Betrachtung eingeſchaltet. 
Wenn naͤmlich 


yk)= $ı (x) } 92 &) F Ps (x) +. 6 

alſo auch 
ya) = Yyı —* + 492908 + 9; x + + m)oX 

iſt; ſo iſt immer 


Jroa=fn@+ — — 


— 4 G, 
wovon man fich fogleich Bu Differentiation überzeugt, Seßen 


wir nun Br | 
a PORT ER | | 


Je @%s=r.® a8 a=®, 0 moin cr 


fo iſt 
6) S. 6) 6) m + 2... Dal) “ G; 
folglic) 

Pla)=P,(a) + P,(a) + P,(a) Pr .+ Pala) + C 
lo) = B,(e) + Bl) + Bl) + .. — NUR 

und demnad) durd) Subtraction: | 

(a) — LT BE Fu 
’ + N ae ’ 
—— nach (36.) 


Sroa=f. — ee * oe “ 


| Iſt nun 


os a 


eine von x— a bis x— a convergirende Sep, deren Summe 
=s if; fo ſey für ein beliebiges n 


su tu rtwtrw+ re ai 
sox = wox+u,0x+ vd +. + an ox 4 pn ) ox 


% 
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Dann it nach dem Vorhergehenden 


— warf" mIKX +... ar 2 
.... “An wi m. —— E 
Ste wir num überhaupt — * J 
— Puls) dx pue) R 
o ift, wenn Par (X) und 91 (x) zwifchen den Grin x = 
eine ftetig find, nad) (29) Ä N e 
Pn+ (2) — Pat (a) = (a-a)ymlatia-e)) — 
wo immer i einen poſitiven aͤchten Bruch bezeichnet. Da 
Ii=M(d,4), u a. 
ift, fo iſt auch nad) den aus dem Dbigen befannten Siten u „von 
den Mittelgrößen: 
i(a—a)= Mio, a—e), 
und, wenn man a addirt: 
hr ce * Mce, a), 


d. i. a +ila—a) eine Mittelgröße jiten a und a. ‚Beil J 
nun nach der Vorausſetzung die Reihe 


% * 





U, U,5 Us) U; 5 U, , Ugy os h iR 
von x=a bis x—=a convergirt, fo kann durch Vergröhenung 
von n offenbar 9 (e +i(a—e)), alſo auch 

(a e)pn(a+ita—e)) = yn+ı(a) — Yn+ı(e) DE 
der Null beliebig nahe gebracht werden. Es ift aber nad) (36.) 


Pn+1 (a) — Yn+ı(e) = =! Yn (8) 0x , 


und man kann alfo durch Vergrößerung von n auch dieſts be⸗ 4 
ftimmte Integral der Null beliebig nahe bringen. — iſt 
nad) dem Obigen von x= a bis x=a: J 


ER wirt nöct f Be —— 


eine convergirende Reihe, und sox die Summe derſelbem 4— 
Waͤre die Reihe | | Ast 


Boy Usy Ugs Ugy Up, Ugp een. ke 


nur zivifchen den. Graͤuzen x — &, za, di. für, x>a, 
4 convergent, und s die Summe derſelben ſo wuͤrde dieſe 

Reihe von =, bis x—a, wo a und a’ zwei gewiſſe den 
Größen & und a refpective unendlich) nahe Fommende Größen 
bezeichnen, convergiren und s ihre. Summe feyn. Folglich wäre 
auch nur von ud bis ma, di I jedes x zwiſchen 
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den Graͤnzen x=o, x=a, oder für jedes x, welches >, 
<a ift, nad) dem Vorbergehenden 


# =! De MM u, 0x Fe I AT +... 


Natürlich Hat man hierbei immer auch die oben gemachten Vor- 
ausfegungen wegen der Stetigfeit der Functionen feſtzuhalten. 


Nach (38.) iſt für jedes x, .. zwiſchen den Graͤnzen 

— 1 und m: 1 enthalten d i. — ,<+i iſt, wenn man 

a. a. O. —* m 
19:5: 38.347 


d-,)-t= m 1482437 ern etz tr 
Folglich nach dem Borhetgeenen , wenn man zwiſchen den Sein. 


x —— x integrirt, für ara x zwiſchen den Graͤn— 


zen —1 und +1 


43 (1-3?) HERRN ör+ "erör — „Ost. ., 


d. i. nach (36.) 











x 6x x, 1.3x5,1.3.5x7,1.3.5.7 x 
Yes: +}: tra Tr 
Nach) (10.) ift 
ÖArcsinx = Ox 3 


alſo 





’ 


Arcsinx — Arc sinO —A 
VER 


und folglich) 
A — 1,3.x 1.345. 37, 
Arcsinx=Arcsin0+x+. > +: 15 ame: 17 tree 


oder, wenn @ eine pofi ei oder negative ganze Zahl bezeichnet: 


2.338 1,3,5.x’ 
Arcsinx=an-+x+3.7 = +. 5 +3755 ten 


Dezeichnet aber jetzt Arcsinx den zu x ald Sinus gehörenden 
Bogen, welcher den — abſoluten Werth hat, ſo iſt 


1.328 ,.1.3.5 = 
Aresinx=x+}. +5 a: te 


„wovon man fid) durch eine ganz ähnliche einfache Betrachtung 
"wie in Bezug auf Arctangx in (35.) überzeugen fan, Der 
Werth von x muß immer der Bedingung x > —1, ICH 1 
‚genügen, Fuͤr x — +1 wird obige Rebe 


1.3.5 
ra rn en ar 


welches ebenfalls eine convergivende Reihe ift, wie — folgende 
Art gezeigt werden kann. Fuͤr æ — — + ift nach (38.) 
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N eh Mr 
dx) Bitte en 
oder der, Kürze ivegen u A ——— 
tntsaitarrar + Ka * — N 
und dieſe Reihe convergirt immer, wenn nur der Mr Werth 
von x <L iſt. Daher kann, indem m wächft, wenn wir. 
Sn =.8, + a,x a⸗x⸗ + a + * * — 
feßen, die Differeng —— 
sn⸗n — Sn = An xn + and zn+t +. ++ — za 
für jedes mı der Null, beliebig nahe gebracht werden, wenn mur 
x, welches wir. von jeßt an als pofitio annehmen wollen, — 
iſt, daß wir alſo ſetzen koͤnnen, daß n ſo — — 4 
34 rt Sr N 
if, wenn N eine gegebene beliebig kleine pofitive "Größe, Beide 
net. Da nun die Coefficienten ag, Ay, a3, Ay, Ayr ou 


bar bejtändig abnehmen, fo fann man augenſcheinlich die poſe⸗ 
tive ganze Zahl » fo annehmen, daß zugleih —— 


) 28* .: * 
ja 7 0 


4: 
— J 
— <; xü--m dr & Bnpin—t ı ee 


it, Weil aber 


— i und au 5 


unter den Größen 
BER, | a 
MIDI TE Hm 
Bvy Audi, Ant? > or Bub 
vefpective die "Hrößten, dagegen —J 
xnpn—i und an n ⸗i 





unter den Groͤßen 
an ’ u 5 ar .... An--ın—1 


reſpective die, Eleinften find; fo ift offenbar Pi 
EN Pr. 
1 | SDR, 
— — 1 
— nd — 


1 J— 
2%, + 2, +5 < xn+? „ Av? < An--2 5 i —— Br ir, r ; 
sg “ ° . « q je“ # . . * . $ e . : 5 % 


SS er 


folglich 








Lt 
N 
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1 | 4.7.4 
eat aa | 
x Ant 4 An-+1 xn⸗ki + ... + An--m—1 xn⸗· in⸗ 1 5 
de i.y wenn. wir. —— 
Ss,=32,+a,-++a..++a2,:4+ + 1: 
etzen 
ſ S4n — Sy < Sntm — Sa 3 ; 
oder Sm — 8, <N ‚, fo daß man alfo auch, für wachſende », 
diefe Differenz für jedes m der Null, beliebig nahe bringen. fann, 
und daß folglich die Reihe | 


a 
Agy Ayıdy a2- 459 43 · 45 A; 


er; 
—1 


d. i, 
7 





a 123 *6* 1.3.5 x 
stt3 t2007 + 
auch fir x—= +1 nod) eine convergente Reihe. Außerdem ift 
auch Arcsinx in der Nähe von x —= + 1 offenbar eine ftefige 
Function, woraus ſich alfo, verbunden mit dem Vorhergehen- 
den, ergiebt, daß man in der Gleichung 
3 
Arcsinx=x+ 47 + 2.2 + — H Me 65a 

ah noch x— +1 feßen kann. Für x=1 if aber, da 
Aresinx nad) dem Borhergehenden der zu x—=1 als Sinus 
gehörende Bogen iſt, welcher den Fleinften abfoluten Werth hat, 
Arcsinx—=+r, und folglid) | 


— 30,8,6° 
ıa=1+r3.35+ 3357 a6, Fr “u... 


41. Wir wollen num auch nod) die Functionen 
f(x) = e@xcos fx, F(x) = e“*sin fx 
in Reihen zu entiwiceln ſuchen. Differentiirt man die erſte Fun- 
ction, fo erhält man ' 
f(x) = eexiacosßx — Bsinfx} . 
Setzt man aber 








[7 . 
= —— nk 
fo ift ee 
e= (a +P)!cosy, A=(e +Bsinp; 
folglich j 


f(x) = (a2 42)? eex | cosıp cos px AR sin sin Px}} 
— (a? 4 B?)? eax cos (p +fr) » — 


w | Differentialre hnung. 


Hieraus ergiebt ſich durch fernere Diferentiation: | 
eur ar em (acos (p-HAR).. m ßsin(p+ Rx} ' 
= (a2 +? Ders joospeos( pH Rs) singen pH) an 
= (e?+ B?)F eox cos (2% +) ei 
ro er. (wcos(2p+ #3) — Bsinl2p-+ x) 
= =. (a? J ea cos ꝙ cos —— +-Ps) } 
= (#2 + pr)Feux cos (dp + Pa) . — 
So weiter gehend, ergiebt ſich: | — in 
fi) (5) = (a2 + #2)? eux cos Gets ns 
Auf ähnliche Art erhält man ER 
F (X) = e@[|Ppcosfx + asinfx} —— ER 
le + A)? eox| singpcosßx +, cosp: sin — N 
= (ea? + P? jr eux sin(p+Pßx) 
ro=(@ — penstp km) + asinp+RN)) 
= (+ Pf em |sinpeos (pP) + cosp nero 
= (e’+ Pi erxsin(2p + fx) 
Fe)= (ir PNF ers Bcos(ap Ax) + ein 
— («2.4 A2)? eas (sin p cos (2ıp + fx) + en 
= (e+ +2)? ex sin (3p + £x) 
uhf \ — 
Alſo ift allgemein 
FÜ) (x) = (a? + 8?)? eaz sin PTR: R 
Folglich J——— 
EMO) — (a? + PP)? cosnp , | 
FW (0) = (a? + 2)? sinngp . 
gerne “ — 
En) = Re. +B°. — Kun — 


— DE To NE 


it bien immer pofitivo und <A. Der groͤ oͤßte abſolute Werth 
von cos(np + Pix) und sin(np + Pix) ift die Einheit. Da 
ferner e >1 iſt, fo ift, wenn ax pofitio it, immer ei < ei, 
Iſt dagegen ax negativ, fo ift offenbar immer ex <1, wenige 7 
fteng nie >41, Man Mn elf, daß x; Vergrößerung 
von n 





— 
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1.2.3. 

* Null beliebig nahe gebracht werden Pr ‚ indem 68 immer 
verftattet iſt >x zn nehmen, rückfichtlich des abfoluten Wer- 


thes von x, wobei (33.) verglichen werden kann. Folglich ift 
nad) (32.), wenn wir der Kuͤrze wegen | 


x 


1.2.3.0 fa) (ix) und 





— Fin) (is) 


+? = TarıR=e 


S 


feßen: 


; 2 3 
ee cosßfx =1+e cos pe? 00529 .—.+e’ 0 > 3 


4 ; 
4 Pen U “... 
BEWATTET 
de sin fx sinp.— +e?sin2 En PR PN 
== 2£ p--7 + eꝰ sin . 72 *h sın IP 19,3 
— 4 j 
“ +e Gage 2 Fe +... 
für 


p = Arccos = Arcsin 


a ß 

— Ya?+p? ; 

Deide Reihen find nad) dem Dbigen convergent, für jedeg x, 
42, Betrachten wir jetzt die imagindre Neihe 


ee ee — 8*5⸗ 
17 + ENTER FRE 


fo laͤßt ſich — zeigen, * fuͤr jedes x und y conver⸗ 
girt, und zugleich kann mittelſt des Vorhergehenden leicht die 
Summe dieſer Reihe gefunden werden. Setzen wir naͤmlich 


s+yY-1=0o(cosp+sinpyf—1); 
fo iſt 


Folglich 


V , copy = — 














e cos x, esnpymy.- 


sin ꝙ 


x 
Yery 2 Sam ; 
— y 
—— * * sin — 
Ferner iſt bekanntlich 
s+y 7-1 = e(cosp+sinpY—1) 
&+yY-D:? = 0: (cos%yp+sinyY—1) 
«+ ro) = e?(cos3p + sin3pY — 1) 1) 
c+HıY -VyV = et (cos 40 +sinyY—1). 
f uf. f u. ſ. f.3 
alſo unſere obige Reihe 








ꝙ = Arccos 














1 Re ee Differentialrechnung. 
we 0 cos o? en 0? cos3p EA 
* air + 1.2.3 —— — 
n2 3 4 
+ fering 4 4 oe? sin Br —— * 


i. nach (4, JA h + Eh d 
- = e*cosy + — ı1= ray + rn. . u 
Nach (33) ift “ ie reelle x 


— 47: —— 


Setzt man in — Reihe 41 Be X, erhält man 
die obige ſtets convergirende imaginäre Reihe. Der Analogie 
wegen ‚verfieht man. daher in der Analyſis is unter der r Potenz 
es+tyY—1 mit dem imaginaͤren Erponenten SS ‚die 
immer convergirende Neihe A 
| Hr IT, re hr, 
— — ET —— — 
und es iſt folglich nach dem Vorhergehenden: 


— = er(eosy+sinyY—a). N Bi r 








# 








Fuͤr x O erhält man 
sr—i —1_ 


fo daß alfo immer 


= * + Bat en 


| Ä atrıYı — PR DR le i 
ift. Setzt man —y für y, fo erhält man: 
rt = coy — Anl 
folglich mittelſt Addition und he BE 8 En 
Ir=T,. —,Yr—1 — —— ar 
2 An N 
Weil ferner nad) (33. ) allgemein für jedes reelle x 


xla).‘ x3tla elta) 


»=1+47+72 — —* 








cos y * 





ift, fo feßt man der Analogie wegen — 


* 18 dns — 
** en zur „salz Y * +. 2 


om 





t 


— 1-ecosp= +0? — +0? —— 


4 eeinge sin ap -++ 0° sin 3 KO — 


nah (A) — 
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** exlacos(yla) -+ exlasin(yla) 7 | 
= exla {cos(yla) + sin (yla) Y 1} 
Für x=0-ift alfo: 
— = cos(yla) + sin (deli; pe 


atyr-1 3-1, 


=. 


(a* +y rien enzla [cos(yla) + sin (yla)Y —1 }» 
= enzla/ cos(nyla) + sin(nyla)’ —1}. 


s Aber nad) dem Borhergehenden 


ale *5 et — enzla {cos(nyla) + sin(nyla)Y—-1}. 
Folglich immer 

(a"t+ yr-TI | 

Alle Regeln der Rechnung mit Potenzen, welche gewöhnlich bloß 


für reelle Größen bewieſen werden, müffen auf dieſe Art auf imaz - 
ginäre Größen ausgedehnt werden. 


Sind y, z Functionen von x, fo ift 
ayt27 1 = @laf{cos(zla) + sin(zla)/ —1}. 
Differentüirt man nun, fo wird nad) (13.) 
3.7 +71 = @la { cos(zla) + sin (za) —1} lady 
— eyla{sin (ala) — cos(zla)/—1}1a0z 
= eyla{cos(zla) + sin(zla)/—1}l1a dy 
+ eyla{sin(zla) — cos(zla)/-1}(Y-1j?1ladz 
eyia { cos(zla) + sin (zla) Y—1}lady 
+ eyla{cos(zla) + sin (la) —ı1}Y—-1ladz 
— eyla {cos(zla)-+ sin (zla)Y-1}(öy + 92 YMla. 


aux tnyY—1. 


2 = 


N 


Folglich — RE 
ort = he Aa arm la I 
are — etz ,+arZij), 


ſo daß alfo die in (15.) bewiefenen Formeln auch gelten, wenn 
der Erponent imaginaͤr iſt. 


43. Wenn 
aptar-—ı =y+ rer 


ift, fo heiße p+q Y—1 der Logarithmus von y+2Y1 . 
in Bezug auf a als Bafis, Nach (42,) ift num 
Supplem. zu Klügels Wörterb, I. Uu 


} * * — J Pie 


BI Dientaönun 


rar -i A — = ron) + sin (qla)Y Sr *— 
folglich 
epla ? cos (gla) + Kin at = Ey. = y+ u, * na Em > 
und demnach 

opla cos (gla) = Y> enla sin | (gla) = 2; ——— 
e?pla — pi. — F Rd . A 
und folglich), wenn man bie natürlichen rim nimmte 
a 


alfo 





' | — a * Mer %) | 
Ferner ift Ba a FR: RE a — ne | 
fi ER, ALOE ws Pr) ah ih 
en ee 
Z nee PN \E 
sin (qla) epla a Yy+z D Rs * ——— 
oder ee N 
; Minze 1 — iii Pr — 
— — s — — = — Arcs 24% wi 1 
IN N ae 
Auch ift | nn r * * Hrn 7 ia We | 
|  tang(gla) = = yes m Arc tang % I Men ‚ 
Folglich 


iog — = —— * 12 Aretang 4.7 = ». — 


J — —— 
Nach (9.) iſt immer M=#; ; alfo 
loeg(y+:Y—-1) = Miiy4eY ID. 
Nun iſt 9 
Olog(yrzY —) = = MäL(y>+ 23) + —— TI: En 
Aber nad) dem Dbigen e 


2ydy+ 2202 


RE Ne 
— Se 


ER 





Ol(y?+ 2) = 


Folglich 
F 
— ELBE? * 

— ce. E 

a meatarn — Nee “ig 
RT — 3 


* PN 
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„its Hs yEANEHTTT 

; ce 
meer =n)(dy +0.) 
rer nGmrmn) 








d. i. 
ny+arYZı 
y+ı/-i r 
ne an 1 
Br: TEL 
44, Seht man in den in (42.) für cosy und siny ge⸗ 
fundenen Ausdrücke y+ır—1 für y, fo erhaͤlt man: 


Deren 


TESTER 1) = = 








ty ri — -1 
cos(y+zY — ı)= m a * 
— it a Ba e-ır-i 
i —1) = 
RT -1) — 


Aber nach (42.) 
—— —r— 
— REN 17-1 
folglich Re, | 
cos(y+2:—ı)= er —— Vi ara — 
sin (y-+ 2Y=1) 2 — siny er (e— 2 Cosyyr— 


Differentiirt man nun, fo —* 
doosy+zY/-)=— er = sin ydy * —— cos yOz 


Br DALE FF sinyY—7) — 


= e2(cosy any ZT); ; 














Kar (er — — ern sin u 














— jet + e=z) siny + (ee — ae eos yy— aan) 








2 
 dsin(y+t:Y-1) = (e? —— J —— sin ydr 
MR here * sin is — (ez + = cos yoz — 











„er — —— ———— 


du 1, 
dcos(y+ıY 1) = — sin(y+2Y—1)(0y+921 1) A 
dsin(y+zY—I)= cos(y+ıYT)(dy+9arTı).: 
.. Mun2 
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Wie man auf dieſe Art auch die uͤbrigen oben fuͤr reelle Func⸗ 
tionen bewieſenen Kegeln der Differentialrechnung auch für imagi⸗ 
näre Functionen — kann, erhellet aus den bishergen 4 
Deifpielen hinlaͤnglich. 


v2 


U. Bon den Differentialen der entwidelten | 

Sunctionen mit mehrern peran Größen 5 
45. Nach (32,) it 

tc+b)= El) + ara 7 Or F 

.r.. En — az ey — Ri) i 


oder, wenn wir h=öx ſehen, wo ex eine conftante Groͤße 
bezeichnet: 

ix+)= =f6) + 17 Ws Be ae — 

1 


er 1.(n— 


Nach (16,) ift aber FE 
Reid) in., e 
Folglich) kann man vorſtehende Reihe auch auf — Ar b, 
fehreiben: “ 
N 
Mm) fin) (x + iox) * u 
— DT at 
Vaſchwinde das letzte Glied dieſer Formel fir n— «, fo wirb 


durch dieſelbe EX ox) in eine nach den poſitiven ganzen Po- 
tenzen von 9x fortfchreitende Reihe entwickelt. = 


46,. Etwas Aehnliches laͤßt fi, wie num gejeigt iverden 
foll, ‚für jede Function 


Me (sy, 2,00 













—— (x) Ixn=1 +7 Yan. x+ —— 


En (x) 











einer belichigen Anzahl von einander unabhängiger veränderliher | 
Größen x, y, 2, U, 5.4 leiten, Verändern fich nämlich die © 
veränderlichen Größen reſpective um dx, Oy, 02, OU, anne 
10 0X, Ay, O2, OU, +... immer conflante Größen — 3 
fo geht "die Function in i 
E(xHöx, yHöy, 2 +02, ut, u) ! 
über, und, mar kann nun verlangen, diefe neue Function , wenn { 
es möglich iſt, in eine Reihe zu entwickeln, deren Glieder nach 
gleich) hoben Dimenfionen von Ox,'Oy, 02, A, sie geordnet J— 
ſind. Um zu einer ſolchen Entwickelung zu — wollen wir 
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eine beliebige neue veraͤnderliche Größe a einfuͤhren, und mit 
derſelben jedes Increment multipliciren, wodurch wir die Function 

Ilx+aox, ytedy, z-+odz, u+adu, )=F() 


erhalten, Betrachten wir in diefer Function * a ale * 
haͤngige veraͤnderliche Groͤße, ſo iſt nach (32.) 


ee ck — in — 





— IE: +; Pi) (ie) . 


Setzt man in diefer Öleihung «—=1, fo — man, wie ſo⸗ 
gleich naͤher gezeigt werden wird, fuͤr 
f(x+0x, y+0y, 24 õ2, u+du, ....) 
einen Ausdruck von der verlangten Form, deſſen letztes Glied 
jedoch nur dann vernachläffige werden kann, wenn daffelbe für 
n=» und e=1 verſchwindet. Zunaͤchſt kommt es nun auf 
eine nähere Betrachtung der Größen F(O), FO), en ; 
F"(0), .... an, wozu wir jeßt übergehen wollen. 


47, Auf der Stelle erhellet, daß 
F(0) = f(x, Y, 2, U, 2.) = V 

ift, Betrachtet man bloß eine veränderliche Größe der Function 

„z. ® X, als veränderlih, und entwickelt in Bezug auf 
diefe veränderliche Größe, indem man alle übrigen wie conftante 
Größen behandelt, ein beliebiges, z. B. das nte Differential 
von V, fo fol daffelbe im Folgenden immer durch x AV bezeich⸗ 
net, und ein partielles Differential genannt werden. Eben 
fo wollen wir die nte derivirte Function, wenn bloß x als ver⸗ 
aͤnderlich betrachtet wird, durch 


* (x,y,2,u, “...) 
bezeichnen, ſo daß alſo in dieſer Bezeichnung * dem Obigen 
immer 


iſt. 
Nach (45. ) hat man für m 1, wenn i,, iay iz, Ip vrun 
lauter, pofitive Größen bezeichnen, die ſaͤmmtlich Eleiner 5 die 
Einheit ſind, folgende Reihe von Gleichungen: 
xt oX%, y u U e.)— £(x, Yızzuj'e) 

= — @OX, y, 2, Up...) 00x 
Ei + eöx, y+eödy, 2,u,..) — f(ixtads, y,2,u,.0) \ 

’ are Z, U, ...).00y 

Ex + 00x, y+rady, z+ adz, u .)—f(x+ 0x, ytaöy,z, u, ..) 

= fz(x+ ads, y+ady, —9 — adz, Uyarı). adz 


a ne y2,u, er. )Oxn 
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Gree .)— Est adr, yhadys stadt) 
is fu(staöx, — a+adz, uti,aou,. an eu j | 
u, f f is uf. f. * RR — 

Folglich, wenn man addirk, u He dividirt 

f(x+ 40x, y+ ady, 24402 uraou, Hr, y,‚2, u, N 


& ; \ 





=. fa (sti,oöx, y, 2, Un.) 0 
* (+ adx, y+i,ady, 2, u, ...)0y 48 — 
+ fa(x+oe0x, y+eöy, 2 +i,edz, u, ...)02 
+ fu G-aox, y+eöy, 24002, nr Bi; —* 





Laͤßt man nun « ſich der Null nihem,/ ſo alt, * 
wieder der Kürze wegen u * 
EIls+aox, y+aoy, 2+ 002, a : 3=r@. 
ee. t(&, Y, 2, U. FO) ; 
fegen, auf der Stelle die Nichtigkeit folgender Gleichung: 


Lim MEN _ = lm, zu, FOR 
+ Py(x, y, 2, u, 0..)Oyı 
+ fz(x, y, 2, u, ...)02 

+ fu(z, Y, 2, u,...)du 


oder, was daffelbe ift: 
wear u 
Öxf(z, y3,0,..)+ 0,88, 2,%.. N: + 288, y2U,., a 
\ + Ouf(z, — — 
=, V/- IH VY- EV HH AVH. 1 
Ferner iſt nach dem Obigen, wenn & eine — veränderliche 4 
Größe, @ eine poſitive Größe, die <1 if, bezeichnet: 
Flöte) =F(E) + F($+0).e, 
FlEete)F(£) PE+ )E 











folglich für 50; | a 
ELITE) ce) kan 1308 
und demnach — | | | 





fo daß alfo Be dem: —— 
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— Felr, y 2, u,...)0x8 | 
+ fy(x,y, 2, u, ...)0y 
. + Fzlx, ys2, u, ...)0a 
— fu(x, Y 23 u, ...)du 
BEN. 2. aut 
= 1,3%.) + ya.) + BR) hc. 
‚ — 0z.V + OyV + 0zV Es OuV + — 
iſt. Man ſieht hieraus, daß das zweite Glied der in (46.) fuͤr 
F(c) gefundenen Reihe die Incremente 0x, Oy, 02, du, sie, 
— wird, ſaͤmmtlich bloß in der erſten Dimenſion 
enthält, ee N 
WMan kann Aug dem hier Bewieſenen auch noch einen an- 
dern für die ganze Differentialrechnung fehr wichtigen Saß ablei= 
ten, Wir haben nämlich gefehen, daß, wenn wir 
VEHR yes) 
fetsen, die Gränze, welcher 
f(x+adx, ytady, z+e02, ....)— f(x,y,z, 222 


8 





ſich nähert, wenn a ſich der Null nähert, 
h = %&V + 6V4 0zV + OuV ee 
iſt. Sey nun ; 
Falluyv.w. ir) | 
WO U, V, Wr »,.. nicht mehr unabhängige veränderliche Größen, 
fondern fämmtlic Functionen von x find; fo gehen u, v, W, ....., 
wenn man x fi) um x verändern läßt, n u+ Ju, v+ Av, 
w4 Aw, ser.., alfo V in 
f(u+Au, v+ dv, w+ Aw, ....) 

über, und es ift folglicy | 

AN _Flu+fu, v+ Av, w+ Aw...) — (u, v, w, 2 

x = a Ax ’ 
oder 





4A 4 

ur av wm, =) —t@, vWyee) 
V : . “ Ax J 
Fuͤr u—9(x), v — ), w= —J ... — ſich, 
e ’ u v w | 

- wenn Ax ſich der Null nähert, die. Berhältniffe Dar Der re 
bekanntlich den Gränzen Ex), W(X), (X), ++..., welche 
in diefer Beziehung als conftant zu betrachten find, fo daß alfo, 
wenn 45 ſich der Null nähert, an fidy immer mehr und mehr 

der Größe 
Fu+p (x) As, vH WR)AR, wry2 (X) Ax, ...)-—- Pla, vw, ...) 
* IR GAR ' 





u 
Az 
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naͤhert, wo, wie ſchon erinnert, (x), Ylx),X I), . | 
- conftante Größen find, fo wie au u, v, W, 2... von der 
- Veränderung von 4x nicht mehr afficirt werden. Nach dem 
Vorhergehenden ift aber allgemein, wenn 0x, Oy, 02, ... con⸗ 
ſtant find, indem « fi) der Null nähert: _ 





Lim Ex + ax, Y+teöy, z+e02,. * —*— _ der y, — 
@ 14 
SEELEN, Sera — — 
‚Joy > — u 
iEz(%, Vs R%,n fs hi 
4 — 


Alſo if offenbar auch, — "dx ſich der Null nähert: . 
uimfu tg Any tv A wrz CH — 
Ax ar A * 
— 66 
+ fy(u, v, w, .)) nl —— 
+ fw(u,v,w,. BR, BE 5 — 





+ 
und folglich auch nach dem Dbigen, ivie fogleich ee, 


AV V 
Lim x = en = faluy Vy Wi» 9 8) 


+ Fr(u, v, w .·)G) 
+ fwlu, v,w;, 26) 
ie 
oeV= fulu,v, wi...) (8) 0x 
+ fr (u, v, w, 2..)y’ @)0x 
* eulu, VW. X * 
N er 8, 
Aber bekanntlich 
ger ph) = du, 
v’()dx = dye)=ür, 
x G) õx =) =Ow, 


u, ſ. f. u J fe x 
Alfo 
oV * ——— vw, ...)0u 
+Erla, vw) 
+ Eulu, vr Bee 
+ . ..e .. . fe We 
oder, 


v ER + av 4 8V 4 „eo... ; ; 2 
Dan findet ‚folglich oV, wenn man_ die partiellen Differentiale 
dv, Vu, 2 in Bezug auf u, Vy un⸗ 
‚abhängige veränderliche Größen. entwickelt, biefelben zu einander 
addirt/ und im Aggregat du, Ov, Ow, ... als die Differen⸗ 














tiale der von x abhängenden veränderlichen Größen u, v, w, +... 
in Bezug auf x ald unabhängige veränderliche, Größe betrachtet. 
Diefer Sat ift für den Algorithmus des Differentürens von 
großer Wichtigkeit. Iſt z. B. V=ur, fo if 


 duV = vur-idu, ,V = ur luöv; 
folsih 
58 oV = vur-idu + urluöv, a 
wo nun aber du und dv in Bezug auf die veränderliche Größe 
x, von welcher u umd v abhängen, weiter zu entwickeln find. 
48, An (47.) ift im Allgemeinen folgender Satz bewieſen 


- worden, Wenn F(«) eine Function von folgender Form; 
F(e) = f(x -+ oöx, y-Fody, z+ 402, u+adu, ....), 


alfo - 

\ * 20) = 

iſt; fo iſt | 
FO=-HV/+,V+ EV + AV... =V, 

| = ds F(0) + 9yFi0) + 02F(0) + OaF(0) + +... 

Um nun ferner F(e) zu entwideln, feße man 

xt eix=p, Jredy=g,2+elmr, ....; 

und betrachte p, q, Ir 84 ++. als Functionen von a; fo ift. 

nad) (47.) Br 


F(e) En fp(p; g; r,8, BL: 
+foıp, gr, ss, 3 
Or 


+ fı(p, or, 5, 25 


+ 1,(p, q, nr, 8, 0 
| Bw er 
d. i., wenn man die Differentialguotienten 
an: &g.. 28:08 
da’ da’ da’ da’*' 
wirklich entwickelt: | 
- Fl) folp, d,r,8,...)ox 
+ fa(p, g, 2, 5, ...)0y 
+ fr(p, 4, 7, 8, 5:..)02 
+ f,(P, g, Tr, S, ...)Ou 
5 — -» 8» © ” 
Hieraus erhellet, daß F’(«) eine Function von p, gr X, 8 rue 
ift, und folglich 
F(e)=fy(x + e0x, y+ady, 2.4 adz, u+radu,....) 
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eſetzt erben) VRR öx, Oy, oz, au 5 k 
Kin zu betrachten. ‚Sotgtid, Tu 6 iun mer u on 4 
tag F(0)= fy(%, y2, BR .)=V,; 

und. nac) dem obigen allgemeinen Satze rn 
F’ (0) = %V, + 9 V, + 82V, + OaV, Bin=d a 
= dsF (0) + Fl) + õ * 4 MO) ae 
Auf ganz aͤhnliche Art wie vorher ift nach (47. Bi Be 


AB 


N] 
Fi vu 


N 


J 


= füp(Pp3 95 Yy Sy... 24 
+ Fnalpı. 4 I S; — 
+ !iyr(p, 9; T, Ss, +) — 


+ fwos(p: 98,5, 2 — 
4 ‚A ..0.0. Dre . . KR, 
dd, wenn die e Diffetentialgtotienten von p, 4, I, 8, . w 
Bezug auf a wieder wirklich entwickelt werden: var 
F'(e) = Fayp(p, g, r,$5,. 0X 
+ Foyalps gr, 5, Bart 

+ fuyr(p, 9, 1,85, .)02 —— 
* s (P G» F,. 53» ..)du # Er — 
NE ee Rah Fr 

woran olfo wieder erhellet, daß es verflaftet if y 

* ——— — — u Fadu, ...), 


alſo 
P” (0) = = SCH y z, u, . .)= =V,;, 
folglich nad) dem ‚obigen: allgemeinen Sage 
PO = 0xV, + Oy V⸗ +ıV, + hVY, +... = u 
= 0<F’(0) + — + 6zF” (0) + dur’) — 
zu ſetzen. N 
’ Wie man auf diefe Yet weiter gehen kann, unterliegt feinem Ä 
Zweifel, Betrachtet man aber die Formeln J 
FOSV en 
FO=-&KV+ IV HEVHA HF. EV ° wo 


= ÖxF(0) + ,F(0) + 92 F(0) + OuF(0) +. er 
FO, ++ EV, +9V, +: — = 2 
= 0FX0) + 0,F'(0) + 62F(0) + ar ©) +. 
F”(0) = %YV, + OyV; + &V, + hV, +. —— 


= %F’(0) #.9,F’(0) + 0270) + ER O)+. 
Fur (O RV HIV + EEG FAT Fo. ed 
= 6:7 (0) + d,77 0) # FO) + 2uP”(0) +. 
weh weh 








| \ 
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näher, ‘fo ſieht man, daß eben ſo, wie F(O0)—=V, aus 
.F(0)=V abgeleitet; wid, F(0)=V, aus F(0)=V,, 
F(0)=V, assF(0)=V,, FY(0)=V, aus F" (0) 
—=V,, u f. f. abgeleitet wird. Weil ferner, wenn V nur von 
der einen —— Groͤße x abhängt, 9, V=d,V/ = 
va, vd, ale | 
FOo=-V=2:.V=0V 
iſt; fo iſt man übereingefommen, überhaupt die Function F'(O) 
—=WV, das erftie Differential der Function V in Bezug auf 
die unabhängigen veränderlihen Größen x, y, z, u, ... zu 
nennen, und duch OV zu bezeichnen, fo daß alfo überhaupt - 
Vu dx, y, 2, uU, ...) 
= 06V + 0, V + .VY+- AHV+ .... & 
ift. Iſt aber diefer Begriff einmal auf diefe Art feftgeftelft, fo 
ergeben fich aus dem Dbigen folgende Gleichungen : 
FO=V SEE 
FO=&,V+9,V HF &V+ HH... 0V 


F’(0) = 90V + 0,0V + d20V + Oa0V +... = 0°:V 

F’* (0) = 620°V + 08V + 09V + mV Hr... 0V 

Frr(0) = 9 V + HRV + EV HARV Hr e.V. 
if — ER, 


woraus fi) dann auch unmittelbar der Begriff und die Ark der 
Entwidelung der. höhern Differentiale einer Function mehrerer 
unabhängiger weränderlicher Größen ergiebt, Nach (46,) iſt nun 
auch, wenn wir wieder 
I(x+a0x, y+aody, z+ 02, utadu, ...)=Fla) 
feßen: 
£(x+öx, y+Oy, z+02, uFdu, ....) 
f ’ — yore. 
= f(xz,y, Un.) + — m ) 
O°f(x,y, 2, U...) 
AT 
Of, y, 2, 1...) 
* 1.2.3 
On—if * Er + ' Fin) (i) 
1.2.3.4,...(n—1) " 1.2.3...0 


Auch die unzweidentig vor Augen liegende nahe Nebereinftimmung 
Diefer Neihe mit der in (45,) im Fall einer Function einer ver- 
änderlichen . Größe für’ f(x +.9x) entiwicelten Neihe hat „auf 
den “obigen Begriff. des erfien Differentials einer Function meh- 
terer unabhängiger veränderlicher Größen geführte. Geht man 
nody ein Mal auf das Obige zuruͤck, fo iſt klar, daß das erſte 
Differential der Function - 
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die Graͤnze iſt, welcher 3 Sn 
Ext ax, y+eöy, 2 +adz, u+teön,...) Yale fl, Y; 3,u, he 2 













ſich nähert, wenn @ ſich der Null nähert, Iſt die Größe 
ea), : 
J 
fuͤr n —w, ſo iſt | — 
£(x+0x, y+09y, 2 402, u+du, »...) 
Aoymama)ı Ey...) 





\ 








= f(x, Js 2 ”4 ..)+ 1 Bar 
ö’f(x,y, 2, U,...) > 
+ 1.2.3 +. — 


Man nennt dieſe Reihe die Taylor’fche Reihe oder den Tay- 
Lor’fhen Lehrſatz für Functionen mit mehrern unabhängigen ' 
veränderlichen Größen. Die Größe F®(i) erhält man, wenn 
man in Bezug auf @ als unabhängige veränderliche Größe die 
derivirte Function F®(&) entwickelt, und dann i, weldyes im— 
mer pofitiv und <L ift, für a fit. Nach dem Dbigen ft 
F(e) = f(x+edx, y+aoy, 2 4 402, uraou, ...) . R 
F’(e) = fin(x+ dx, y+ady, 2 +02, uradu,...) _ 
FE” (e) = fay(x+a0x, y+edy, 2+ 02, u+adu, ....) 
F’'(e) = fisy(x +aöx, yHedy, 24002, u+ alu, +...) , 
uf. f uff 
und für «= 0: | Ba — 
FO=f(x,y2,W..)=V. 
FO)=fy@, yı »% oe) = 0V 
F’(0) = y ZU, ....) = 0?V 
F”(00) I, y, 5 ..)=#V 
| wf.f uth 
fo daß man alfo offenbar F®(«) aus 
\ Im{x, Y5 2, u; I h 
erhält, wenn man in nV für X,y, Zily see refpective x + ax, 
y-+ ady, z+0dz, ut au, .... fegt. Alſo ergiebt fi au 
genfcheinlich FG) aus rV, wenn man in V für x, y,2, Upon | 
refpective x + ix; y-tioy, z+1oz, ut idu, sun. fehl, ZI 
wo immer i pofitiv and ZA if. Wir haben alfo in.wölliger 7) 
Allgemeinheit nad) dem Obigen ee... 
Ex} 08, y+0y, 2402, u õu, .)= In, yzzuyom) 
fn(x, Y» 25 Use) 
+ E Es 
Ioy(x, Js 2, U...) 
2a N 
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EkG) (x, Y, 2; u, se.) 
Fr 1. 2. 3 : 








a In-1)(x REN 
Sigel en * (n—1) “ 
+ fny(X+idx, y+iöy, — — 
‚1.2.3.4.3.. | 
oder, ivenn, tie immer, 
f(x, Y, 2, U,» .)= v, fm) (X, * 2064 HN = dnV 


geſetzt wird: 





— —— z+ 02, —— 1) 
oWV o*+V 
=v47 + — —— 
‚On—1V ern — en 2 
— wenn 








fm(x-+iox, ve — — — 
1,2,3.4.5.6,, 
fir n = » verfhiwindet, darf 
und — 24 õ2, u Põu ...) 
03V o+V 
=v+f tat 2, / 
gefeßt werden. Dei oe und <A, d. i. zwiſchen O und 1 
enthalten, oder i=M(0, 1) iſt; fo it, wie leicht wie in (31.) 
gezeigt werden Fann: 
x+ iox = M(x, xs+ O2), yHtiöoy=M(y, y+oy), --.. 
Dezeichnen alfo K und & den. Fleinfien und größten unter ch 
Werthen der Function _ 
Im)(X, Yy 2; U. ya * 
welche dieſelbe erhält, wenn man für x; Y, Z, Ur .... reſpe⸗ 
ctive * Werthe von x bis x+ox, ybis y6y, z bis 
z + %,.u. f f. fest; fo if, vorausgefeßt, daß zwifchen den 
angegebenen Gränzen nirgends eine Unterbrechung der Stetigkeit 
der im Nede fiehenden Function Statt findet, offenbar 


‚EIny(x +iox, y+ iöy, z2-+idz,...)=M(K,G); 








alſo 
———— Kinn, — — 5 RK. ar 
1.2. 3,.4.3,8.. — 7— ) 
Folglich iſt immer 
f(x+0x, y+0y, — — NT 
eine rege ee. 





Av v x 
v+S + re FR 390 
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amd ) 
av 0?V — G 
RT ıtı72 —— tem — 
oder er zwei Größen find zwei in zwiſchen denen J 
f(x +02, y+0y, 2402, u+ On, ...) w 





enthalten iſt. Seht man im Vorhergehenden = y=z—u—... I 


—=0, und vertaufcht dann —— 0X, Oy, 0%, Au, .... mit 
X, Yr Z, Ur 22, fo erhält man die Mac (autinfce Reihe 
für Functionen ‚mehrerer. veraͤnderlicher Größen, zu welcher alſo, 
wie man ſieht, der Uebergang von der TE Re" in 

allen Fällen leicht ift. | 


— bemerken wir, nach (37.) auch Re. 


 E (ie) — — Zr“ I(e ) de rn 


Br —— für a — En nr —J 


— 5 (1 — O)n u" 

a ru (0) ei 

ift, —— alſo der 7— oben) noch auf andere, Art aus⸗ 4 

gedrückt wird, 4 

M. f. über dieſen richtigen Gegenftand auch eine Abhand⸗ E 

Ku Ampere in den Annales de. Mathem. T. XVII. 
pP» * . 


49, Sy jetst due, IS eine Function. zweier nnab⸗ 
haͤngiger veraͤnderlicher Groͤßen, ſo iſt, wenn wir die bloß in 
Bezug auf x als unabhängige veraͤnderliche Größe, genommene 
ei Differenz durch zu bezeichnen: 4 


Au=f(xtAyy) —f(8,y); 





2b 


fofglich 
Oy Axu = Oyf(x+ Ax, y) — il, y).» 

Setzen wir nun » : 

u drfls, lee, y)öys;. — 

ſo iſt, weil dies fuͤr jedes x gilt, offenbar auch J 

N OrEIR+ AR, y) = plz, 7075 er 
und folglich Ar a 
dA = px, nr Er 2 * u Me 

Da num augenfcheinlich auch: — — 


ı kdyu= CHR, y)öy—(x,y)öy 
ift; fo tft immer Be: ; 
N 0y Asus ı 
Solglich 


DT: Be 
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Fäht man nun Ax ſich der Null nähern, und nimmt bie Grön- 
zen; ſo iſt, weil befanntlich immer 


Ben u Au Lim Au or Oxu ) 
le) A a 
if, * * er 

AR — Oo R — = ER =) = Dan, 


da man dx immer als conftant zu en hats Dies giebt 
die merkwürdige Gleichung 





u == 0, 0&u f) N 
d.h. man gelangt zu einerlei Reſultat, wenn man eine beliebige 
Function der beiden unabhaͤngigen veränderlichen Größen x, y 
zuerft nach X, dann nach y differentiirt, oder die beiden. partiels 
len Differentiationen in umgekehrter Drdnung verrichtet, 


Iſt eng u Arctang — 7, fo findet man 


x ) 
Kku= — —— dyu = — 405 
SR \ 
i On nn ie 


50, Der vorhergehende Satz laͤßt ſich aud) fehr jet auf 
Be dreier veränderlicher Größen erweitern. Iſt nämlich) 
u= Kr, yı 2), fo erhält man buch fuccejfive Anwendung 
von (49 

Rdn er = du = abe = Oy0zOzu. 
= õ⸗ õx yu= * Oz Oy 


und dies ſind offenbar alle Permutationen, die ſich mit den ver⸗ 
aͤnderlichen Groͤßen X, y, z vornehmen laſſen. Die dritte und 
fünfte as folgen vefpective aus der erſten und zweiten, 
weil nach (40.) 

&H, Um po) RER f} 

Öx0z um = 02 0x0yu 


iſt. Es erhellet leicht, daß man. den Sat auf ähnliche Weife 
auch für Functionen mit vier, fünf und mehrern veränderlichen 
Größen beweifen koͤnnte; den folgenden Schluͤſſen gebührt aber, 
wie man fehen wird, der Vorzug größerer Allgemeinheit. 


51. Nehmen wir nämlich überhaupt den Satz für Functio⸗ 
nen mit n veränderlichen Größen als richtig an, fo läßt ſich 
auf folgende Art leicht zeigen, daß derfelbe aud) für Functionen 
mit n +1 veränderlihen Größen und demnach) allgemein gilt, 
weil feine Nichtigkeit vorher fchon bei Zunctionen mit zwei und 
drei veränderlichen Größen nachgewieſen worden if, Sey alfo u 
eine Function der n+ 1 peränderlichen Bu x vı&,v, 
W; 2226 und 
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feyen zuerſt zwei beliebige Permutationen, bei denen bie letzte Y 
Differentation ſich auf dieſelbe veränderliche Größe * ai 03 
Weil: bei der Differentiation nad) y, zZ, V, W, .... die Größe 
x als conftant betrachtet wird, und der Saͤtz nach der Voraus⸗ 
ſetzung fuͤr Functionen mit n veraͤnderlichen Größen gilt; fo ft 


Ordadröw.. um OvdzOwdy: — 3 
alſo auch 
Ox0ydzdröw... u = Or de Bm dr. 8 





Sind ferner ER 
FR IRB Ba u, OyOw 02 0x 0y- 1u * 
wei beliebige Permutationen, bei denen ſich auch die letz 
—— auf beliebige verſchiedene veraͤnderliche Groͤ 
und v beziehen; fo iſt, weil der Sag für Functionen mit m 
änderlihen Größen gilt, indem bei der Differentiation n 
Z, Vy w, 0er. bie Größe x als conftant betrachtet wird: 

Ordzdrdw., — Or —— .U, — 






and eben fo: RR 
: Du dräcdy.. um irn. ...Ül. e 
Betrachten wir nun, mie es verftattet iſt, 0,0, 0m u 
bloß- als eine Function von v, x, und feßen Vi 
Oydzdw u —=Flx,v)5 4 
fo ift nach) dem Dbigen 
Oy0zdvOw.... um rF(x,v), 
Ow 02 0x0y. en OsF(x, 3 


0x0, 02 dr dw... um x OrF (x, v)> 5 
OrOwOzlzdy.. «1a OrdsF (x m ’ ? 


- aber nach (49.) 
ÖxOyF(xz, v) * —— v) 3 


olgli 
f io ie Ox0y OzöyOw.. ‚um OyOw0z0x0y: .U, 
wodurch alſo unſer Sat allgemein bewieſen ift. J 
Daß man in jeder Function mehrerer veraͤnderlichen Sröfen E 
beliebige diefer Größen als conftant betrachten kann, verfteht ih 
von ſelbſt. Auch erhellet leicht, daß man in dem vorhergehenden 
allgemeinen Satze beliebige fucceffive Differentiationen als fh 7 
auf ein und dieſelbe veränderliche Größe beziehend — 2 
kann, und daß demnach) überhaupt der ea, m: ; 
Om Ony OP, Oiy Öse. 
ungeändert bleibt, wie man auch die ihn der, enefnen 
Differentiationen veräntern mag. 18 
52. Wir wollen nun nod) eine allgemeine Hegel jur Ent 
wickelung der höhern Differentiale einer jeden Function mehrerer “ 


alfo 
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veraͤnderlicher Groͤßen 1 entiwiceln fuchen, und dabei wieder mit 
Functionen zweier veraͤnderlicher Größen- —— Sey alfo u 
eine Function. von x und y, fo iſt nach (47,) 
a DD 
Entwickelt man nun nad) und nad) dag meitey dritte, vierte 
u. ſ. f Differential; fo erhält man: : y 
du = O’zu + xdyu rs | 
Senn ArdEnh HH 
6u + ku + 0°yu. 61.) 
oru = O5:u + 20 du Hit. 
+ 0y0?zu + 205 OxOyu + ö:,u * 
————— * 30°x dyu + 30x 0°y,u + d’yu 651.) 
‚u= Oz u + 30°: 0yu. + 30°?x0?,.u En 0x0’, u R 
+ OyO’zu + 30, O?x Oyu + 30, 0x0°y u + u 
= O'zu + 40°z0yu + 60°x0°?,u+ 40x 0’yu+ Ay (dl.). 
Wie man auf dieſe Art weiter gehen kann, das allgemeine Ge- 
feß, und wie daffelbe a gemein zu beweifen, iſt klar. Es iſt 
naͤmlich men 


m=örzu +— Tortöyu „au > one 20°y + On-30®yu 


2 or On-2u + de dar iu + ORyu ’ 


[4 


.+ 
J 


oder nach dem ua kesıfage in einer leicht verſtaͤndlichen 
jedoch bloß ſymboliſchen Formel: 
u (dx + dyjau . 
‚Der Sinn und der. Gebrauch) diefer Formel zur Entwickelung von 
Su wird ohne weitere Erläuterung erhellen. 
53. Sey jetzt u allgemein eine Sunction dee n veränder- . 
lichen Größen x, Y, 2,9, Wr sreen5 fo iſt 
A=rku+ ur durhur.. f 
Bezeichnen wir ferner das Differential von u, wenn n Bio y, z, 
V,W, sr. als veränderlich. betrachtet 2. ee du; fo iſt 
uehyu+urkur+. 
alſo 


Iſt 
u=ep+rqg+rr+s+t. 
WO P, Gr Ir 8 +++. Functionen von x, y, z, 2 9 — find; fo iſt 
He Kurd'yu + dur Kur... 
= Kpt kt hkrt+üsH+. 
I ’ — 
G G— U ⏑ ..... 
+hP Hg Fur + IS +. 
a Der 
Supplem, zu Klügels Wörterb, 1. Br 


du=&kurd. 
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' xp + öyp + dp: + öyp +. POPP: RTL ON] # 





+ Kit ag tg Hhen — 4 | 
+ kr +ye+ hr 4örH. ME. A \ 
+ 6*⸗ FO r.. an 
4 ve ea) te Su . 5 2 f —3 2 —J * 2 | 


folglich auch für —— mehrerer —— Größen: 

du = op da * o { 

Iſt u — ap, wo a eine conflante fie pP eine Function von. 

Xy Jr 2, Vr +s0r dejeichnet,, fo’ ift 
u=-kurkutrdurhur. — — 

= ao p + adyp + adzp + adyp + Bis 

: zakp typ + pt hnp+. hr ’ ar — 

alſo auf für unctionen mehrerer berinbelier Mr ® 

du = aop. \ Day 





En. Bann a 
alle dumm dm + ku + — F — lag a 3 

(OU + Ozdsu + Arc Fern — — 
* — = du + — + — 8. — 1 
folglich Ehe = en. | ; 


Hierang ergiebt ſich ferner Teicht nad) und nah: 
Od Eden da 


0x du = On ö0’zu = ddtu, s Re ? ee * 
o,u=m = du = = : 60% u ” * eg —— 
Od eu, 111 


| ag u er 
alfo allgemein rn ae. 


Foiglich 


On. du = ou . 


u ae euren... = 

ı OU dd du, | Be 

% ö* On,u = din, du = On din, BE 
Ä 3 On = FOn du On u, — 
| BEL ECEEN ae 
Alfo für jedes md n: ee N; 


du du. u — On, dmu . 
Heberhaupt ift auch 
dd. dau = me = 0, dmHy. 3 
Alle diefe Saͤtze mußten hier eingeſchaltet werden um das Fol⸗ 
gende kurz und deutlich entwickeln zu können. Entwickelt man 
num mittelft derfelben aus der, oben beiviefenen Formel 
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du = re re 
nach und nad) O2u, ou, ru, ...ʒ fo ergiebt fi: 
du=%u+rd 
du= Ozu + Ox du * 
——— 
= 0%u + 20xdu + du 
ou = Odzu + 20°: du + du 
+ 50? + 20x du + Su 
= O’zu +. 30° du + 30x d?u + Hu 
ou = O*zu + 30°: du + 30°?zöd?u + 9x, du 
' + 50°. u + 380?x du + 350x5?u + Su 
= 0%,u + 40° du + 60°: 0?u + 40, 8u + du 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, ift * und es iſt 
folglich allgemein 





mu = Geu + nt dur+ „= — an-2 dur. 
.+ nu, OmU + 2 As nt nu > 


her in einem leicht verftändlichen — Ausdruck: 
9u=(k+Y)u. 
54, Stu eine dZunction zweier veraͤnderlicher Groͤßen x, y, 
fo ift nach (52,) 
: Au= = (dx + Iy)au . ; : i 
Iſt nun u eine Function der drei verdnderlichen Größen * v8; 
fo ift allgemein 
dau= (Iy + dz)u; 
folglich nach der in (53.) beiviefenen allgemeinen Formel: 


u S ou —n-1(d, * 6z)u 


u rn (dr + 92)? 


+ — du; + Oz m=2u ' 


+ Zöx(dy + day-tu 


Je ie (dy + dyu, 
d. i. nad) dem binomifchen Lehrfaße, wenn man nur immer den 
bloß fymbolifchen Sinn diefer Formeln gehörig. feſthaͤlt: 
u u ⸗ (o Oy + Oz)ru. 
Iſt num ferner u eine Function der vier veränderlichen ae 
X, Y,z, v; fo ift allgemein 
an = (dy + 0% sr: 


* 


£r2 


BR: Differentialrechuung. 
alſo nach der in (63.) bewieſenen Formel: 

Zum nur —dn-1(dy + Oz + Oy)u 
—— 4 84 Ir)? u 


* = -0°z(dy + Oz + er 





+ aa + 02 + Opa 


+ (õ õ Mu, 0 
und folglich wieder nach dem Binomial⸗Theorem: 
| dan el en 
Mie man auf diefe Art weiter 2 kann, ift klar, um undies iſt 
für jede Function u einer beliebigen | 
roͤßen: 
da a HA ans 7. j 
Mittelft diefer Sormel laſſen ſich die hoͤhern Siffeentite de | 
Functionen mehrerer 'veränderlicher Größen nad) einer ſchon an⸗ 
derweitig völlig befannten Regel der Analyfis mit der größten 
Leichtigkeit , wenn man will, bloß mittelft gemeiner Multiplicas 
tion, entiwiceln, und wie wichtig die Neduckion der Methoden "| 
der Analyfis auf ihre moͤglichſt Fleinfte Anzahl ift, bedarf nicht, 
erft noch einer befondern Erinnerung, 1 
55. Noch bemerken wir, daß, fo wie in (53,) einige frü= | 
her nur. für Functionen einer peränderlichen Größe bewiefene 
Saͤtze aud) für Zunctionen mehrerer veränderlicher Groͤßen bewie⸗ 
fen worden find, dies ſich auch noc bei mandyen andern Sägen 
leiften läßt, - welcheg hier bloß an ein Paar leichten ONE | 
gezeigt werden foll. 2 
Iſt z. B. u=pg, wo p und q Sumetionen von x, y# 
Zy 4240* find; fo fo i ift . 4 
du = %&u + %u + dzu ri 
= pogtgiap 
+ pdyq + gdyp 
+ Pdzg + 4dzp 











= P(%&g+ 0,4 + d2ag-+ »...) 
FIsp + hp tip +.) 

d. iv auch für Tunctionen mehrerer 557 Größen: 
du ⸗ 0.pg = pdg + qöp- 


Sir u u=- it qu=p, alfo 
qdu + udg = op, 
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woraus, wenn man u — ſetzt, leicht 
0 og 

_ — a — 
folgt. 
Iſt up", ſo iſt 
dou ⸗ ν— ν u 
np03 + m, z ROHR + oo 

znpu-t(&p+ 0yp+ dp + »-:.) 





vi b 
? ; du = npa-1öp — 
Fuͤr u Ip iſt 
u=%kur ur Ozu + .... 
Ox nz 
ea De En ie 
_ %&p ++ NAEH; 
Ka p x 
d. i. 
Bar 
P 


Eben fo iſt für u=er - 
On du + dyu + hu +.» 
= edp-+ eed,p+ erdzp +»... 
r EEE 


d. * 
du=eröp. 
Xehnliche Beifpiele wuͤrden fich leicht mehrere geben laſſen. 


Iſt überhaupt, wenn p, 4, T, S, »r... Functionen von 
x; Y7 2, v, 22 bezeichnen, 
u=f(p,g,r,s 5% 
ſo iſt 1 > > 


A=hkur kur dku + hut. > 
und folglich nad) dem in (47,) bewiefenen Sage: 
du=. fp (pP, Gr, ..) Ox&p+fa (BGH =)Oxg+fr(Pp,% )Ox th 
+f) (P pr) Oy p+fa (p; q.x,...) Oy g+fr(p 9 Yo) Oy rt. 
+4, 0%. )0zp+fa(p Gr. 02 g+12(p gH.)drh 
= om. YMkptöp+äpt.. .} 
+fa(; 9; Tr,» ){dxg+Oyg+o2gq ++} 
+fr(p gr, on ){rHdyr Hirt...) 
+ . PR WE yon ar 66666— ‘“. 
de i, allgemein | 
ı Qu=f,(p, gr.) Op+Ffa (ld gr. en. Jör+... 
Fuͤr u — pa iſt z. B. 


EN 0, 02, *2222 


Ki 


694 Differentialrechmung. 


fkp(p. 4) = dp Eur, ) s vrur hy 
Folglich iſt in dieſem Falle os: 
du ⸗ pi Op + pilp dd. — 
Fuͤr u — pq if 
f,(p, g)=9g rl gd)=p; 
alfo 
ae ou ⸗ aõp + Pd, 
wie ſchon oben gefunden worden iſt. 
Fir u peing iſt 
fp (P. g) = Sing. psins-t, ta(e g) = prinalp.cosg ; 
alſo u 


du= u + psinalp. cosgodg » 


Die ———— der obigen allgemeinen Bern if in feinem Sale 
Schwierigkeiten unterworfen, ' u 


‚IV. on der Differentiation der unentwidelten 
Sunctionen oder ver Öleihungen. 


56. Der in (55,) bewieſene allgemeine Satz führt, wie wir | 
fogleich fehen werden, unmittelbar zu den Negeln der —— 
tion der Gleichungen. Iſt naͤmlich zwiſchen den Groͤßen x, y, 
Zy ... V, aan. eine Gleichung gegeben, deren allgemeines Sombol ; 

Vers, y non. sy 2 
feyn mag; fo kann man immer jede der Größen X, Yy 2, +2. Yrens 
als Function der übrigen betrachten. Man kann folglich —— 

(x, Y/ Zy 4 alſo auch 
u=f(x, )J=0 
feten ‚ und leßtere Gleichung wird nun offenbar für — belie- | 
bige X, Y, 27 .+.. gelten, p daß alfo auch für jebes 0,0%, 8 


Ext adx, ytady, z+ ad, ....)=0 | 
f(x + ads, y+ady, 2+002,...) — f(x, yı 2; EN —— 


iſt. Da nun nach (48.) du die Graͤnze iſt welcher 
f(xtaox, ytedy,z + — ——— Kay Zu. ) 





ſich nähert, wenn @ ſich der Hull nähert,. fo ift klar, daß i im © 
vorliegenden Falle au—O if. Nach dem in (55. ) bewiefenen , 
allgemeinen Gabe ift aber allgemein d 
QAu=F%(%,y2,.Y,. YOx+Py &y32,. V, —— — 

et Fri, Ir ort. 5 
alſo iſt im vorliegenden Falle 


⸗ 
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O=F%(x, Y2.V.)0x-+Py (Hy 3. v5.) dy +F,%y,2,.1.)02-$.. 
ß { ..+ F'y(x, Y⸗ Z> ..V, bier) Ovr + ar 
x, y, 2, +». find hier unabhängige veränderliche, 9x, Oy, 02, ... 
folglich conftante, Größen, weshalb alfo bei der folgenden Differen- 
tiation x = d?y—09°’z =... 0 zu feßen if, u. ſ. f. v 
dagegen ift von X, Y, 2, ».. abhängig, und die höhern Diffe- 
rentiale von v dürfen alfo nicht = O geſetzt werden: 

Seßen wir jeßt überhaupt : 

As u=F(x,y,2,..)=0, 
ohne zu beftimmen, welche der veränderlichen Größen X, y, 2, +.» 
als Function der übrigen betrachtet werden foll; fo ift nad) dem 
Dbigen allgemein : 

0=Fx, (2 „)ös+Fy,Y23.)0y+F2&y24.)02 4... 5 
wo nun auc) jede beliebige veränderliche Größe als Function 
der übrigen betrachtet und als folche behandelt werden kann. 
Nur muß man bemerken, daß die höhern Differentiale der letz— 
tern Größen ſaͤmmtlich —=O zu feßen find, welches in Bezug 
auf die erftere Größe natürlich nicht verftattet ift. Nach dem 
Dbigen ift, wenn: man die Größen x, y, zZ, .... fümmtlidy als 
unabhängige veränderliche Größen behandelt, 
 Qu=F% (,y,2,.)dx+FP,(%y,2.)0y+F2(8,y,2,“)02+4.. 3; 
folglih, wenn u—=0 if, immer auh du — O, indem man bei 
der Differentiation alle veränderliche Größen, von denen u ab— 
hängt, als unabhängige veränderliche Größen behandelt. Nach 
der Differentiation fann man dann ganz beliebig jede veränder- 
liche Größe als Function der übrigen betrachten. 

Iſt v wieder diefe Größe, fo erhält man alfo auf) diefe 
Weiſe immer ‘eine Gleichung zwifchen X, y, zZ, ++. 0X, 9, 
3 rd v, ovr. Natuͤrlich iſt nun auch ferner auf gleiche 

rt 
du=0, Hu=0, ddu=0, dumd,...;,. 
wobei jedoch zu bemerken it, daß bei der Entiwicelung von 
d?u, O®u, O*u, O®u, ..,. die höhern Differentiale von x, y, Zu »+- 
ſaͤmmtlich — O zu feßen find, ‚welches. aber von den hoͤhern 
Differentialen von v nicht gilt. 
Man habe 5. B. die Gleichung 
u=y’— Jay x=0%; 
fo it 


folglich 


us 3Zay + 3x’, uy = 3y? — dar; 
— (a?) + (P-x)y=0. 


Betrachten wie nun y als Function von x, fo ergiebt ſich hier— 
aus unmittelbar a 
—— ey ay—x? 


7 yPo-axı ’ a Tıy—ax’ 
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Behandeln wir nun ferner y als Function von x, fo gibt eine 1 
neue ‚Differentiation der Gleichung n 


(yPzar)dy layer) 0, wu. 

wo nun Ox als conftant zu betrachten ift, feier" N 
ax) oꝛy 4 2yoy? — aox doy — em +2 —=0, 

oder | % 


6 — ©) zu + 20; ; 


alſo, wenn man den gefundenen Werth von ee a 


o2y 2adxy Ar OR, 
= wa mi 


Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, iſt ar, — 
Hat man zwiſchen n veränderlichen Größen: x; Yr m’ \ 
überhaupt m Gleichungen : ı 
ue0,v=0,w=0, a a 
ſo dat man zugleich auch die Fotzen mn Dferntagthungen: 
au=09, r=0, dm =0, I =l,..,; 
mittelſt welcher fich immer die Differentiale oder derivirten Fun⸗ 
ctionen von m veraͤnderlichen Groͤßen, die man als Functionen 
der übrigen n — m betrachtet, beſtimnien laſſen. Daß überhaupt 
oun=0, dv.=D, dew=0, as =lyone 3 
ift, und diefe Gleichungen zu der Beſtimmung der oten Differen- = 
tiale oder derivirten Functionen von m veränderlichen Größen, 
als Functionen der übrigen betrachtet, führen, ift aus dem Vor⸗ | 
bergehenden Klar. 
Das Bisherige wird für alle Fälle, die bei der Differentias 4 
tion der Gleichungen eintreten. fönnen, völlig hinreichend feyn, 


97. Noch bemerfen wir hier, daß die partiellen. Differen⸗ 
tialquotienten, weldye, wie aus. dem Vorhergehenden erhellet, 
auch bei der Differentiation der Gleichungen fortwährend in Ans 
wendung fommen, von Euler immer durch Einfchließung in ' 
Parenthefen bezeichnet worden find, und aud) ;. d. Eaplace 
ſich diefer Bezeichnung durchgängig bedient hat, ' "Simac are 4 


nen alfo z. D, € ) @ 5 5 


daſſelbe, was wir oben durch —J Er OR DEN ‚oder duch 

u .. Oz u Net 
"Ox Da ER 

bezeichnet haben. Man — jene — fennen, — ſie J 

in Werfen häufig vorkommt, die in der Mathematik als claſſiſch 

“betrachtet werden, und. von Jedem gelefen werden müffen. In = 

neuern Schriften findet man die Parenthefen häufig weggelaffen, 7 


A 
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wie es ung fcheint, nicht zum Vortheil der Wiffenfchaft, wenn 
man nicht eine andere Bezeichnung, mie z. B. die obige von ung 
gebrauchte, an die Stelle der ältern feßt. Soll u zuerit nach x, 
dann nad) y differentiirt werden, „fa bezeichnet man durchgängig 


die Differentialquotienten durch — nicht durch (655) „weil 
hier keine Zweideutigkeit moͤglich iſt. 


58. Einige hiſtoriſche und literariſche Bemerkungen moͤgen 
dieſen Artikel beſchließen. Der wichtigſte Fortſchritt, welchen die 
Differentialrechnung ſeit dem Erſcheinen des erſten Theils dieſes 
Woͤrterbuchs gemacht bat, iſt ohne alle Widerrede die Beſtim—⸗ 
mung des Neftes oder Fehlers bei der Taylorfchen und Maclau— 
rinfchen Neihe für. Functionen einer und mehrerer veränderlicher 
Größen, welden man begeht, wenn man die Neihe mit einem 
gewiffen Gliede abbricht. Zugleich Liegt in dieſer Beltimmung 
ein allgemeines Criterium der Convergenz und Divergenz der 
Reihe, und ſonach die fichere Entfcheidung, ob die Neihe uͤber— 
haupt zur Darftellung des Werthes der entfprechenden Function 
brauchbar ift oder nicht; oder mit andern Worten, ob diefer 
Werth der Function im eigentlichen Sinne die Summe der in 
Rede ftehenden Reihe ift oder nicht. Wie wichtig diefe Erfindung 
daher für die gefammte Analyfis ift, leuchtet ein. Schon jeßt 
haben mehrere Theile der Theorie der fogenannten unendlichen 
Reihen eine gänzliche Umgeftaltung erhalten, und viele Nefultate, 
die für völlig allgemein galten, find in Gränzen eingefchloffen 
worden, über die hinaus ihre Antvendung unficher ift. Sowohl 
gegenmwärtiger Artikel, als audy z. B. die Artikel Convergenz der 
Reihen und Binomifcher Lehrſatz in diefen Zufägen liefern hierher 
gehörende Beifpiele in großer Anzahl, Wir auguriren unbedenf- 
lidy aus der mehrgenannten wichtigen Erfindung der gefammten 
Analyfis eine ihr bevorftehende vollfommene Umgeftaltung. Ein- 
treten wird diefelbe gewiß; wie früh aber, oder wie fpät, 
laͤßt ſich nicht beftimmen; denn noch fcheint der Merfmeifter zu 
fehlen, welcher das Gebäude in feiner ganzen Größe und Schön- 
heit aufzuführen die Kraft und den Willen hat. Soll aber etwag 
Züchtiges entitehen, fo muß der Bau, das fehen wir wohl ein, 
vom unterftien Fundamente an beginnen, und nicht bloß in einem 
Ausflicken des alten Gebäudes beftehen. 


Die erſte Beftimmung des Neftes der Taylor'ſchen Reihe 
verdanft man Lagrange, worüber die Theorie des fonctions 
analytiques. p. 54. und die Legons sur le calcul des fon- 
etions p. 88. nachjufehen find. Lagrange blieb jedoch bei 
Functionen einer veränderlichen Größe fiehen, und die von ihm 
gewählte Art der Darftellung des Neftes war nicht ohne Unbe— 
quemlichfeit, fo wie auc) die Methode, wie er zu derfelben ge— 
langte, nody manches zu winfchen übrig ließ. - Vervollfommnet 
ward dieſelbe zuerft von Ampere im einer Abhandlung im Jour- 
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nal de Técole polytechnique. Cah. XIII., und auf Functio⸗ 
nen mit jeder beliebigen Anzahl von veränderlichen Größen aus- 
rom in den Annales de Mathematiques. T. XVIL p. 317. 

agrange hatte befanntlich bei feiner berühmten Theorie des 
fonctions analytiques den Zweck, die Theorie des Differential 
calculg durch völlige Ausfihließung des Unendlichen und der Bes 
trachtung der Gränzen zu erleichtern und feſter zu begründen. 
Art denn aber dag Unendliche nicht felbft in den unendlichen Rei— 
ben enthalen? Voͤllig eliminirt wird es nur dann, wenn 'man 
in jedem Falle, wo man die Reihe auch abbrechen mag, den 
Reſt oder den Fehler beftimmt, und die Reihe nur dann als 
fogenannte unendliche Neihe zuläßt, wenn der Fehler, indem die 
Gliederzahl wächft, fich der Null, immer mehr und mehr nähert, 
und derfelben, wenn man nur die Gliederzahl groß genug nimmt, 


beliebig nahe gebradyt werden fan. Soll aber der Fehler im 


Allgemeinen auf eine völlig firenge und möglichft einfache Weife 
beflimme werden, fo iſt, wie man in neuerer Zeit erfannt hat, © 
die Betrachtung der Gränzen 'unerläßlih, und fo it es aller 
dings überaus merkwürdig, daß Lagrange, welcher durch feine 
Functionen » Theorie die Betrachtung der Gränzen umgehen und 


vermeiden wollte, durch die ebenfalls von ihm zuerft gegebene E 


Beftimmung des Fehlers bei der Taylor'ſchen und Maclaurin- 
fehen Reihe die Differentialrechnung wieder “zu der Betrachtung 
der Gränzen zurhcgeführt hat, Für das wichtigfte neuere Werk 


in diefer Beziehung, worin die Differentialrechnung ganz auf die 


Lehre von den Gränzen gebaut ift, halten wir unbedenklich dag 


Resume des Legons sur le ‚calcul infinitesimal, donnees a 
l’ecole royale polytechnique par Cauchy, wovon bis jeßt 
der erſte Theil (Paris 1823.) erfchienen ift, welcher die Diffe- 
rentialrechnung vollftändig und einen Theil der Integralrechnung 
enthält. Diefes Werk follte von Keinem ungelefen bleiben, wel— 
cher die Strenge bei analyrifchen Unterfuchungen liebt. Gegen 7 
waͤrtiger Artikel fchließt ſich vorzüglich an diefes Werf an, T 
Zwechmäßig wird mit deſſen Stadium der Cours d’Analyse de 
Vecole royale polytechnique von demfelben Verfaffer (Paris. 
1821.) verbunden, Die Gränzenmethode ift in erfterem Werfe 
auf einfachere Ark angewandt, als in PHuiliers fchon aus 
dem erften Theile diefes Wörterbuchs hinlänglich befannter expo- 
sitio elementaris prineipiorum caleuli differentialis et inte- 
gralis. Tubingae. 1795, Vorzüglich gehört endlich noc). hier- 
her ein treffliches Memoire sur la theorie des puissances, des 
fonetions angulaires et des facultes analytiques von Erelle 
in deffen Journal. Thl. VO. Heft 8 und +, welches auch in 
einem befondern Abdruck (Berlin. 1831,) erfchienen iſt. Die 
genannten Schriften bilden, wie es mir fcheint, den wahren 
Kern der neuern Literatur der Differentialrechnung. Von andern 
nenne ich. nur noch folgende: IR are 
"Buzenzeiger’s leichte und kurze Darstellung‘ der 
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Differential · Rechnung. Ansbach. 1809. (Ganz nach Lagran⸗ 
geꝰs Functionentheorie gearbeitet, aber in dieſer Beziehung recht 
empfehlenswerth, auch wegen eines allgemeinen der ganzen Dar- 
ftellung zum Grunde gelegten Satzes.). 


Verſuch einer rein algebraifchen und dem gegenwärtigen Zu- 
ftande der Mathematif angemeffenen Darftellung der Rechnung 
mit veränderlichen Größen von Crelle. Erſter Band, Göttin- 
gen, 1813 (ebenfalls ganz nach Lagrange, wegen der vielen 
neuen Zeichen eine befondere Einarbeitung erfordernd.). 


% T. Mapyers vollftändiger Lehrbegriff der hoͤhern Ana- 
Infis. 2 Thle. Göttingen. 1817 u. 18. (Für Solche, die Höhere 
Analyſis praftifcher Zwecke wegen ſtudiren, recht brauchbar, ohne 

auf ftrenge Gründlichkeit Anſpruch machen zu dürfen.). 


Anfangsgründe der hoͤhern Analyfis von Bohnenberger. 
Tübingen. 1811 (Gehört zu den gründlichften Schriften. unter 
denen, welche von der Lehre von den Gränzen ausgehen.). 


Schweins Theorie der Differenzen und Differentiale. 
- Heidelberg. 1825 (Wegen der vielem eleganten in großer Allge- 
meinheit ausgeführten Entwicelungen nach binlänglicher Vorbe— 
reitung aus andern Schriften zum Studium ebenfalls fehr zu 
empfeblen.). 
Lubbe, Lehrbuch des hoͤhern Calculs. Berlin, 1825 (In's 
Sranzöfifche überfeßt von Kartfcher Paris. 1831.) 
Mehrere mit vieler Einficht ausgeführte Unterfuchungen ent— 
hält: Differenzial- und Differenzen-Calcul von & Dettinger. 
Mainz. 1831, 


"Das ausführlichfte Werk ift noch immer: 

Traite du caleul difförentiel et du caleul integral par 
Laeroix. T. I— III. Seconde edition Paris. 1810 — 19. 
(In den. Principien fih an Lagrange anfchließend, ohne ſich 
der Zeichen deflelben zu bedienen). Von dem eriten Theile der 
ältern Ausgabe (1797) hat Grüfon eine ungemein fchlechte 
Veberfeßung in zwei Bänden geliefert (Berlin. 1799.). 


Als Elementarlehrbücher find in Frankreich am belichteften: 


Lacroix, Traité el&mentaire de caleul differentiel 
et integral, 2° ed, Paris. 1806. (Ueberſ. vondaumann) und 
” Boucharlat, El&mens de calcul differentiel et inte. 
gral Paris. 1814. (Ueberf, von Göbel, Frkft. 1823.). 
Erſteres ift ganz elementar, und beruht: auf der. Lehre von 
den Gränzen, ohne auf völlig confequente Durchführung Auſpruch 
machen zu dürfen, — 
Garnier, Lecons de calcul diff. et int. Paris. 1811 
et 1812. Fit 
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Eine ſich im Wefentlichen ganz an Eagrange anfchließende } 
ausführliche Abhandlung von Gergonne: Exposition elemen- 


taire des principes du calcul diflerential ſ. in veffen Anna- 


Mit der Aufhellung der Principien der Differentialvechnun 
beſchaͤftigen fich, und find in diefer Beziehung — 
E. G. Fischers Untersuehnngen über den eigentli- 
chen Sinn- der höhern Analysis. Berlin. 1808. und 


‚ Carnot, reflexions sur la metaphysique du caleul in- 
finitesimal, Paris. 1796 (Uebers. vou Hauff. F rkft. 1800.). 


Dbiges DVerzeichniß enthält nur einige der wichtigſten, am 
meiſten zu empfehlenden Schriften. . * J — 


Diacaustica, vergl. den Art. Caufiſche Flaͤchen —J 


Linien i. d. 3. 


Discontinuirliche Functionen (fonctions discontinues) 
f. Stetige Functionen. - ne | 


Diftanz= Erponenten, ſ. Combinatoriſche Anatyfis (M.): 
Divergenz der Reiben, f. Eonvergenz der Reihen. 


$ — kleinſter gemeinfchaftlider, ſ. Thei— 
0 nt | 


Dodekadik. Horstig, das arithmetische Duodeci- 3 ; 
mal-System von seiner praktischen Seite dargestellt. Leip- 


zig. 1801. | | | | 
Doppelpunft, f. Vielfacher Punkt. | — 


Doppelſchnitts-Verhaͤltniß (ratio bisseetionalis) iſt 
das Verhaͤltniß zwiſchen den zwei Verhaͤltniſſen, nach welchen 
eine gerade Linie, in Bezug auf zwei in ihr liegende Punkte als 
Granzpunfte, in zwei andern Punften gefchnitten wird. - Man 
denfe ſich naͤmlich eine, beliebige gerade Linie AB, deren Grang 
yunfte A und B find, und betrachte die Richtung von A na 
B als pofitiv, die entgegengefeßte Nichtung als negativ, Iſt 
nun C ein dritter beliebiger Punft in der in Rede ftehenden Fi- 
nie, fo fol" AC: CB das Verhaͤltniß ſeyn, nach welchem AB 
von C in Bezug auf A, B als Gränzpunfte gefchnitten wird, 
wobei zu bemerken ift, daß diefes Verhältuiß nach der verfchiede- 
nen. Lage von: C in Bezug auf A, B pofitiv und negativ feyn 
fan. D fey ein vierter Punkt in der in Rede ſtehenden Linie, 
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und folglich AD:DB das Verhaͤltniß, nach welchem AB von D 
im Bezug auf A, B als Gränzpunfte gefchnitten wird; fo iſt dag 
Verhaͤltniß zwifchen den Verhaͤltniſſen AC CB und AD: DB, 
oder das Verhaͤltniß ' j 
—— AC AD 

CB'DB 


das Doppelfchnitts-Verhältniß, nah welchem AB von 
€ und D in Bezug auf A und B als Gränzpunfte gefchnitten 
wird. Mehrere Säte über foiche Verhältniffe hat Moͤbius in 
feinem trefflichen Barycentrifchen Calcul (Keipzig, 1827.) ©. 243, 
— 265 bewieſen, und deren Anwendung in der Geometrie gezeigt. 
M. f auch den Art. Vielecksſchnitts-Verhaͤltniß i. d. 3. 


Dreieck. Das ebene geradlinige Dreieck hat eine große 
Menge merkwuͤrdiger Eigenfchaften, von denen im Artikel Dreieck 
im erften Theile diefes Woͤrterbuchs fchon mehrere bewieſen wor— 
dem find. Die Zahl derſelben iſt aber durch neuere Erfindungen 
fehr vermehrt: worden, und es haben vorzüglic) zwei deutfche Ma— 
thematifer: Erelle und Feuerbach, um diefe einfache Figur 
ſich fehr verdient gemacht: M. f. Erelle: Ueber einige Eigen- 
ſchaften des ebenen. geradlinigen Dreiecks, Berlin, 1816, und 
Feuerbach: Eigenfchaften einiger merfiwärdigen Punkte des. ge— 
radlinigen Dreiecks. Nürnberg, 1822, Die von viefen beiden 
Mathematifern gefundenen Süße hat C. F. U Gacobi.in 
einer guten Gelegenheitsfchrift (De triangulorum rectilineo- 
rum proprietatibus quibusdam nondum satis 'cognitis. Num- 
burgi, 1825.) gefammelt, fyftematifch geordnet, zum Theil neu 
beiwiefen, und mit eignen Bemerkungen vermehrt: Auch ſ. m. 
Carnot: Geometrie der Stellung, a. d. Franz. von Schu- 
macher Thl. I, u. II. Altona, 1810, Strasjnidi: Das 
geradlinige Dreieck und die dreifeitige Pyramide nach allen 
Analogien dargeftellt. Wien, 18277, Metternich: Geomes 
trifche Abhandlung “über die Theilung des Dreiecks durch drei 
Linien nad) beftimmten Richtungen, Mainz, 1821. Erelle: Samm- 
fung mathematifcher Auffäße und Bemerkungen, Berlin, 1821. . 
Kroll: Aufgaben über ebene Dreiecke, worin Summen oder 
Differenzen von Seiten oder Winkeln gegeben find. Halle, 1826, 
Strehlfe: Aufgaben Ib daß geradlinigte Dreieck. Königsb. 1826; 
die befannten Sammlungen geometrifcher Aufgaben von Meier 
Hirſch und Puiffant, die mathematifchen Journale und den 
Artikel Trigonometrie (19,) und Transverfale in -diefem Woͤr— 
terbuche, wo man aud) nod) einige hierher gehörende Schriften 
angeführt findet, Ueber die Formel für die Area des Dreiecks 
aus feinen drei Seiten f. m. die. befondere Schrift: Ueber die 
Berechnung der Dreiecfsebene aus ihren drei Seiten von J. 3. 
% Hoffmann. Aſchaffenburg, 1813,, und von ältern Werfen 
D. Schwenterd Geometriae practicae novae et auctae 


Traetatus II. Nürnberg, 1623, ©, 111—118,, und C. Cla- 
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vii Geometria practica. Lugduni, 1607, p. 158 — 161. wo 
fi) aud) ein fonthetifcher Beweis (f. Thl. I. ©. 933,) der For» 

mel findet. Es kann nicht unfere Abſicht feyn, in gegenwärti« 
gem Artifel alle neuerlich ‚entdeckten Eigenfchaften des Dreiecks 
zu fammeln, weil dazu ein befonderes Buch erforderlich feyn 
würde, und diefe Säße, wenn ich mich fo ausdrücken darf, wie 
fo manches Andere in der Mathematif, doch eigentlich bloß zum 
Luxus gehören, ohne daß ich. denfelben hierdurch ihr wiffenfchafte 
liches Intereſſe im mindeften fchmälern, namentlich ihren großen 

Werth für die Geiſtes-Gymnaſtik abfprechen will, Nur Einiges 
des MWichtigern, vielleicht weniger Bekannten, follen die folgen- 
den Blätter aus diefem großen Neichtbume ausheben, _ 


1. Am meiften find die fogenannten Scheitellinien des Drei- 
ecks unterfucht worden, worüber im Artifel Dreieck im evften 
Theile die Nummern 13, 14, 15, 16 nachzufehen find, Nach 
einer Bemerfung von Gauß, die man in Carnots Geometrie 
der Stellung, Thl. UI, ©. 363, findet, Täßt fi der Satz, daß 
die drei von den Spigen eines Dreiecks auf die Gegenfeiten ge= 
fällten Perpendifel, d. i, feine drei Höhenlinien, ' jederzeit in ei- 
nem Punkte zufammentreffen (Dreieck. 14), hoͤchſt einfach auf 
folgende Art beweiſen. Sey ABC (Fig. 20.) das gegebene 
Dreieck; die drei Höhen feyen Aa, Bb, Ce. Zieht man nun 
durch A, B, C Parallelen mit der Gegenfeite des gegebenen 
Dreiecks, wodurch ein neues Dreieet A’B’C entfteht, fo it, weil 
z. B. AA’ und BB’ Parallelogramme find, CA'—= AB, CP’ 
== AB, alfo CA’—= CB’, Ganz eben fo erhellet, daß BA’—= 
BC, AB=AC if, und die- drei Höhen des Dreieds ABC 
find folglich drei auf die Seiten des Dreieds ABC" durch) deren 
Mitten errichtete Perpendifel, welche fi) nad) einem Satze, der 
ſchon in den Elementen angetroffen wird, auch im Art, Dreieck 
(43.) bewieſen ift, in einem Punkte fchneiden, 


2, Daß die von den Spigen A, B, C (Fig. 4.) eines ' 


Dreiecks ABC nad) den Mitten a, b, © der Gegenfeiten gejo- 
“genen Linien Aa, Bb, Ce fid) in einem Punkte fhneiden, mag T 


am einfachften auf folgende Art bewiefen werden. 

Sey Ab — Ch, Ba — Ca, Man ziehe-Aa,. Bb, welche 
ſich in © ſchneiden. Zieht man nun CO und verlängert felbige 
bis ‚zur Seite. AB, fo iſt zu zeigen, daß AB von CO halbiert 
wird, oder. Ac—=Be if. Nach der Vorausfeßung ift. /ABa 
— AJACa, ABOa=4C0a, woraus durd) Subtraction JAOB 
= JAAOC, und ganz eben ff JAOB—= BOT, alfo JAOC 
—= ABOC folgt: Lettere zwei Dreiecke haben einerlei Grundlinie 
CO, alfo, in Bezug auf diefe Grundlinie, auch gleiche Höhen. 
Die Höhen der Dreiecke AOC, BOC in Bezug auf CO ale 
Bafis find aber: zugleich die Höhen der Dreiecke ACe und Ble 
in Bezug auf Ce als gemeinfchaftliche Grundlinie. FSolglic) har 
ben auc) die letztern zwei‘ Dreiecke einerlei Grundlinie Co und 











* 
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gleiche Höhen, und find alſo einander gleich, d. i AM40e = ABCe, 
Nimmt man aber Ac und! Be als Grumdlinien diefer Dreiecke 
an, fo haben diefelben- einerlei Höhe, und es müflen folglich, da 
fie einander gleich find, auch ihre Grundlinien einander gleich, 
d.i, Ae=Be feyn, w. z. b. w. ph * 
Da, wie wir vorher geſehen haben, FAOB = JAOC = 
ABOC, und, wegen Ae—= Be, Ab=tCb, Ba=Ca, 
AAOc = ABOe = 4 4AOB, JAOb = ZCOb —=+AAOC, 
ABOa = 4C0a = 4BOC it; fo it JA0c = ABOe— 
AAOb = ACOb—= ABOa = 4C0a; folglich z. B. JAOC 
 =MA0e, CO=2.c0, und eben ff BÖ=2.b0, 40 — 
2.20, oder Cc=3.c0, Bb=3,b0, Aa=3.20, 


Es iſt 


AO BO co 
Atsr@er? 


RER Oa Ob: , Oe 
u. rn + Grit 
sie aus dem DVorhergehenden unmittelbar folgt, 


3. &o wie man den Inhalt eines Dreiecks durch feine drei, 
Seiten darftellen fann, fo fann man denfelben auch durdy feine 
drei Höhen ausdruͤcken. ft nämlicdy immer ABC das gegebene 


alfo, weil befanntlih | a, | — 
A4=4l(a+b+ce)b+c—a)(a+c—b)(a+b—c) 
ift: 
* — . anf, 1 a\(1,1 9 
Hal (G+srGte Tara user 


und, folglich, wenn wir der. Kürze wegen die reciprofen Höhen 
=p,g,r feßen: | | | 








4 => * * * * 
———9——— 
Fuͤr pP Hi x = 20 elgiebt ſich leicht: 
1 
de 














i 4Y 0(6—p)(o—g )(o—r') 5 

Dezeichnen wir die Area eines Dreiecks, deſſen Seiten die reci- 
* Dem des gegebenen Dreiecks find, durd) ', fo ift be- 
anntli 





I=TYo(e—Pp) (-g)(°—r) ; 
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olgli immer Bere or 
folglich BR a 

Auch durch die, drei von den Spigen io Veh Mitten 
der — gezogenen Linien laͤßt vr der Inhalt des Dreiecks 
ausdruͤcken. Die Seiten des Dreiecks ABC (Fig. 21.) feyen 
jet 2a, 2b, 2e, und die durch A, B, O nad) den Mitten der 
Gegenfeiten gezogenen Linien feyen a, ß, y. In Fig. 22. iſt nun 


a? > a? —4c? — * @?.-a? — 4b? 

cospy= a 3 eos (180° y)=— copy = a, TREE 

240 - ulm, de bla. 
Wir haben alfo — — 


a? = 2b? + 20? — a2, a? + a? = 2b? + 2er; en 
f =: + 20? — b2, b? + A? = 20? + 222; — 
= 2a2 + 2b — 02, c? + y? =2a? + 9°; 
wodurch zugleich die Linien @, 6, y durch die Seiten des Dreiecks 
ausgedrückt find. Eliminirt man e aus der erſten und dritten, 
ſo wie aus der zweiten und dritten Öleichung, fo fommet: _ 
a? + 2y? = 3a? -+6b?, ß? + 27? = 6at dab? 
und — durch Elimination von b: . REES er we 
20482 PD ar 2 2. DEE “a 
Um alfoa, b, ce duch a, ß, y auszudrücken j dat n man: 
ah Aa len ae na os — — 
Denkt man ſich nun die Burke A gehende ih vr * —— 2 
ecks gezogen, und. bezeichnet die durch dieſelbe gebildeten Abfchnitte / 
der Grundlinie auf der rechten und linfen Seite bet or * J 
IE sand 2a—x, fo ift Yo 


pr =Abt ⸗x⸗ = — (a—2)?, 


4 
er, 
2 


= ‚= 











woraus leicht 





a? +b?—.c2 . x ; —— 
> ET ’ Y ” | * 
a? + b2— c?\2 — -aihbtmeN, i 


alfo, wel ay if, 7 
d= Aa?b2? — (a2 +b?— 02)? EIER, B x 

folgt. Seht man num. für a ‚ b, e ihre obigen Ausdruͤcke irc 

a, ßı y, fo wid: 





2002: B? +8a2y2 4882, Beten dot 








N — 3 — 
262 — 2,2 _ 1082 y? a 4 
(a2,+b?— ey 2a ß 2 y?—1 —* — + — 
42* 180° R: + 180? y2 + 188? 72 — 92? 994 9,4 
Bi ’ 
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BESTEN, #203 ehr 
9 
„da NOT IETEEN, p2 — — 
9 








e ji / EIGENE 








® a 142 —(a—P)?} 
* 9 


— 





——— —— 
9, 
—— EICH =) («+ 7—P)(e + B— le » 
oder, u an Sol a+ß+y=% ſetzen: 
4=4VV@ Ze Per). 
At der Anhalt des Dreiecks, deffen drei Seiten die von den 
 Spigen nad) den Mittelpunkten der Gegenfeiten gezogenen Linien 
a, ß, —F ſind; ſo iſt 
Aus — #4‘, 34 5 — ar. 
Behält A die ihm in (3.) beigelegte Bedeutung, fo ift 
1 ; 3 
Ir Ian 
oder 4" =, fo wie nah (3.) IL —=+ iſt. 
Aus dem Vorhergehenden ergeben fic) N unmittelbar Aus⸗ 
druͤcke fuͤr die Entfernungen des gemeinſchaftlichen Durchſchnitts⸗ 
punktes der drei Scheitellinien in dieſem Falle von den Spitzen 
des Dreiecks. Iſt nämlich © dieſer gemeinſchaftliche Durchſchnitts⸗ 
punkt, ſo iſt 
OA = 30, 0B=3B, 0C=3r; 
alſo 











OA = 2Y 2b? +20? —a?, 
OB = 3Y 2a2+2c?—b? , 
OC = 32a? + 2°? —c? 5; 
oder, wenn a’, b’, e' die ganzen Seiten des Dreiecks bezeichnen: 
oA— 2Y 4b? Kic?—4a?2 = 4/2b?+20?—a?, 
oOB= 2Y Ya? ic? 4b’? = +7 2a’? +2c?—b’? , 
OC =3Y Ha? +72? = 42a? + 2b? —c?. 
Nach der in der Figur angewandten Bezeichnung iſt nach (2. 3; 
IF OA = 40A, OB = 10B, 0C’ =140C, 
U woraus ſich auch leicht Ausdruͤcke für OA, OB‘, oC — 


5, Man gelangt zu der” vorher gefundenen Formel aud) ar 
folgende Art durch eine fehr einfache Couſtruction. Sey AB 
(Fig. 23.) das gegebene Dreieck. A, B, C feyen die * 
der Seiten, und AA’, BB‘, CC die. von "den Spitzen nad) den 


Supplem, zu Klügels Wörterb, I. u 
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Mitten der Gegenſeiten gezogenen Linien, welche fih in O fehnei- 
- den (2%). Durch A’ ziehe man mit BB die Parallele Koh iſt J— 
AD; BB— AC:BC=1:2, AD—=ıBB. u 
Macht man nun ATD= A’D und zieht A’B', fo entficht o * 4 
bar das Parallelogramm, BB/A’A”, in welchem A —— — 3 
— A'C, und auch BA” der A’C parallel iſt. Zieht man. ve 4 
fo ift diefe Linie offenbar der Linie AB (welhe = +AC if) 4 
parallel und gleich, und in den Dreiecken ABA”, CA’C' "find alfo ° 
zwei Seiten und der eingefchloffene Winkel gegenfeitig gleich, diefe 
Dreiecke folglich congruent, alſo AA’—= CC, Man fieht alſo, 
daß das Dreieck AA'A’ aus den Seiten AA — a,AN—= 
BB —6, AA — CC —y gebildet ift, fo daß, winn ir wie 
vorher ſeinen Inhalt —=4" fehen, 4 





A" = 41 le+B+NP+rY—e)a+r—P)l+ — 1 
iſt. Nun iſt aber en, (2) el RL aiſo ich 
BD —+AR, AD = AB + 4AB — —— 
3AC; folglich AAAD ie — De dem Dbigen | 
und nach der Borausfeßung JAAD = +JAAA = — 44", j 

/AAAC=3AABC= 44, Folglich 
i ey 95° d=44, d=$ 
d. i. nach dem Dbigen 


=4l le + +N)R+rY— )e+r7— MEHR DE 

wie in (4.). — 
6. Wendet man die fo eben ‚gezeigte Eonftruckion mehren R 
Mal hinter einander an, fo entfieht eine Figur, wie die in Fig. 24, 
verzeichnete, Die gleichen Winfel find in diefer Figur, in welche 
fh Jeder auch ohne‘ befondere Erläuterung leicht finden wird, 
durch) gleiche Zahlen bezeichnet. Daß man durch diefe Conſtru⸗ | 
ction zunächft immer zwölf, in der Figur ſchattirte, Dreiede u 
hält, welche den ganzen Naum um A ausfüllen, erhellet augen 
blieklich darang, weil die Winkel (1) (2) (3) (4) (5) (6) eg 
Summe der Winfel des Dreiecks ABC ausmachen, wie ebenfalls 
aug der Figur erhellet, folglich | 





DEF H+SH (6) = 1800. J 
iſt. Der ganze in der Figur ſchattirte Naum iſt nad) (4.) und 
(5.), wenn wir wieder er 4, 4J4AC = * * — 

a ; 


310 
*77 410° 4a 2 qır® — 


F 
—— 


et _ 
ehe + 
312 IR: 





—1 
12 412 — 312 
———— —— —4. 
J 7 


412 —— 3.4.4 R 





J 


., 


Denkt man ſich die vorhergehende Conſtruction ins Unendliche 
fortgeſetzt, ſo daß man nämlich mit derſelben nicht bloß einen 
- ganzen Umlauf, fondern mehrere hinter einander vollendet, fo ift 
die Area des ganzen auf diefe Weife gebildeten Raums - 
— 377.39 238 72: 2 
zul 4 
4 


d. 5. dem doppelten ganzen gegebenen Dreiecke ABC gleich, Durch 
diefe Eonfteuction werden alfo die Glieder und die Summe einer 
irns Unendliche fortlaufenden geometrifchen Reihe auf eine. fehr 
‚einfache Weife geometrifch dargeftellt. Das erſte Glied diefer 
Reihe it = +, der Exponent = % — 
7. Wird in. Fig. 25, der Winkel A des Dreiecks ABC 
durch die fine Aa—a halbirt, fo iff, wenn wir die ganzen 
Seiten des Dreiecks durch a, b, eo bezeichnen, nad) einem Des 
kannten geometrifchen Gate; ——— 


b:c=a— *3 





— ab 
a 7 ER TERRY 
Aber ; 2 + 2 2 2 2 ( )2 
a en ST ER N u 
coszA ver Zac 7 - Rab } 


folglich, wenn man für x und a— x die gefundenen Ausdrücke 
etzt: 

ſet 0=be(b+ e) — a?(b+ co)? — abe, 

und hieraus, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchftaben ; 


_beib+o%—a?) _ befa+b+ ob +c—a) 


a? - 











(b + c)? F (b+e)2, . ’ 

= ac/(ä+ e)?—b?} äac(a+b+c)(a+c—b) 
(are)? (ate)? . 

„ _abf(a+b)?—c?} _ äbla+b+c)(a+b—e) 
RT. ot Tarbja 


Nach dem Art, Trigonsmetrie (16.) ift 

AbcecostA? = (atb+c)(b+c—a), 
Aaccos#B? = (a+ b+ c)(a+c—b), 

dab cos;0? = (a+b+c)arb—ec). 9 


Folglich 
2becost!A _, __2accosıiB ‚2ab cosiG., 
— — SC FTIR 
up. bostAcos#Beosil 





Br Batb2c2 (a+b)(a+e)(b+ ec) % 
Auch ift nad) dem DObigen 
9y 2 
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ar (@+b+ 9 RE EN u 








bie FR (a+b)’(a+c)’?(b+c)? 
d. io, wenn wir den ‚Supalt des Dreiecks durch 4 Gran 
a? B?y- | A6la+b+ 0)? 4? 





2 b?c?  (a+b)’(a+e)?(b+c) 
a Prlae+b)(ate)(bre) 
* dabe(a+b+c) 
Folglich auch, wenn man nach dem Obigen 
apy — 2abce costA cos$B cost 
4abe (atb)(a+e)(b+ c) 




















fegt: iS. 
Fo 2abecos+A cos+Bcos4G — 
Den Fr WERT", a2 10 
(a+b+c4 Aa 
' ıt — =, 
> !A cos+B cos 30 = | [ae | ; ” 
Nach Trigonometrie. (10,) ift auch Re Sat 
a _ .sin4A bh...’ sindB TR ‚siniG. — 








b+e” cos3(B—C)’ a+ec es4a—0)” ana cos4(A—B) 
Folglich ur : 
__ 2besin 4A cos var N sinä' 
acos+(B—C) ” acos+(B—C)’ 
2acsintB cos1B acsinB 
Re boos2(A—C) — Bess: AO’ 
Bea! 7 
2ab sin 40 c0s+G PR absinG. 
af ecos4(A—B) ccost(A—B) ' 
Alſo auch, wie ſich hieraus leicht ergiebt: 
NE bsinG cesinB _ 
— cos GC) " cos4B—-C)’. 
* esinA x asinG 
a cost{A—C)  cost(A—C)’ 
asinB bsin A 
— SosalA—_B) c0ost+(A—B) ' 


Durch Divifi om folgt hieraus: 


bsinC cos4(A—C) _ sinB cos#(A—C) 
esinA’cos}!(B—C) — smA'cost(B—C)’ 
‚bsinG cos4$(A—B) _ sinG cos4(A —B) 
asınB’cos4(B—C) “ sinA’cosi(B—C) 
_ esinA RR ER —B) _ sinG cos4(A—B) x 
— asinB’cosz(A—C)  sinB’ cos}(A—C) 28 * 


Man ſieht hieraus z. B., daß in zwei aͤhnlichen Drelecken, — 
‚denen @, 6 und ©, By, y die die Winfel —2 Einien 


d, 


J 
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uͤberhaupt 


iſt. 

Faͤllt man, wie in in Fig. 26., auf die drei de Winkel hal- 
birenden Linien von den Spißen des Dreiecks die Aupennitel 
‚AC, BA, CB’, AB,, BC,, CA, ; fo iſt 

> AA = ccos}A, AA, — beosiA ; 
BB’ = acosiB, BB, = ccos!B; 
cc = Rosi, CC, = acosiC ; 


.@: B: ym=«d:f:y 


folglich 
AA’.BB. 
AA,.BB, 2 
alſo nad) dem Obigen 
a4 AA'-BB/.CC’ _ AA,.BB,.CC, 
en. nee Sur 
Durch Verbindung der obigen Gleichungen würde man noch 
manche andere — Form wegen mertwuͤrdige Ausdrucke finden 
koͤnnen. So iſt z. B. 


OFT = — a4b2+e2+2be, 


& 2 2 * 
— =, a?—b?’+c?+2ac, 


— 4 
ab jr n 
alfo, wenn man addirt: 
e?(b+c)? , B?(a+ec)?., y’(a+b)? 
be + * ab 
— a?+b?+c0?+2ab +2ace+?be = (a+b+ec), 


and He Hut Html) 
ER ei r 
a aa) 


BILRREEN, ö 

Wir haben oben a, ß, durch a, b, ec dargeſtellt, uͤber⸗ 
haupt zwiſchen dieſen ſechs ——— ing" Gleichungen gefunden, 
Die umgekehrte Aufgabe, nämlih a, b, ec, durch «a, P, y 
auszudrücken, macht eine weitläufige Elimination nöthig, und 
die Nefultate fcheinen fehr complicirt auszufallen. 

Um die Abftände des Punftes O von den drei Spitzen des 
Dreiecks zu finden, ſuche man zuerſt den Halbmeſſer des in das 
Dreieck beſchriebenen Kreiſes, welchen wir = ſetzen wollen. 
Fuͤr denſelben iſt offenbar 


eis abe cos4A cos+Bcos4( ; 
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nn darbre) Bee 
Nun ift 6 


alſo, wenn man für sin+A feinen bekannten Ausdruck durch die 

Seiten des Dreiecks ſetzt, zugleich mit gehöriger Vertaufhung der 4 

Buchſtaben: & — —1 
ro — Yrels—a) _ybelb+te=a) 
1 

__ Yasls—b) _ yaclatce—b) 

— = -f atbte ? 


. co - Pr - er a. 











Alfo 


10480400 = Niee=a) + Ye@—by4 IT 








Ys 
Nach dem Obigen ift RN a 
u 2Ybes(—a) _\2Yacs(s—b) 2 Y abs (s— c) ö we 
Erg FT, a en arb a 
alfo ' : SEE 
ER. RS RN. 
AO Tb+re’BO are’ COTar+b' 
Folglich — 
| AO , BO , CO _ 2(atb+e) 
SCHEN TEN Re 2s ng 


d, ir, weil a+b +0—=2% if: 
KAO.BON, 00 
— 
ae Aa, Bb,ıC Ä 
a e 
Ä | into 
ift, fo ergiebt ſich augenblicklich, durch) Subtraction: 
Oa ‚Obi, Oec ar i 
ATuroma —— 
Oa, Ob, Oe ſelbſt erhält man, wenn die bekannten wi 0, 


CO von den. ebenfalls befannten AA—a, Bb=Pß, Ce=y | 
abgezogen werden. * 


8. Wir wollen nun auch einen Ausdruck fuͤr den Flaͤchen⸗ 
inhalt des Dreiecks abe (Fig. 27.) fuchen, wenn Aa, Bb, 
Ce die Linien find, welche die Winkel dd Dreiehe ABC Ö hal: 
biren. Der Radius des in das gegebene Dreieck befehriebenen 
Kreiſes, deffen Mittelpunkt befanntlicy O ift, ſey wieder =g 
fo daß alfo in der Figur Or=Ob = Ole il, Es 
nun offenbar } BR tr 






ı 
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Oa = esecaDa’ = esec(}A +1C— 90° 4 +1C) 

—- esec (2A + 1B+1C— 90 — +(B—C)), 
die, zugleich mit gehöriger Vertaufchung der Buchſtaben: 
Oa=gsec4(B— CO), Ob=esec4(A—C), Oc=osect(A—B). 

Faͤllt man ferner von a, b, ce auf-Bb, Ce, Aa die Perpen⸗ 
dikel aa”, bb’, cc” ; fo iſt offenbar N 
aa’=Oassint(A--B)=gseci(B—C)sint{(A+-B), 
— Ob. sin B O)=gsec+(A— O)sSin BC), 
ceOc. sin 4 0)* esee ⸗B)⸗ain (a 0) 3 
folglich, weil 
Aabe = gaa”.Ob-+3bb”.Oc-+-cc”.Oa 





iſt: 
— =  sec#(A—C)sec#(B—C)sin2(A-+B) 
— 4 sec4{A—B)sec#(A— C)sint(B+ C) 
Ab Sec B-GQMsec (A—B)sini(A+C). 
er 


sin$(A+B)cos4(A—B) = 4(sinA+sinB), 
| sin2(B+C)cos#(B—C)= i(sinB+sinC) , 
sin#(A+C)cos3(A—C)= 4(sinA+sinC). 
Folglich, wenn man fi) ‚die Secanten durd) die Eofinus darge- 
ftellt denkt: 


RE N sinA-+-sinB-+ sinG 
=. 


"c0s4(A—B)cos+(A—C)cost(B—C) ? 
oder nad) Trigonometrie (18.): 


20? cos4A cos4B cos 1G 








Aabe = e0s3 (A—B)cos}(A—C)cos+(B—C) 
Nach (7.) iſt | 
5 aßy cos$A cos+B costC 





Sabesin4A sin4B sin 07T cos4(A— B)cost — cos} (B— 05: 
folglich) 


BR aßyo? 
abS 4abc sin+A sin4Bsin+G * 


Aus einer einfachen geometrifchen Betrachtung ergiebt ſich auf, 
der Stelle wie in (7.): 


4d=%larb+c),e= 





st PATE 
Be a+b+c’ 
folglich) | 

apy 1? 
abe (a+b-+ c)?sin4A sin4B sin ‚6‘ 
Uber, wie Teicht erhellet: 
24 = a(b+e)sintA = P(at c)sin!B = y(a+b)sin!G, 
84° 

aßy(at+b)(a+e)(b+c) 


Asahc = 








sin4A sin#4B sintG = 


alfo 


ee ——— 


Yan. a2 ß2y? (a b)(akc)(b+e) 
—* ne 
Ferner iſt nach (7.) 
















ea? #?y°(a+b)(a+ e) (b++e) Yabe A ? 
Sabe(a+th+c? 4“ arbhar)otg)' - B 
— Be N, — 
wi 2abe A 





‚Grba+ro)b#g" ! —A 
Durch einen ſehr —— sigenemtifen Calcul fin ® 
det Jacobi a. & D. (p- 10) din 

Aabe = — ER | 
— — 

Von der Uebereinftimmtung beider Ausdrücke kann man J Bun 

einfache Rechnung überzeugen, 

Nach. (7.) it auch noch 








— abo sin A sin Bsin 
RL Costa B)cos}(A— —C)cos!(B— — 
Aber 
241= absinG = aesinB = besnA, 
a 841° = ahc.abesinAsinBsinG 5; 
; folglich 


82 


— — o0s; — cos} A— ©) 48-0)’ 


3 
Hi ALTEN En ETOESÄTTTT (B-(). 


9. Bezeichnet man die den Seiten a, b, e eines Dreiecks | 
enffprechenden Höhen wie in (3. ) wieder durch pP, 9, 8, fo fin⸗ 
dee man leicht F 




















„_ 4arb?—(a® +h2c2)2  4a2 cr (a? +e2—b2)2 
ua 4a? * A 
a Ab? o2—(b> +0? —a2)? _ 4b?a? — (bi ra? en)? 
< re, = we 
48 „ 802 a2 —(e? +a? — 40? Be 

4c? 4c? 








wodurch die Höhen durch die Seiten ausgedrückt find, an 
kann dieſe Ausdruͤcke auf bekannte Weiſe auch leicht in — en 
zerlegen. - Um die Seiten durd) die Höhen SO DEE, * man 


»=sbyza,b=ra, e=2a. 
Nach Trigonometrie (9.) iſt 


— ———— 
4a? b? 


— 
— 


sin? = 





und offenbar 
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p=bsinc, p? = b’sinC? ; BR: 
alfo S — ine. 
-4a?p? = 2{a?b?++a?c?.-b?c?) — (a?+b?+c*) 
PT? A 1 1 Be 
tete tete 
Apr = a2 (2(p?d?+p2r?+g?r)—ptrgt4+rt)}, 
wenn wir die veciprofen Höhen durch P, q, X bezeichnen, Alfo 














99°, 4.7 

en 14 - = }) 
Y2(p?q?+p?r°+g?r?) — (p*+g*+r*) 

" el 29 

b= * ’ ‚ [4 F [2 * F 2 
Y2p?g?+p?r?+g?r?) — (p*+g*+r*) 


E | 2%r ; 
‚Y2p?g? +p?r?+g?r?) — (p*+g*+r%) es 
10, Sind in Fig. 38, AA’, BB’, CC die drei Höhen 
des Dreiecks ABC —= ZT, fo wollen wir nun auc) den Flächen- 
- inhalt des Dreiefd ABC —=L zu beftimmen fuchen , indem 
wir die Seiten diefes Dreiecks durch a’, b’, eh bezeichnen, Sehr 
leicht erhellet die Aehnlichkeit der rechtiwinkligen Dreiecke BAB', 








CAT, Daher ift. 
* AC:AB = AC': AB’, 
und folglicdy offenbar aud) JAB'C » AABC. Xlfo 
AB:BC — AB':B’C’ ; 
c:a = cecosA:a’, a =acosÄA. 


olgli ’ 
5 ER a’ =acosA, b’=bcesB, "= ccosC; 
oder, wenn man für die Cofinus ihre Ausdruͤcke durch die Sei— 
ten des Dreiecks ABC fest: 
— atb?-+c?—a?) b’ 2 b (a? +c?—b?) r _‚efa?+b?—.c?) 
* 2bc RE 2ac AR u 1 
Hieraus folgt leicht: 
2a?b2 + 2a2c02 + %b?c? a — HB — cc 























a +b+ ‘= SIDE 
2ab . 8 i 81? 
— — 2— m, 2 — — 
—— sinC re b? sin G? — 
Lea (a?+0e?—b2)(a? +b?— ec?) 
| b+ec-.= 2abe » 
ren (b?+c?—a?)(a?+b?—c?) 
a+ce—-b = ER Tea, 
a+b'—c & (b?+c?2-—a?) (a? +c?—b?) .. 14 ? 
en m 2ahc , “ 
Alſo ⸗ IR 


1612 = (@ ++ )bL — 
(b? + c? —a?)? (a? ++ c? — b?)? (a?-+b? — c?)? 4? 
Br ' a*b* c*+ ; i I”. 





a. | Dreieck. 


(b? +.c? a) (a? +c?:—b?)(a? + hir &, 
da? b? c? x 
b? + c?—a? a?+c?—b? URS PRAT.. 24 * 
er TEE RE De 
= 24c0sA cosBcosG, FRE 
welches lauter fehr einfache und merlwuͤrdige Deatione { nd. 3 
Nach PR ug Me e. 
= NER 5 — k 
fofgtich, ‚ wenn wir | BR 
(b? + e: —a?)(a?+c?—b?)(a? sr — 
16a?b? c? 12 Ä 
ſetzen, bloß in ‚den drei Seiten des e gebenen Dreisds ausge. 
druͤckt: 
= — 12 Fo bre) age 
Die Entfernungen des Punktes O von den Spitzen vs 
Dreiecks erhaͤlt man leicht 9 folgende Art. Es iſt 


’ et? ma? ’ BEER, 24 
AB’= — * IE ;„ AA’ “an . ; 


Aber offenbar | RR. 
-AU:AC = AB: AO, AO = DAB 





0= 







































AA 
Folglich, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchflaben: 
a(24602222 —_b(a? +c?—b?) c(a? +b?-.c?) 

AO= 44 R Bo— 44 ; — — 
Alſo auch Sr: 
AO __a?(b?-+c?2-a?) BO__b?(a?-}c?-b?) co — — 
ART 8.12 BR“ Ba N Te 
Folglich 


AQ, BO co 
water 

_ 2latb’-Ha?o? yb? ce?) — (a + b4 — 52 
8412 





1 


Aber nac dem Vorhergeheuden 
4164 = te c?+h2c?) — are. 
olgli 
Sotglich = BO ,co_,, — 
art Br ws —— 
ab / Be. 
AA Bw — = 1 . i 8 
Auch iſt ee 
s £ — — 
AO.AA = — re 
a?+c?—b? 


BO.BB’ = 7 * 








Folglich 
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c0.cC = ie \ 


AO.AA' + BO.BB’ + CO.CC = — 

11. Es moͤgen ſich nun einige allgemeinere Saͤtze hier an— 
ſchließen. Beſonders wichtig iſt folgender Satz. Wenn in Fig. 29, 
Aa, Bb, Ce drei beliebige durd) einen Punkt O und die 
Spigen des Dreiecks ABC gehende gerade Linien find, fo ift 
immer 5 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch . 


Er man nämlich durch O mit den Seiten des Dreiecke die 
arallelen aß, By, ya’; fo iſt 


m — m — 


Aber 
AP ACC _ BC, By AB, 
Bu BO Ay ABER TAG“ 
Aß'.Co’.By’ _ AB.AC.BC 
C8.Ba.Ay  AB.AC.BC 


Folglich nach dem Vorhergehenden offenbar auch 
Ab.Ca.Bc _ Aß'.Co’.By’ __ 1 
— CBBa Ar 8 
Ah.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch. 
12. Auch ift immer 
sin CAa sin ABb sinBCc = sin BAa sin CBb sin ACc . 


Es ift nämlic) 





—— 





Ca _ sinCAa Ba sin BAs 
BC sinCaA. AB: — 
Ab sinABb Ch sinCBb 


— — —— — — 


Be _sinBCe Ac _sinACc _ 
CB — sinBcC’ TA — sinAct * 

Aber nad) (11.) 

‘ Ca.Ab.Bc Ba. Ch. Ae 


AC.BA,CH — 





Folglich auch 
sin CAa.sinABb.sinBCe _ sin BAa. sin CBb. sin Ace 
sin CaA.sinAbB.sinBcC T sin BaA,sinCbB.sin AcC " 








en | ER Dreieck. 


Weil aber zwei zu 1800 ſich ergänzende Winkel jederzeit gleiche 
Sinus haben, fo find die Nenner diefer beiden Brüche, und 
folglich ihre Zähler einander gleich, welches die zu beiweifende 
Gleichung giebt. RT EEE a 

18. Deide fo ‚eben bewiefene Lehrſaͤtze Iaffen ficy auch um- 
kehren. Sind nämlich) im Dreieck ABO vie Linien Aa, Bb, 
Ce fo gezogen, daß — 






Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch = 
ift; fo ſchneiden Aa, Bb, Ce ſich jederzeit in einem Punkte, 
Bb und Ce mögen ſich in dem Punkte O fchneiden, und 
durch denfelben eine Linie AO gezogen feyn, welche verlängert 
die Seite BC des gegebenen Dreiecks in einem gewiffen Punkte 
a ſchneide; fo ift nah (11.) a 
\ h Ab.Ca’.Bc = Ac.Ba’.Ch. 
Nach der Vorausfeßung ift aber ie 
— Ab.Ca.Bce = Ac.Ba.Ch; 
folglidy duch Divifion | | cs 
ER Ca’ ; Ba’ Ca _Ca 
te, Ba?’ Bar. Ba? ; 
und, wenn man nun auf beiden Seiten die Einheit addirt: 
1 & 4, a Biroe Ber BO Be 
Ba’; Ba’ nr Bar..7 Bm Va = 
alfo Ba—=Ba', Folglich fallen die Punkte à und a’, alfo auch 
die Linien Aa, Aa’ zuſammen, und Aa, Bb, Ce, ſchneiden ſich 
alfo, fo wie Aa, Bb, Ce nad) der Eonftruction in einem 
14, Eben fo läßt fich Teicht zeigen, daß die Linien Aa, | 
Bb, Ce fi) in einem Punkte fchneiden, wenn diefelben fo gego- 
gen find, daß —— 
sinCAasin ABh sinBCe — sin BAa sin CBb sin ACc 





f ift, n ei A, R) 
Man mache die Conſtruction ganz wie vorher, fo ift nad 
+ eg { 5 Yu 
sin CAa’ sinABb sinBCce — sinBAa’ sin CBb sinACc. 
Hieraus und aus der Borausfeßung folge durch Diviſion 
sinBAa ,'sinCAa sinBAa _ sinBAa’ RP; 
sinBAa  sınGAa” sinCAa . sinCAa " J— 
ber: ie 
sinBAa . Ba sinBAa_ Ba’ u 
sinBaA AB’ sinBaA AB’ —— 
sinCAa _ Ca sinCAa’ Ca’ 
sinGaA) ,AC’ smQa AT ACC’ 
/ ’ ’ ’ ’ 
- Folglich durch Divifion, weil 
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BA Ce Be 
e sinBAa _ Ba AC sinBAa’ _ Ba’ AC 
|  sinCAa Ca’AB’ sinCAa’ Ca’'AB * 

Folglich nach dem Vorhergehenden 

Ba AC Ba’ AC Ba _Ba 
Ca’AB _ Ca’AB’ Ca Ca’ 
woraus num der zu beiveifende Satz augenblicklich, durch eine 4 
ganz ähnliche Schlußart wie in (13.) folgt. 
ER 15, Aus den vorhergehenden Süßen ergeben ſich nun zum 
Theil mit der größten Leichtigfeit fieben. verfchiedene befonderg 
merkwuͤrdige Arten, die Linien Aa, Bb, Ce fo zu ziehen, daß 
diefelben in einem Punkte zufammentreffen, - - 
1) Zieht man die Linien Aa, Bb, Ce fo, daß : 
Ab= Cb, Ca==Ba, Be = Ac 
it; dann iſt offenbar 
ET, Ab.Ca.Bce = Ac.Ba.Ch,, 
und Aa, Bb, Ce fchneiden fich alfo nach) (13.) in einem Punkte 
CM, vergl. 2.). i 
2) Zieht man die Linien Aa, Bb, Ce fo, daß die Winfel 

des gegebenen Dreiecks halbirt werden, fo folgt der Sat auf 
ganz gleiche Art aus (14.). i 


3) Sind Aa, Bb, Ce aufden Seiten des gegebenen Dreiecks 
fenfrecht, fo find die rechtwinkfligen Dreiecke AbB, AcC; CaA, 
CbB; BcC, BaA offenbar einander Ähnlich, und man hat alfo 

Ab AB .Ca _ AG Be _ BC, 
# Ac AC’ Ch BC’ Ba- AB’ 

ih en 

folglich Ab.Ca.Be 4 f 
A0.Chb.Ba 


woraus der Sat wieder unmittelbar nad) (13,) folgt, 


- 4) Zieht man die Linien Aa, Bb, Ce fo, daß 
Ab =Ac, Be= Ba, Ca Ch 
ift, fo ift ebenfalls 
Bi Ab.Bc.Ca = Ac.Ba.Cb,, 
‚oder 
Ab.Ca.Bc — Ac.Ba.Chb, 
und Aa, Bb, Ce fchneiden fich folglich nach (13,) in einem 
Punkte. Daß Aa, Bb, Ce immer auf die angegebene Art gejo- 
gen werden koͤnnen, ift leicht zu zeigen Geben wir naͤmlich 
-Ab=Ac=x, fo if U 
B=B=c—-xs,b=G=b-x; 
B+Gc=shb rc — x=a, 








718 ä Dreieck. 
N bie — — 
wodurch die Lage der geſuchten Linien beſtimmt iſt. * 
5) Man kann Aa, Bb, Ce auch fo ziehen, daß 
Ab = Ba, Be = Ch, Ca = Ac. 
iſt, indem dann ebenfalls 


Ab.Bc.Ca = Ba.Cb.Ac, 
Ab.Ca.Bc = Ac. ‚Ba.Chb 


ft, die Linien Aa, Bb, Ce ſich folglic) in einem Punkte 
fchneiden, 


Um die Lage der Linien Aa, Bb, Ce zu finden, mau 
Buch ax, G=k=ypabmbme; u 

fo ift | N 

yo, — — 

und durch Aufloͤſung dieſer Gleichungen erhält man: 


b+c-—a a+c-b "a+b-—c 
A er Dura ee 0. 


6) Wir wollen nun die Lage der Linien Aa, Bb, Ce Pr a J 
beſtimmen ſuchen, daß fie ſich in einem Punkte fehneiden , und 3 
die Winfel BAa, CBb, ACe einander gleich find. Da Aa, 
Bb, Ce fi) in einem Punkte ſchneiden follen, fo ergiebt fi, 3 
aus (14;), wenn man einen der genannten einander gleichen er 
Winkel =x feßt, zur Beſtimmung von x auf. der Stelle die 
Gleihung 
"sinx? = sin(A—x) sin (B—x) sin (C—2). 

Folglich, wenn man auf beiden Seiten mit sinx? sinAsinB 
sin O dividirt: 


cosec A cosec Bcosee C 
sin —— sin —— sin (C—x) 
sinAsinx 'sinBsinx ' sinCsinx R En er 
== (cot x cot A) (cotx— cotB) (cotx— cot 9— 
—* ER, — (cotA+cotB-+ cotC)cotx? 
+ (cotAcotB + cot AcotC+ cotBcot C) cotx 
— cotAcotBcotC . 


Der Eoefftcient des dritten Gliedes iſt 





= cotA (cotB+cotC) + cotB cotC n — = 


ER 'sin(B-+ C) Pr 
* use ++ cotB cotC — . 
_.c0osA + cosBcosG _ cosBcosG — cos(B + GI 

sinB sinG = sinBsinG 





weit A+B+C0= 180° if, Entwickelt man nun 1 conB+ 0), J u 
fo ergiebt fich auf der Stelle J 
cotA cotB + cotA cotC + cotB —— =1. 














Da nun ferner nach Trigonometrie (18.) 
cosecA cosecB cosecG + cotA cotBcotC 
17% * = cotA + cotB + cotC 
iſt, ſo wird obige Gleichung 
u * eot x⸗ — (cotA+ ** 4 —— (cotx? 4 + cotx, 
oder 
| 0 = (cotx? +1) Ve SE N rl) ; 
he daß alfo die Wurzeln unferer eubifchen Gleihung aus den 
iden Gleihungen 
cotx F1=0, cotx — cotA — cotB — cotC =.0 
beſtimmt werden muͤſſen. Die erfie Gleihung giebt cotx = 
+r—-1, welches zwei imaginäre Wurzeln find, Die einzige 
mögliche Wurzel ift alfo 
eotx — cotA + cotB + cotC, 
und hierdurch ift zugleich der gefuchte Winkel x völlig beſtimmt. 
Nach dem Artifel Trigonometrie ER it, wenn 4 die Area 
des gegebenen Dreiedis iſt, 
Zn a?+b2+c? 
: 4(cotA+ cotB-+cotC) ” 
Folglich iſt in den drei Seiten des Dreiecks ausgedruͤckt, da 
bekanntlich 4 ſich in den drei Seiten ausdruͤcken laͤßt: 

















cotx = — 
Hieraus ergiebt ſich auch 
eos 1⸗inx 1 ec) 
sinx2 ” i FR 1641? 9 
—— 161° 
sinxt" 


(a? +b2 + c?)? + 1642 " 
Aber nach (10,) 

164° = 2(a®b? +a?c?+b?c?) — (abc). 
Folglich 


24 











sinx = ’ 
Yatb? +a® c®-+-b?c? 
oder 
| TER a+b+ob+e—a)latc—b)(a+b—e). 
su=f‘ A(a®b? + a? ci + b* c?) 
Weil 

1 ; cotx — cotA = cotB + cotC 
if, fo iſt 

sin(A—x) _ sin(B-+-C) _ sinA 

sinAsinx  sinBsinG “ smBsinG ’ 


sin{(A—x) _ sinA sinA a? 
sin x sinB sinG ” be ’ 


alfo 


# 


ER Dreieck. 









# 


— sin (Aa) = = asia innen, sin (0-9= ins an 


Weil nun Bus * 
| Ba:Ca = ABAa: ACAa — sale: :bsin (Ama 4 n. 
ift, ſo iſt, zugleich mit gehöriger. Vertauſchung der ——— 
Ba:Ca = c?:b2,a: Ca=b?+e:: b? ; —— 
Cb:Ab— a?;o?, b:Ab m au Hi 
Ac:Be= b?:a?, c:Be = a? +hrsar, re 





folglich — 
e ab? ' be? cr. Cr 
Ca — h?+c?? Ab a? c?2? Be — a®--b? 3 rei * 
und auf Ähnliche Art: | Be 
ac? \ ba* eb? ——— 
Ba * b?re:? = — Ac => di 9 
A — | 
Ab.Bc.Ca = Ac.Ba, PETE TErET 
Auch iſt 9 
Ba: ka = = sinx:sinB. J—— 
Alſo, wenn man für sinx feinen obigen Ausdruc und  sinB= k 
7 pt: | | AR 1 
ac 3 ö a 











Aa ⸗ ———— — —— c — | 
Die Ausdrüce von Bb und Ce ergeben ſich hieraus von ſelbſt. 
Auch erhellet leicht, daß die Dreiecke BaA, Bao einander äh J. 
lich find, Daher it ä 

a? 


Oa:Ba == Ba: —— 


d. i. 





Oo —— a? es JA * * 
— — ei — F 
Aus der Aehnlichkeit derſelben Dreiecke folge N 


BO:Ba = AB: Aa, BO ogis.. 


! er. 
d. i. nach dem Dbigen — 























yo ac? 
; " Yaab2 ta: ot Ebro® 
Es iſt alle _ R 
ra — ei 
————— Ya®?b? ha? c?+b?c? a 
a? co? Be 
30 * As ER, 
Ya: b?--a? — — ae: 
2h2 — 
b.co = = 








Ya: he +a® ec? — — 


> 
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Folglich 
c.AO a.BO+t h. 60 * * SENT Ä 
Ferner iſt nach dem Obigen 
Oa er Be 
Aa - a2b?2 Ka°c? + b2c? ? er 
Ob. ah: 
Bh  a2b? +a?c?2 ghbe2c?’ 
Oc b?c: Se 
Ce ” a®b?® + a2c2 + b2c® ’. 














folglich 
Da 
iſt, ſo iſt 
mtr 
Auch iſt nach dem Obigen 

Oa — —2 sin x? 











Aa X\Aa sin B? ? 
Db: Ch sin x? 
Bb \BH/ "ma? 
Oc. _ a2)" El: ze 
: Be. X00/ "TsinA®! 
Folglich ER 
sinx sin x? sin x? 
et | 
sin A? = sin B? Fr sin U? F 
cosec A? + cosec Ba + cosec(? —= cosecx? , 
cosecx — YcosecA? + cosec B?-+-cosec(? , F 


mittelſt welcher Formel ſich alſo x auch aus den drei Winkeln 
des Dreiecks finden läßt. 


7) Man fann endlich auch noch annehmen, daß die Win- 
fel CAa, ABb, BCe einander gleich feyn follen, Diefer Fall 
geſtattet eine ganz aͤhnliche Behandlung, wie der vorhergehende. 
Setzen wir einen der gleichen Winkel =z, fo finder 1 man ganz 
eben fo, wie vorher, 
cotz = cotA + cotB + cotl, 


* 











ſo wie auch 
— 
'sin(A—z) = guz. 
Mun iſt 
Ba:Ca = ABAa:ACAa = csin(A—z):bsinz , 
d. i., zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchftaben: 
Supplem, zu Klügels Wörterb, J. 3 5 


Rn Dreieck. — 
..Ba:Ca = a®:b?, u ac a = 
Ch:Ab = b?:c?, Ch:Cb+ Ab = b?: bere2; " =: 
; Ac:Bce — c?:a?, Ac:Ac+Bc = N — 
alſo 


a? ’ b3 4 c3 
J— an Birne 3 nr" 













ca? 


Sonft bietet dieſer Fall keine weitere fr Egeupintic- | 
keit dar, E 
416. Wir werden nachher wieder auf die Scheitelinien des 
Dreiecks zuruͤckkommen, und wollen jetzt nur erſt ein Paar fpe- SE 
cielle Säte und Aufgaben, welche ebenfalls mit der Theorie Dies 
fer Linien in Verbindung ftehen, bier einfchalten. Wenn durch 
die Spiten des Dreieds ABC (Fig. 30,) drei beliebige inien ” 
Aa, Bb, Ce, und — FR beliebigen Punkt O mit denſel⸗ 
ben die Paralielen Bet; u y gezogen werden, fo iſt immer I 


De ‚2 tm. 


Man fölfe von A, w C und O auf die Seiten des Dies, 
die Perpendifel AA, BR, CC, 0A’, OP", 00”, fo if, 
wenn A die Area des Dreiecke — ofnbir — 


'BG.OA” + AC.OB” + AB.OC” ='24. 








ei 21 24 24 
. A0= BB 


BC= 
oA” ,.0B* , 0 
"AAT tr mh . 
Weil aber offenbar ADC" AAaA, 0m. nABbB) 
AOyE a ICcl iſt; fo ift 
OA” _ O« 'OB” _ 0% 0C” Mn 
AA: An’ BB = Bb’ cc” ae 


folglich 


folglich 
a 


be ER 


Se er + 
Iſt ABC ein — Drei, fo ift Ah BB’ — 


olgli 

rolglich OA” + OB” + O0” =AA, 

d. i. die Summe der drei vom irgend einem Punkte in : 

eines gleichfeitigen Dreiecks auf deſſen Seiten gefällten Perpeil 

difel ift immer der Höhe des Dreieds gli. ° 
Die man fich,. wenn der Punkt O- außerhalb des Dreice 

fölft, zu verhalten Hat, wird leicht erhellen. 








Drei. 723 


17. In der Ebene des Dreiecks ABC (Fig. 31.) den 


Punkt O fo zu beftimmen, -daß die Summe OA + OB +00 
‚ein Minimum wird, 


Man nehme B als Anfang, BC als Are der Abfeiffen an,. 


und bezeichne die Coordinaten des Punktes O durdy x, yz die 
Eoordinaten des Punftes A feyen f, h; fo ift, wenn wir OA + 
OB +06 = fegen: | 

s=Y»+y° + Ya? +y° + VER? Hay). 
Entwickelt man nun, da 5 eine Function zweier unabhängigen 
veraͤnderlichen Größen iſt, die partiellen Differentialquotienten, 
fo ergiebt ſich: 














& le a in er 
NL Yary% TYa-s?4+y% Hrhoye 


y Ye+y  Na—x)? £ y? — — 

Soll nun ein Minimum Statt finden, ſo muß bekanntlich 
os\ __ N. 
(5) eh (5) ER 

feyn. Dies giebt,. wenn man die obigen algebraifchen Aus: 
drücke geometriſch darftellt: 

00° 008 + 00%. : 80” 

08:2 486: OA: = "© OR a 
oder * 








sinBOO’ — sinCOO’ — sin OAO” = 0 z 
cosBOO’ + c0sC0O0’ — c0os0AO”—=0; 


oder ; 
sinBOO’ — sin C00’ — cosA0O0O” —=0, 


ceosBOO’ + c0osC00” — sinA0O0O” = 0. 
Eliminirt man aus diefen beiden Gleichungen den Winfel AOO”, 
fo erhält man 
cos(AOO” +BOO’) + cos(ADO”— CO0O) —=0. 
Aber 


AOO” + BOO’ = 970° — AOB, C0O’ = 9° — c00” 
Alfo 
cos (270°—AOB) -F cos(ADO”-+FCO0”—90) = 0, 
c0s(270°—AOB) + .cos(AOC—- 0°) = 0, | 
— sinAOB + snAOC =0, 
smAOB = sinAOC, AOB = AOC . | 
Eliminivt man aus den. beiden. obigen Gleichungen COO’, fo 
4 
er sin (BOO’-+C00') — c0s(A00”— C00) =0,. 
sinBOC — cos(AOT— 90°) = 0, 
sinBOC — smA0€t =®0, 
sinBOC = sin AOC, BOC = AOC . 
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Ba. Dreieck. | 
Alſo | 











AOB = AN =BOC. 
Der Punkt O muß folglich eine folche Lage haben, daß die drei | 
Binfel AOB, AOC, BO einander glei) ind , und bennach. 
jeder — 120° if, 

Soll ſich der Punkt O auf die angegebene Weiſe —— 
laſſen, ſo darf, wie leicht erhellet, kein Winkel des gegebenen | 
Dreieds > 120° feyn, indem z DB. für den Winfel A 4 

BOCæ Bao + CAO + ABO + aco » 


d. i. 
ſ | A-FABO + ACO = 1200 vu 
En S er 
Durch Conftruction findet man den Punkt, O febe Leicht, | 
wenn man nad) einer befannten Elementar - Aufgabe über zivei | 
beliebigen Seiten des gegebenen Dreieds als Sehnen zivei Kreis- 
fegmente befchreibt, deren jedes einen Winkel von 1209 faßt. 
Der Durchfchnittspunft der Bogen dieſer Segmente, wenn es 
einen ſolchen giebt, iſt der geſuchte Punkt. | 
Die Summe s findet man auf folgende Art aus den Seiten | 
des gegebenen Dreiecks. Da naͤmlich c0s 120° = — c0s60° = 2 
— sin30° = — 4chord 60° = —4# ift; fo if “' 
- OA? + OB? +0A.0B =AB=e (1) 
0C? + OA? + 00. A=AC=b Ay 
OB? + 0C? FOB.OC=BC? = a? (). 
Ferner ift 
OA.OB. ‚sin AOB + 00.04A.sinCOA + OB. 00. ‚sin BOC 
= 2460 = 24, 


d. &, weil sin 120° — sin 60° — = 00830° — - rI-n 2 = = ' 


Y1— (+chord 60° )? — rI—t= sY3. iſt: 


OA.OB + 00.04 + OB. 0= EI. 


3{0A.OB + OC.OA + OB.0C} = 44P3. 


Addirt man dies zu der: Summe der Gleichungen (1), @), 
(3), und et durch 2, fo erhält man auf der Stelle 


* Br 





—=ri4@ +b°+0) +23) - a. 

Da man nun 4 durch die Seiten ausdruͤcken kann, ſo ift } 

s dur) a, b, c ausgedrückt Die Linien OA, OB, Od ſelbſt 

werden. auf folgende Ark erhalten. Subtrahirt man ——— J 

(2), fo wird — —— 

OA? — OB? + oc(0aü—-ob)=b-a, © 
(OA—OB)(OA+OB+OC) = br —a®, ; 

b?—a? ’ 

QA—OB= TE 

and eben fo 








Dreieck. a 


























7 s 2__a2 
| 0A—-00=- : if 
auch ift - 
ER J—— O0A—-OA=0; 
alfo durch Addition 
— ee 
ö h s 
Folglich, zugleich mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
ee b?+c?2—a? +414y3 
* 3s 2Ykar+rb’+e)+2y 
Wehe in u en a?+c?—b?+24y3 
= 3s : — 2Y2(a® bh? +02) + 24Y3 ’ 
oe = Etat + bite! * a?+b?— c? +44y3 P 
F 3. —— 


18. Wir kehren nun noch einmal zu den in (11.) und 
(12,) bewiefenen allgemeinen Saͤtzen zurück, indem wir diefe 
Saͤtze aus einigen, fo viel wir wiffen, noch nicht befannten fehr 
allgemeinen Relationen ableiten wollen, die mit vieler Leichtig- 
feit auch noch zu andern Nefultaten führen. Sey ih Fig. 32, 
AA’A” das gegebene Dreieck, und AB, AB, A’B” feyen 
drei beliebige in einem Punkte ſich fehneidende Linien, Man 
feße AA” —=a AA=a,AA=a;, AB=o,ABb a), 
AB'=ua; AB=g0,AB=g, AB’ =e, und bezeichne 
die einzelnen Winfel fo, wie in der Figur gefchehen ift. 


In den Dreieden AOA’ und AOB” ift, wie ſogleich erhel: 
len wird: | 
AO:a” = sin 0°, :sin(0+ ©,), 
AO:0” = sinp” :sin(p”— 6); 
folglich durch Divifion 
1: _ sin®, ,‚in(@+0,). 
"e" 7 sinp” " sin(p’—6) ’ 
und hieraus, zugleich mit gehöriger Verwechslung der Buchftaben: 
a sin p sin(0° + ©”,) 
E sin ©’, sin(p — ©) ’ 
sin go’ sin(0” + ©,) 
e " sin®, sin(p’ — 0") 
a” sing” sin(0+ ©,) 
sin ©, sin (9”— 0) ' 














Aber 
“.  snA io: and ; 

folglich durch Multiplication 
a sin sin @:sin(0’+ 0” ,) 


— 
— 





7in sin 0”, inpw— ©)” 


128. . | 5 | Dreieck. — 


* 





a’ _ sing sin® sin(0"+0,)° 
„@' " sinA”sin ©, sin(p — 0”) ’ A: 
a” _ sing” sin ©”’sin(® + ©',) R Ei 





sinA sin ©’, sin(p”— 0) ’ 
oder nr — 
a sin __. sin Osin( 40) 
esinp sin in ⏑ 
_ snO'sin(0’+90) 

‚sin @, sin g—@)’ 2 — 

a’snA _ sin©”sin(0-+ 0',) ; 

— sin 9, sin(p’— 0)" — 

Aber RR 2 @ ? 3 
= asinA”, asinA —=asinA; 

esinp = a"sinA, a’sinA” E a’sinA’ ; 

‚e”sinp” — —— a’sinA — asinA”, 

















esinw __sinA’” ⸗ sin _.sinA , e’sinpg’ _smAı — 
asına  smA’ asna?  snA’ 27sina ‚simA” ’ %: 
und daher durch Multiplication ans dem Dbigen: R 


__ sinA” sin Osin (0°+0©”,) _ sinA”sin Osm(0 + 0",) 
sinAsin ©”, sin(p— o) 7 sin Asin ©”, sin(0+ ©,) ’ 
or sin Asin © sin (@’ + ©,) __ sinA sin ©’ in(@” +9, 7% 
— sin A’sin ©, sin (p’ — 0°) ” sinA’sin 9, sin(0+.07,) ” 
. __ sin A’sin Sin (0 + 0©,) _ sinA’ sin ©” sin(@+ @,) —A— 
0o 
oder auch —— 











sin OsinA” sinA’OA”. 
"sin ©”, sinAsinAOA’ 
_, sin © sin A sin ADA” 

"sin ®, sin A’ sin A’OA” ? 
__, sin 0” sin A’ sin AOA" 
sin O', sin A’ sin AOA” " 











Es ift aber auch) 
9Bzeypy kl, dm A, "my" Az 
8, zA—9=zA+A — po —=180° — (Ag, 
9, = ya — A4N), 0. 
Nr - Er Hi ER — (Ar); 8 
y-e=zpy-grA=Atrpy—gı | 
g- "in paar pp 
y"’-9=p pp; 
+9, = yri- Ar —g, 
+9" +iI-yzA+g"—p9, y 
| heile nee Tasse 
Folglich | Er 
a ih Be — pp). 5 
ee TEA) a) 














Diele, 727 
No sin p’ sin (A + 9"—g) 
sa +gp)sina+g—p")’. 
2 sag’sin(A’”+o—p) . 
— sinA+p)in(itp’—gp)’ 5. 
‚ sinpsin(p—A’)sin(A + p—g") 
sinAsin(A+gY)sn(A’+p—p)’ 
., Sing’ sin(p' —A”) sin (A'+Y”"—gY) 
"7 sinA’”sin (A’+gy) sin(A + p'—g”) — 
sin ꝙ sin (p” — A) sin (A”+-p—g') 
sin A sin (A+g') sin(A’+p"—gp) 
_ sinAsin(p” +A’)sin(p—g’+ A”) i 
— ma’ sin (p—A') sin (p’— —o"+A)? N 
cin A’sinfp+ A”) sin (p— 9’ +4) 
— sinAsin(p—A')sin(p"—gy+A)’ 
__. sin A” sin(p' + A)sin (p” —— 
7 sinA’sin (p’—A)sinp—p —— 
Per: RR durch Nultiplication: n 
aa’a” . sinpsing sing” — 
eg” — —— 
— Sin ꝙ sin ꝙ sing” sin(p — A’) sin (p’ ee ein EEE 
ae’ sinAsinA sinA” a Eu +yp ee +9) 3 
ana” sin A sin A’ sin A” 
eo” F sin (p—A') sin (p’ — A") sin(p” 5 
— (p-#A”) sin (A£-+ A) sin (p” 42) 
* — sin(p—A’) sin (p’—A”) sin(p” —A) " 
Aber... > 
9 +X=10 —0,, pop —-A=9; 
Rah er Bea a ei ‚@', 
2’ + = 1809 09, "And. 








are, ® 











\ 


2m, 8l [3 je 























Folglich 
_ sin ©, sin ein @”, 

sin © sin ©’ sin ©" 
sin Osin ©’ sin ©” — sin ©, sin ©, sin@”, , | 
' sin @sin ©’ sin 0° — sin(A— 0) sin(A’— O')sin(A’—0"), 
welches der in (12,) beiwiefene Sat ift 


Ferner ift 
a—o:amsin®, :sinp, — 
a’ — 0 :a"—= sin’, :siny’ , 
u a’— e’:a = sin ©”, :sin p” — 
folglich en ET 
(a— 0) (a —e") ——— sin ©, sin ©’, sin ©”, Be un 
aa’ ar sin sing’ sing” 
Be sin (A + p’)sin(A’ Ep”) ER 
sin psing sing” 








* 





728 A Dreieck, 


alſo nad) dem Obigen durch Muftiplication: 
| a-)@—N)ta”—er) " | 
Kar een m,» — 
⸗ r REN A A —— Ne 
aa) ee ae 36 
welches der in (11,) bewieſene Satz ift, 


Sollten die Linien AB, AB, A’B” 5. 3, fo gezogen wer⸗ 
den, daß fie fic in einem Punkte fehneiden, und die Winfel 
9, ©, ©" einander gleich find (vergl. 15. 6.) fo erhält man 
aus der oben bemwiefenen Relation As 
RR sin A sin ©’ sin (0”-+ 9,) | 
— sinA’sin 9, sin —O')’ —— 
weil 0 O ⸗ O iſt, ſogleich: * 
Pi sinAsin Osim(0+A— ©) 
, — sinA’sin(A— O)sin(A’+ 9-6)’ | 
n — sin A’sinA” sin(A— ©) _ sinA’ sin A” rot A) Ir. 


* 














"ehe ES Yo sin(A’+A”) 
sinA’cosA” + cosA’sinA” N 

sinA’ sinA” 
= cotA” -F cotA’, *2* 
c0ot® — cotA + cot A cotA”, 


wie a. a. O. Man ficht hieraus, wie leicht diefer merkwürdige 
Ausdruck aus unfern obigen allgemeinen Relationen folgt, Aug 
den beiden andern der obigen entfprechenden Relationen ergiebt 
ſich ganz derfelbe Werth von cot O. Beſtimmt man alfo co. 
oder © auf diefe Weife, ſo find die drei im Rede ftehenden Nela= 
tionen, alfo,. twie aus dem Dbigen folgt, auch die Gleichung 
„x. ‚sin Osin ©’ sin ©” = sin, sin &, sin@”, “ 
erfüllt, und die Linien AB, AB’, A’B” fehneiden ſich alfo in 
einem Punkte (14.). Sollen die Linien AB, AB’, A’B’fp ° 
gezogen werden, daß fie fic) in einem Punkte fchmeiden, und 
die Winfel ADA = AOA’ — AOA! = 120° find, fo hat man 
nach dem Obigen Die Gleichungen: Ä a 0 





cot 9* cotA = 

















du sin @ sinA” _ sin © sin. A” 
sin 0",sinA ” sin(A”— 0”)sinA ’ } 
_sin@'sinA __ sin sin A " 
— sinO,sinA’ ” sin(A— ©)sinA’ ? 
PR sin ©” sinA’ sn@"sind _ 
— sin ©, sinA” " sin(A’— @')sinA” 
— n„/ 7 2* 
— = cos®”’ — cot A” sin 9 — 3 —* 
sin(A— 6) sin @' 


— — zz cos & — cotAsn® = Fe 








m 0. 


is sulA ad eos tin ——————— 
‘sin A sin A’ 
Es ift aber auch 
| .08+4—-0=60, 
@ + A”— 0’= 60°, 
0’+A—0O =60°%; 
alſo z. B. 0 = 9.+A — 60°, und folglih 
sn (OHR—60) Bo 
- sin A’ 
sinA’cos® — sinA’cotAsin ® 
"= sin 9cos(A’—60°) + cos Osin (A’— 60°) , 
sin A’ — sin A’ cot Atang O= cos (A’—60°)tang®+ sin (A 60°) , 
sin A’ — sin (A’—- 60°) 
cotA sin A’ + cos (A’— 60°) 
sin A | sin A’ — sin (A’— 60°) } 
"" eosAsinA’ + sin A cos (A’— 60°) 
sin A | sin A’ -+ cos (A’ + 30°)} 
 60sA sinA’ + sin A sin (A’ + 30°) 





> cs0 — cotAsin® = 





“. mang6= 








Auch if a, 
sin A’(cosA-+H sin A)-+H sin A {cos (A’-60°) - sin (A’-60°)} 








dead Safer cosAsinA’ + sin A cos (A’— 60°) n 
1 — — sin A’(cosA-sin A)-+sin A [cos (A’-60°)-Hsin(A’ - wa 
= cosA sinA’ + sinA cos(A’—60°) 3 
oder 


sinA’ cos (A5°—A).Y2 + sin A cos(A'— 15°). 2. 
1 TER er cosAsinA’ ++ sin A cos(A’— 60°) 
sin A’sin(450°—A).Y2 + sinA sin (A’—15°).Y2 








1—tang 0 








cosAsinA’ + sin A cos (A’—60°) 5 
Aber } “ 
—tang 
SL; PR rei Bd 
tang (45° — 9) = —— 
u, in A’ sin (45° — A) — in A sin(A’— 15°) 
in — sin A sin(A’— 
an sin A’ cos (45° — A) + sinA cos (A!— 150) " 


Berechnet man zwei Hülfswinfel w und Y aus den Formeln: 








__ sin A sin (A’— 15°) —— sin A cos (A’— 15°) 
ang 9 = nA sin (45° A)’ as = A” cos (45° —A) ; 
fo iſt | — 
tang (45% ©) = tang (45° - A) en 





A) cos 1) (cosy+sinyw) 
cosıy (cosy + siny‘) 
„ cos w’ cos (45° =»), 
cos c05 (AH u)" 


= tang (45° — 





= tang — 
Es iſt auch 





730 Dreieck. 





tang _ 
— tang (A’— ut, cot (45° — 4) — 
tangy = tangy’ cot(45°— A tang (A’— 150), 


tangy’ = tangytang (45° — A)cot(A’— 15°) , 


vn 


Hat man ©, fo ergeben ſich @' und ©" unmitteldar aus den 


Formeln | 
= 9+4A'—-60°, 0" = 9—A+60, 


Man. bat hierbei überhaupt (17,) zu vergleichen, 


‚19. Sehr viele merkwürdige Eigenfchaften bieten aud) die 
Kreife dar, von denen die Seiten eines Dreiecks berührt werden, 
deren es, wie man durch) eine einfache geometriſche Betrachtung 
ſich Leicht überzeugt, jederzeit vier giebt, einen innern und drei 
äußere. Sn Fig. 33, ift ABC das gegebene Dreied, © der 
Mittelpunkt des innern beruͤhrenden Kreifes. Die Mittelpumkte 

der drei äußern Kreife find 0°, 0°, 0, und «8 erhellet Leicht, 
daß 0’, 0”, 0", die Spigen eines Dreieds 0'0’0" find, 
deffen Seiten die Außenwinkel des gegebenen Dreiecks halbiren, 
Die berührenden Kreiſe felbft follen im Folgenden der Kürze wegen 
bloß durd) ihre Mittelpunkte bezeichnet werden, Die Halbmeffer 
der Kreife, O, 0°,.0", 0° feyen vefpective 0, €, 0',E". 
Die Area des Dreiecks ſey immer — . Es ift imma 


J eatb+o = 24,0 
Alſo 
— 

RR By‘ TR 


“ 


24 
a+b+c 








oder‘ 





| RG (s— a) (s—b)(s—ec) 
EN 
Der Halbmeffer des um das Dreieck befchriebenen Kreifes fey v, 
fo ift offenbar, da der Centriwinkel jederzeit doppelt fo groß ift 
wie der Peripherieivinfel auf demſelben Bogen, 

a b ce 
; NET ImA 2sinB 2snG 5 
Aber befanntlih 
sinA = I.r6=3) (s—b)(s—e). 


auf NEE AR I 




















—— abe — 
J 1. A 
Folglich — | — 
— —* abe abe 
"79 
Auch iſt 


r(sin A4 sinB + sinGO)=s. 
Aber (Trigonometrie, 18.) h N 
sinA+sinB+sinC = 4costA cos+Bcos3G » 


/ ” 

















7 


4 Di —— 
m» —— cos 4B cos 20 = a, 


wo immer s den halben Umfang des Dreiecke bezeichnet, Alfo 


aud) 

2.2 issec}A sec1B sec3G R 
Nach dem Obigen iſt 
abe 
— = 08), [4 = A “ 


ſo abe 


. I=%* J 


Sind h, bh, h” die auf die. — a,b,c gefällten — 
kel, ſo iſt 
hh’ = — 


olglich 
ö 3 9 ’ „ a - 
— x 
: Kart 4 Yopi, 
Nach dem a iſt 
abe = 8r? sinA sin B sin G. 
Alſo | 


Folglich aud) 
* es = ArecoszA cos4B cos1G — ?r? sinA sin B sin C 
% _ sinA sinB sinC 


er — cosı1B cosiC 
[2 


4 = 2rtsinA sinB sin €. 





= 8sin 3A sin2B sin ıC , 


= 4sin4A sin4B sin4C 3 

oder nach An 638)... 

- = .c0osA+cosB-+-cosC —1, er _ = ER cosB+cosC.. . 
Alfo auch nad) dem Obigen 
„. osA+cosB-+eosC 
ET ET EHI 
Auch ift nach) dem Obigen 
# re(sinA+sinB+snO)=es—= 4; 

alſo 





= == sinA + sinB + sinC,, 
oder nach Trigonometrie (18.) 


4A 
Are = 00844 „con 4B.cos3C & 


Nach dem Obigen iſt 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, J. Yaaı 
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— 52sin Asin Bsin C 
du sin AsinBsin C — Toon za? cos AB? 005408 
I nu u 
A s?tang 1A tang!B tang!C . | 
Auch ift Wer GE 
A=es—Arg costA Ba er pi —— IB eos}C , BAER 
alfe Bit: 
4*=abcs c0os1A cos#B cos 4C tang4A tang * * — 
d. i. 
4abes — sin 8 siniC . 
Auch ift 
s’ tang A ang} ıBtang!C = Pe cos}A cos * —— 
— —* cos+A cos ıB 608 46 3. * 





tang4A lang IB tangıC a 
s’tang!Atang! 4Btang1C. 
cos A cos B cos 20 
Mittelſt dieſer Formeln kann man die Summe der Seiten en 
ihrem Producte finden, und umgefehrt, wenn nur noch die Win— 
fel des Dieicds als befannt angenommen werde. “Sind alfo 
a,b, ce; a,b, e die Seiten zweier aͤhnlichen Dreiecke und 
— abe=p,a+tb+e=%; | 
fo ift immer 2 =zrPps’ =ps’, ode and, wenn wir E 
‚die ganzen Seitenfummen durch S und Ss deige P. Be 
r 
ps®, Srp —=$'yp. a 
Mir wollen nun nod) die Entfernung des Mittelpuntts des m 
eingefchriebenen Kreifes von dem Mittelpunfte des um das Dreieck 
befchriebenen Kreifes zu beftimmen fuchen. Sey daher in Fig. 34, 
O der Mittelpunkt des. eingefchriebenen, O der‘ Mittelpunkt des 
um das Dreieck befchriebenen Kreifes, alfo AD—= AO —r, wobei ” 
wir AO auf BO fenfrecht annehmen, Kerner feh auch 00 — 
auf AO ſenkrecht. AO halbitt den Bogen BC. -AO halbirt % 
den Winfel BAC, verlängert alfo aud) den Bogen BC. Daher. 4 
it AOA' eine gerade Linie, AOA’ ein gleichſchenkliges Dreieck, 
Zieht man A’C, fo ft BEA’ —=BAA —1A, OCA—=!A+ 30. 
Aber offenbar auch COA = +A +40, App AC=AO, 9 
a. gleichſchenkligen Dreieck AOA’ ift nach dem Pin 
£chrfage, wenn 00° auf AA ſenkrecht ift, | 
A’02 = 002 + A’02 = 002 + A072 — O0: Dj 
= 00°? + (A’0’+00°)(A’0'— 00’) “ cat 
= 00? + X0.A0 = 00? #A'C.AO. RN: 
Die Dreiede AOD, A’Ca find offenbar einander — at 
Aa:A'C—=DO:AO; 


aber, wie ebenfalls leicht erhellet: 
Aa:AC=AC:AB; 


abe = 








F; | | Dreieck. — 733 
— A’C:AB’ DO: ao, 
ACc.AO =AB'. Do=M. 
Alſo nach dem Obigen 
r? = 00? +2, ooꝛ = r? 2, 00 = Va). 
Einen ——— Beweis dieſet werkioprbigen Formet ſ. Trigo⸗ 
nometrie (21 


Wir a nun wieder zu den drei Kreifen, welche das Dreieck 
außerhalb "berühren, zuruͤck. Es ift offenbar 


—e tang {90° — 4 (180° —B)} Ke'tang N 3 
—= 0 (tang!B +tang;C).. 
Folglich, — mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 


__acos »Bccos}C _ a cos+4B cos4C 


























nr ang 3B Fang 30° sinz(B+ c) cos 1A r 
— b > b cosiC costA, _.beos3C c0s}A 
8 ——— — sinz(C+ A) cos+B ’ 
— >> SapkhkccneB 
er TA lang} 1B sint{A+B) costC 
‚Aber nach Trigonometrie (16, ) 
cos4B eos _ Ys6-b6—o_ A 
cosyA TER 
Folglich 
kunde 4A ER, dA ” 4 ⸗ A 
ee ee a 5 nn TE ee vr 
i eo’ * FA A? x A — Yoo’ 0” — 7 
Nach dem Obigen iſt alſo auch 
ee’ e”e” —= abessin4A sin!BsiniC . 
Auch folgt aus dem Obigen unmittelbar 


1. ee” == abecos}A coszB cosjC . 
Folglich aud) : | 
e=stang!A tangıB tangsC. 
Ferner iſt auch nach Trigonometrie (16,) 
A1=Ys(s—a)(s—b)(s— ec) 


= s(— —J — =s(s—a)tang!A ; 





m 


alfo } — 

e—=stang!A, ę⸗s tang :B, oe" —=stangiC . 
Folglich Br 
e + +0” -oe=s(tangt 4C-tang +Atang zB ung;0). 
Aber, weil 3ZA+4B + 3C—=%° if, 
sint(A+B) _ eos1C 
cos4A cosi4B  cos}A cos#B ?’ 


Aaa2 











tang JA + tang;B — 





"38: 0 2. De "ee 


im __ c0s1C? + cos DELETE 
tangga Hang 1B+tangs — ER ae 
BEN. + (costA cosıB — ‚siniC)sin.c 
cos3A cos+B cosiC | 

* + !cos4A cos!B — cost(A+ B) eins ;c. 

coszA coszBcos;C 
1 + sin2A sin 4Bsinsc 

we. eosz3Acos4Bcosit 


= tangzA tang}B tang}C + sec}A sec4B wer ;c . 
Folglich — 
— =,sseo}A sec B sec40. 
Nach dem Obigen iſt aber 
scecA sec 4B seciC = = . 
Folglich — * 


⸗ ” on 
ah, r— trete Ze, 


A 4 

Auch iſt 

tee =» tang }A tang{B tan; . ° — 

Nach dem Obigen aber — 
tangz3A tangiBtangIc ⸗ & a. 2 

a | u 

PR = s1, 4=! — z 
Auch ift nach dem Hbigen 
4 ad 


EN Men RE a; 




















Pr 





eme= 
Folglich | 
e—e=atang!A, 0”—o — e ER 
(eg) (e"—e).e”—g) = abetang}A tang +B In 1 . 
d. i. nach dem Obigen 
4b04 


KW!" = —, 





oder 


ee)" -d= er s 





Ye'—e) — e0* Ay — 

Auch iſt er ur lg Be 
("Ole —e) le” ne) = Arg? , a 

EIENE-I=r 

Nach dem Obigen ift abe | u 
Ar PEN ii A A 1. s 


Alfo iſt immer x 











Drei. 35 


E i e ne — — = (£-1) (£ 1) (£ 3, 
Entwickel A das Product, auf der rechten Seite, fo erhält 
man die merfwirdige Gleichung: 
ee e(e @ "+ee” +00”). 
Alfo ift auch immer 
> 2 vg U} ‚rm m 
e(e?-+e * )+ 200” eo kei ++, 
—— — (o’ ++”)? iz (o’2 +" +0)}. 


Mehrere Relationen diefer Art Eh würde ung hier. zu 
weit führen. 
Der Inhalt des Dreiecks 0'000" Dt = 4, fo ift offenbar 
I‘=4+r3%(a+be"+ce”), 
d. i. nach dem Dbigen i 
— alte —.a) * 2(s—b) + Ren 
1.2 (s-a) (s-b) (s-c)+a( s-b) (s-e)-+b (s-a) (s-c) +c (s-a) (s-b) 
2 (s—a)(s—b)(s—c) 
a s(s—a)(s—b) + s(s—a)(s—c) + Reha). 
2 2(s—a)(s—b)ß@—e) 
wobei man fich das Doppelte erfte Glied des Zählers im zwei 
Theile zerlegt und dieſe Theile mit dem vierten und dritten 
Gliede des Zaͤhlers vereinigt denkt. Ferner ergiebt ſich leicht 
Dre ser ah 
Pat . +sa(s—b) — ac(s—b) 
— 2(s—a)(s—b)(s—c) 
s?(s—b) + s®—(a+c)s? + abe 
2(s—a)(s—b)(s—c) 
a 233 — (at+b+c)s? + abe 
Rs —a)(s—b)(s—c) 
vi,wiliatb+tce=2 if: 
abe ⸗ 




















aid. 














Pe . 
2(s—a)(s—b)(s—c) 

Aber 

2? 

= (s—a)(s—b)(s—c). 
Alſo - k | 

* =>. BR ehe +9, fh 
oder, bloß in den drei Seiten ——— 
— —— 


Nach dem Obigen iſt 
abc 


7“. 2 


{ 


736 | | Dreieck, — 


Folglich AN RN 
5 4A = Ars =r(atb+c), Rx"; * 8 
eine ſehr einfache Formel fr A, erg re 
Mr — — Yes über die vier in Rede 

ehenden Kreife-f m. in Erelle?8 mathem. Auffigen. L Ber: 
lin. 1821. ©. 165. ee a 
‚20. Sey jegt wieder in das Dreieck ABO (Fig. 35.) ein 
Kreis beſchrieben, und O deſſen Mittelpunkt, Ferner feyen in 
die Näume Abee,. Cayb, ‚Beßa drei Kreiſe befchrieben , welche 
je zwei Seiten des Dreiecke ABO und den in daffelbe befchrie- 
benen Kreis berühren. O, 0, 0° feyen die Mittelpunfte diefer 
BR, o 1.8 Hl an —— Dev Halb- 
‚mefler „des in das Dreieck befchriebenen Kreifes fey jeßt=r. 

Es iſt offenba egeſe IRRE A 
se 1—sintA 


— ini S — — — — —* 3 
——— ai) = sinA’ da = — — —— 
Ferner iſt — | 













— 1A “ 1 ; — 
—— SIR i 

und; wenn man fi) nO gezogen denft, offenbar \ 

0a = oe = na .tang +(90° — 1A) = ne. tang (45° — 4A) war 


m Ae:tang!A — 


Aber 
1—siniA 
un. — © 
tang (45 3A) — cos4A 
Folglich ’ Ä | 
a fm sa 3A? _ .f[i—sin!A 
e = — rSrtaus 0 a4 . 


Da man r und sin A durch die Seiten des gegebenen Dreiecks 
ausdrücken fann, fo wirde man auch E leicht durd) die Seiten 
darfiellen Eönnen. Die analogen Formeln für & und g" laffen ° 
fich leicht entwickeln. - Ferner - erhält man leicht: 











. —5 Yro r—o 
sinl!A = ——-, cos: = tangt!A = ——c 
" r+e’ EN m 2Yy 
sin!iB — 7%, c0s!B — Et tangıB—"— 2 ; 
? r+e’ 4 r+o’ ” 2Yro 
gt 2YYro” —— * 
sin3C —, cosil = ———,, tangic= 
wi r+e ’ zZ r+e ’ 83 : 


— — 

Mittelſt der in Trigonometrie (18.)- bewieſenen Relationen wuͤrden 

ſich hieraus, mehrerer Relationen zwiſchen r, E, @, 0" und den 

Winkeln des Dreiecks ableiten laffen. Nach Goniometrie (66) iſt 
tang{A tang2B + tang!A tang!C + tang!B tang}C = 1,. 

aljo immer — — 
———⏑ 


— — 


Yo ale” 0. Tree 
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4 —— Ye +a-g)e-d)Ye=4rT ae, 


0= (Ye+re+re)r 


—L@ + re+Het Ye Hetöre' +41 77 e'}r 
+ eo’Yete”Ye+teeYe”. 


| Mittelft Diefer ‚quadratifchen OlAGung laͤßt fich ; B. r aus 
E70 ,.0" finden, | 


ER 
: 








alſo 


Es iſt offenbar 
rsint(B+C) rcosiA 


$ — = — * 
ot n Hot) ine Sin}Bsinz6 ? 





OS 2r(r+e)(e+0”yYre 

——— 

wa Hr toete Vie 

K-deHIE—e") 

2 et lrte)/te” 

, — 
wodurch die Seiten des Dreiecks a, b, oc aus r, , , 











gefunden werden koͤnnen. 


Ueber die Malfattiſche Aufgabe ſ. m. den Artikel Anwen⸗ 
dung der Analyſis auf die Geometrie (24,) i. d. 3. a 


Duodecimal: Syſtem, f. Dodekadik. 





* 


Einige Berichtigungen. 


S. 1123. 8, ſteht 44 zu hoch. 
— 174. — — ſ. m, 23, 


— 176, — 10, fi. zem — 


— W8. — 14. v. u ie m. S’n-+Hi + 
— 369, — 15, ve u. ftreiche man m. am Ende der Beile. . ; 
— 408, zwifchen 3. 15. u, 16, ift noch einzuſchalten Sharakterifkit eine 


gehüllter Flaͤchen, I Einhüllende Curven und Flaͤchen 
(11.) i, d>3. 


— 450, 3. 3, v. u, hätte flatt auf Mittel (11.) auch auf ee 


(28,) i, d. 3, verwiefen werden Eönnen. 
— 455, — 19. v. u, fü, n (u. 
— 513, zwifchen 3. 11, u, 1%, eine Reihe Punkte, 
— 527, 3,16, vu ſt. nn hm an.— 
— 610, — 5. v. u, tilge man = ee Ende der Zeile, 


Einige nachträgliche Berichtigungen zum fünften Sei, a 


S. 35. 3. 10. v. u. ſt. X ſ. m. Xõx. | 

—_— — — 1894 hinter i fdhalte man = dx ein, Bi 

— 36. — 1, ftreihe man Summen der, N 

— ———— xox, * 

er re * ft. ie me Kor, f. x 

— — — 6,91 fl, vou f. m. vonz fl. des erften XS, m, Xdx 
weiten X j. m. x e er h — 

— 37. — 6, — m, xX0x * 

— 159. — 9% f. uur ſ. m. — 

461838. ft. a—b—c+df,m e-b-ard. as 

— 173, — 16. ft. costa ſ. m, cosi«, 

— 212, — % hinter f bon fchalte man 1808 ein. 





a 227, Vei der Aufgabe in’ (76.) iſt auch sin e an woburd e Une 


mittelbar aus b und 8 gefunden wird, 

— 330, 3. 17. ft. Zrignnometrie f. m, Trigonometrie. 

—_— 24, — 20% u. füge man hinter Bahl bei: ober 64: Eleinere 
negativ, 

— 425. Am Ende von Num. 10, ift zu bemerken: , Für =19 wird die 
Hleinere der obigen Gränzen negativ, -Alfo kann man auh 
p=19, 20 fegen. Dies giebt s—2, y=5,2=0, . © 

— 511, 3. 3.9. % ft. Artt.f. m. Art. ; 

— 600. — 6. *. Bi erſten 2% m.x / y, EN j 

— 663, — 3. dv. u: fl, Differentialquotienten ſ. m. Differential und 3, 2, » 
u. füge man der Formel hinten 0x ald Factor bei. 

— 679, — 15, füge man der Formel hinten Ox als Factor bei, und 3, 19, 

ſ. m. ee ft. Diffevenkialquotienten. 


\ 7 3 
ya 
* 717. Su 3 v. % fl. dt? I + m. t3 = +’ 


— — 3, f. m, in der —* (= ft. >). 
0?x 


— 719, — 3 tk al. m.» 


53 70 > star, 10, ft. quod ſ. m. quot. 
— 773, — 3. ft. welder ſ. m. welchen, 
— 804, — 4 v. u. f. m. im Zähler — — des — +. 
— 81 oben ſt. Bieleiger f. m. A eh 
— 891, 3.15. fl. e-t? f, m, e-t? dt, 
— 997. — 8, ft. denn f. m. dann, 
! —1173. J ſt. arc f» m, ars, 
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